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Адаптивная аппроксимация сигналов

Введение

Эффективным методом аппроксимации из-
меряемых сигналов является их приближение 
линейными комбинациями базисных функций
[1—4]. Неизвестные параметры можно опреде-
лять на основе методов псевдообращения, соста-
вив при этом соответствующую систему линей-
ных алгебраических уравнений. При этом учи-
тывается следующее:
 � как правило, информация о сигнале поступа-

ет в реальном времени;
 � сами базисные функции и их число, которое 

необходимо взять для аппроксимации, неиз-
вестны.
Задача состоит в том, чтобы разработать алго-

ритмы аппроксимации экспериментальных дан-
ных, с помощью которых можно было бы уточ-
нять параметры аппроксимации, а не перевычис-
лять их на каждом этапе в полном объеме. Это 
позволяет значительно быстрее решать сложные 
задачи информатики и прикладной математики.

В данной работе для аппроксимации экспе-
риментальных данных рассматривается общая 
итерационная схема. Предложенная схема — это 
динамическая система разностных уравнений, 
которая записана относительно искомых пара-
метров. Схема включает два этапа: внутренний 
и внешний. Внешний этап предусматривает из-
менение структуры базисных функций, их нара-
щивание по мере необходимости. Внутренний — 
уточняет параметры аппроксимации по мере по-
ступления экспериментальных данных. Сколько 
необходимо брать измерений для внутреннего 
этапа и как долго необходимо наращивать систе-
му базисных функций — это проблема, которую 
можно решить при рассмотрении конкретных 
задач. Особенно хотелось бы обратить внимание 
на то, что для анализа устойчивости аппрокси-
мации можно использовать методы практиче-
ской устойчивости динамических систем.

Постановка задачи

Предположим, что измеряется в некоторые 
моменты
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скалярная величина x(t), значит, нам известны 
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Задача состоит в том, чтобы аппроксимиро-
вать с заданной точностью ε поступающий в ре-
альном режиме времени сигнал с помощью си-
стемы базисных функций

 1 2( ), ( ),..., ( )nt t tϕ ϕ ϕ

в виде линейной комбинации
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При этом n может варьироваться от 1 до M. 
Важно асимптотическое изучение модели (M → ∞).

Параметры аппроксимации α1, α2, ..., αn будем 
определять, учитывая тот факт, что число базис-
ных функций и размер выборки данных явля-
ются неизвестными для достижения указанной 
точности. Для вычисления коэффициентов αi бу-
дем рассматривать систему уравнений
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При решении ряда важных прикладных задач необходимо проводить аппроксимацию экспериментальных данных. 
В работе рассматривается задача адаптивной аппроксимации данных. Предложена общая итерационная схема. Эта 
процедура имеет два цикла: внутренний и внешний. Внешний цикл предусматривает изменение структуры базисных 
функций, их наращивание при необходимости. Внутренний цикл уточняет параметры аппроксимации по мере поступле-
ния экспериментальных данных. Предложенная схема базируется на форме представления псевдообратного оператора.

Ключевые слова: адаптивная аппроксимация, динамическая система, оптимизация, псевдоинверсия, итерацион-
ная схема, вычислительный эксперимент, сходимость



307Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 5, 2018

где mk может принимать значения от 1 до nk в 
зависимости от номера k, т.е. nk — заранее за-
данные ограничения на число измерений на k-й 
итерации оценки параметров.

В описанной модели при использовании всех 
базисных функций и измерений получим систе-
му высокой размерности, что значительно ус-
ложняет вычислительную процедуру. Поэтому 
для определения параметров модели α1, α2, ..., αn 
запишем динамическую разностную систему.

Перепишем систему (3) в векторно-матричной 
форме. Для этого введем обозначения
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измеряемых данных;
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m m m nm = α α αa  — вектор неиз-

вестных параметров размерности n (здесь и далее 
буквой т будем обозначать операцию транспони-
рования).

Тогда систему (3) можно записать в виде
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Решение системы (4) можно представить че-

рез псевдообратную матрицу ( , )kn m +A  размерно-
сти nЅmk:
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Далее алгоритм предусматривает разбиение на 
два этапа: внешний и внутренний с соответству-
ющими индексами циклов i и jk. На этих этапах 
циклов увеличиваем систему базисных функций 
или измерений в целях уточнения параметров 
аппроксимации. Работа алгоритма прекращается 
при выполнении одного из нескольких условий:
 � достигнута заданная точность ε;
 � невозможно добавлять базисные функции 

или наращивать экспериментальные данные.
Предположим, что условия задачи требуют 

добавления базисных функций на внешнем эта-
пе и измерений — на внутреннем.

Тогда, расширив систему благодаря еще одной 
точке экспериментальных данных , 1kk mx +  на вну-
треннем этапе, систему (3) можно записать в виде
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Переписав систему (5) в векторно-матричной 
форме, получим
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(mk + 1)-мерный вектор свободных членов;
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1k

n
m +a  — вектор искомых параметров размерно-

сти n на (mk + 1)-й итерации.
Решение системы (6) можно записать, исполь-

зуя псевдообратную матрицу ( , 1)( )kn m + +A :

 ( , 1) ( 1)( )
1 ( ) .k k

k

n m mn
m

+ ++
+ = A ba  (7)

Поскольку матрицу ( , 1)( )kn m + +A  можно выразить 
через псевдообратную и проекционные матрицы на 
mk-й итерации, то для поиска вектора искомых па-
раметров запишем итерационную схему.

Для адаптивной коррекции вектора неизвест-
ных параметров при последовательном наращи-
вании измеряемых данных имеет место итераци-
онная схема
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со следующими начальными условиями:
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Из представления псевдообратной матрицы [5] 
следует запись линейной разностной схемы (8).
Для этого необходимо представить матрицу 

( , 1)( )kn m + +A  через матрицу ( , )( )kn m +A  и проекци-

онные матрицы ( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ,k k kn m n m n m
n

+= −Z A E A A  
( , ) ( , ) ( , ) т( ) ( )k k kn m n m n m +=R A A A  на mk-й итерации.

Приведем формулы для вычисления матрицы 
( , )

k

n n
mL  и вектора ( )

k

n
my  [5—8].

Случай 1. Предположим, что для матрицы 
( , )kn mA  имеет место выражение

 ( , )( )т ( )
1 1( ) 0.k

k k

n mn n
m m+ + >a Z A a

Тогда матрица ( , )
k

n n
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k

n
my  размерно-

стей nЅn и n соответственно имеют вид (с учетом 
представления псевдообратной матрицы)
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где En — единичная матрица размерности n.
Для этого случая проекционные матрицы 

( , 1)( )kn m +Z A  и ( , 1)( )kn m +R A  вычисляются итераци-
онно по следующим формулам [5]:
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Случай 2. Если для матрицы ( , )kn mA  выполня-
ется равенство
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Проекционные операторы в этом случае вы-
числяются следующим образом:
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По определению, проекционные матрицы 
Z(A) и R(A) для матрицы A определяются по фор-
мулам
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Согласно выражениям (13), для итерационно-
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Итерационную схему (8) можно исследовать 
на сходимость с помощью аналога второго ме-
тода Ляпунова для разностных уравнений. При 
этом будем считать, что a  — решение постав-
ленной задачи, т. е. ( )

k

n
m →a a  при mk → ∞. Тогда, 

сделав замену

 ( ) ( ) ,
k k

n n
m m= +ya a

систему (8) запишем в новых переменных:
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Задача анализа сходимости итерационной 
процедуры (8) будет эквивалентна исследованию 
устойчивости разностной схемы (14). При этом 

( ) 0, 1,2,...,
k

n
km m= =y  называют невозмущенным 

решением.
Определение 1. Невозмущенное решение 

( ) 0, 1,2,...,
k

n
km m= =y  системы (14) называют устой-

чивым по Ляпунову, если для любого ε > 0 можно 
указать такое δ(ε) > 0, что на решениях системы 
(14) выполняется неравенство ( ) ,

k

n
m < εy  mk = 1,2,... 

при условии ( )
1
n < δy  (здесь и далее ( )
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n
my  будем 

понимать евклидову норму вектора ( )
k

n
my ).
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Если, кроме определения 1, на решениях си-

стемы (14) выполняется условие ( )lim 0
k

k

n
mm →∞

=y  при 
( )
1 ,n < δy  то невозмущенное движение системы 

(14) называют асимптотически устойчивым по 
Ляпунову.

Справедливы следующие теоремы [8].
Теорема 1. Пусть в области
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для системы разностных уравнений (14) мож-
но указать положительно определенную по-
следовательность функций Ляпунова ( )( ),
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mk = 1,2,..., а ее первая разница на решениях рас-
сматриваемой системы неположительна, т. е.
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V V V

V V

+ +

+

Δ = − =

= −

y y

f y y m

тогда невозмущенное решение является устой-
чивым по Ляпунову.

Теорема 2. Если при условиях предыдущей те-
оремы о последовательности функций Ляпуно-

ва ( )( ), 1,2,...,
k k

n
m kmV m =y   первая разница ,

kmVΔ
mk = 1,2,..., на решениях системы (17) является 
отрицательно определенной, то невозмущенное 
решение системы (17) является асимптотически 
устойчивым.

Необходимо отметить, что последователь-
ность функций Ляпунова можно выбирать в виде

 ( , )(1) ( )т ( ), 1,2,...,k

k k k

n mn n
km m mV m= =y B y

где ( , )kn mB  — некоторые положительно опреде-
ленные матрицы.

Если a  — решение системы (3) для любого 
mk, то система разностных уравнений для воз-
мущенного движения, т. е. относительно векто-
ров ( )

k

n
my , имеет вид

 ( , )( ) ( )
1 , 1,2,...k

k k

n mn n
km m m+ = =y L y . (15)

Таким образом, исследование сходимости 
итерационной процедуры (8) при возмущенных 
исходных данных эквивалентно анализу устой-
чивости линейной разностной системы (15). Со-
гласно принципу сжатых отображений Банаха 
разностная система (15) будет асимптотически 
устойчивой, если

 ( , ) ( ) ( ) , 1,2,...n m n n n< =L y y .

Рассмотрим процедуру внешнего цикла алго-
ритма, когда к системе базисных функций 

1 2( ), ( ),..., ( )nt t tϕ ϕ ϕ  добавляем еще одну функ-
цию ϕn + 1(t). При этом в системе (3) изменяется 
число неизвестных параметров:

 

1

, ,
1

( ) ,

1, , 1, , .

k k

n

i i k j k j
i

k k k k

t x

k N j m m n

+

=
α ϕ =

= =

∑

m

 (16)

Запишем систему (16) в векторно-матричной 
форме:

 ( 1, ) ( )( 1) ,k k

k

n m mn
m

+ + =A ba  (17)

где ( 1, ) ( , ) ( 1)( , )k k

k

n m n m n
m

+ +=A A a  — матрица размер-

ности mkЅ(n + 1); ( 1) т
1 ,1 1 ,2( ) ( ( ), ( ),

k

n
n k n km t t+

+ += ϕ ϕa  

1 ,..., ( ))
kn k mt+ϕ  — известный вектор размерности 

mk; 
( 1) т ( )т

, 1( ) ( , )
kk k

n n
m nm m

+
+= αa a  — (n + 1) — мерный 

вектор искомых переменных на (n + 1)-й итера-
ции оценивания.

Решение системы (17) можно записать через 

псевдообратную матрицу ( 1, )( )kn m+ +A :

 ( 1, ) ( )( 1) ( ) .k k

k

n m mn
m

++ += A ba

Так как в этом случае псевдообратная матрица 
( 1, )( )kn m+ +A  выражается через псевдообратную и 

проекционную матрицы на n-й итерации, то для 
поиска вектора неизвестных параметров можно 
записать разностную схему.

Для коррекции вектора неизвестных параме-
тров при последовательном расширении системы 
базисных функций и постоянных измерениях 
сигнала справедлива следующая итерационная 
схема:

 ( , )( 1) ( ) ( ), 1,2,...k

k k k

n mn n n
m m m n+ = + =Q ua a  (18)

со следующими начальными условиями для ска-

лярной величины (1)
kma :

 
(1, ) т

( )(1)
(1, ) (1, )т

( )
.

( )

k
k

k k k

m
m

m m m=
A

b
A A

a

Если выполняется условие

 ( , )( 1) т ( 1)( ) ( ) 0,k

k k

n mn n
m m

+ + >a Z A a

тогда матрица ( , )kn mQ  и вектор ( )
k

n
mu  имеют вид

 ( , ) ;
0

k nn m ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

E
Q  (19)
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( , ) ( , ) ( )( 1) ( 1) т т т

( , )( 1) т т ( 1)
( )

( , ) ( )( 1) т т т

( , )( 1) т т ( 1)

( ) ( ) (( ) )

( ) (( ) )
.

( ) (( ) )

( ) (( ) )

k k k

k k

k

k k

k k k

k

k

k k

n m n m mn n
m m

n mn n
m mn

m n m mn
m

n mn n
m m

+ + +

+ +

+

+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A a a Z A b

a Z A a
u

a Z A b

a Z A a

Для этого случая проекционные матрицы 
( 1, )( )kn m+Z A  и ( 1, )( )kn m+R A  вычисляются итераци-

онно по следующим формулам:

( 1, ) ( , ) ( 1, )( 1) т т

( 1, ) ( 1, )т ( 1) ( 1) т т

( 1, )( 1) т т ( 1)

( ) ( ( ) ) (( ) )

(( ) ) ( ) (( ) )
;

( ) (( ) )

k k k

k

k k

k k

k

k k

n m n m n mn
m

n m n mn n
m m

n mn n
m m

+ ++

+ ++ +

++ +

= = −

−

Z A Z A a Z A

Z A a a Z A

a Z A a
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( , ) ( , )т ( 1) ( 1) т т

( , )( 1) т т ( 1)

( , ) ( , )т ( 1) ( 1) т т

( , )( 1) т т (

( ) ( ) (( ) )
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− −

−

R A R A a R A

Z A a a R A

a Z A a

R A a a Z A

a Z A a 1)

( , ) ( , )т ( 1) ( 1) т т

( , )( 1) т т ( 1) 2

( , )( 1) т т ( 1)
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(1 ( ) (( ) ) ).
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k
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k
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m m
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m m

Ѕ

Ѕ

+

+ +
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+ +

+

+

+

Z A a a Z A

a Z A a

a R A a

В случае, когда для матрицы ( , )kn mA  и вектора 
( 1)

k

n
m

+a  выполняется условие

 ( , )( 1) т т ( 1)( ) (( ) ) 0,k

k k

n mn n
m m

+ + =a Z A a

матрица  ( , )kn mQ  определяется по формуле (19),

( , ) ( , ) ( )( 1) ( 1) т т т

( , )( 1) т т ( 1)
( )

( , ) ( )( 1)т т т

( , )( 1) т т ( 1)

( ) ( ) (( ) )

1 ( ) (( ) )
,
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1 ( ) (( ) )

k k k
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k
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k

k
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n m n m mn n
m m
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m mn

m n m mn
m

n mn n
m m

+ + +

+ +

+

+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟+
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

A a a Z A b

a R A a
u

a R A b

a Z A a

проекционные матрицы ( 1, )( )kn m+Z A  и ( 1, )( )kn m+R A  
вычисляются следующим образом:

 ( 1, ) ( , ) ( , )( 1) т( ) ( ) (( ) );k k k

k

n m n m n mn
m

+ += =Z A Z A a Z A
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(( ) ) ( ) (( ) )
;

1 ( ) (( ) )

k k k

k

k k

k k

k

k k

n m n m n mn
m

n m n mn n
m m

n mn n
m m

+ +

+ +

+ +

= = −

−
+

R A R A a R A

R A a a R A

a R A a
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(1, ) (1, ) (1) т (1) 2т 2
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Заключение

Для дискретных последовательностей сигна-
лов описана процедура субоптимальной аппрок-
симации временных рядов. Исследована сходи-
мость процедур аппроксимации с помощью вто-
рого метода Ляпунова.
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A lot of works devoted to the problems of approximation both continuous and discrete signals. But, in spite of this, important 
practical problems arise, especially in the field of Informatics and applied mathematics, which require development and 
testing of new approaches of experimental data approximation. First of all it is connected with the fact that data processing 
is conducted in the majority in real time. Besides, strict conditions are laid down on the developed algorithms: they must 
be constructive in programming for optimal performance and real-time problem solving. Approaches to the approximation 
of the continuous processes are proposed, but on their basis it is easy to derive discrete counterparts. As a rule, in applied 
tasks signals into discrete moments are measured. Thats why differencing schemes can prove to be more effective for use. 
When using the proposed algorithms the questions of analysis of convergence of the following iterative procedures arise. It 
can be done on the basis of Lyapunov methods and special criteria of stability. Adaptive signals approximation models in 
structural-parametric classes of functions are considered. Approximation is made by using an iterative procedure in the 
form of an ordinary differential equations system. In order to confirm the effectiveness of the proposed approach, software 
for simulated examples and real problems testing was developed.

Conditions for the convergence of the iterative scheme for approximating signals, which are based on Lyapunov stability 
theory, are given. Suggested methods can be effectively applied for the detection of chemical and biological analysis of the 
spectral data. To demonstrate the effectiveness model examples for the approximation of the continuous signals are given.

Keywords: adaptive approximation, dynamical system, optimization, pseudoinversion, iterative scheme, convergence
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