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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Предложен новый метод подавления внешних неизвестных ограниченных возмущений в линейных динамических систе-
мах с известными параметрами. В отличие от известных результатов разработанный статический закон управления 
обеспечивает нахождение фазовых траекторий системы в эллипсоиде, который достаточно близок к шару, в котором 
находятся начальные условия, а также обеспечивает наилучшую точность регулирования в установившемся режиме. Для 
решения задачи используется аппарат функций Ляпунова и техника линейных матричных неравенств. Дополнительно 
к разрешимости линейных матричных неравенств предложена схема поиска матрицы, которая обеспечивает наименьший 
эллипсоид в переходном режиме с малой погрешностью. Предложенная схема управления расширяется на управление ли-
нейными системами в  условиях больших возмущений, для подавления которых используется интегральный закон управле-
ния. Приведены сравнительные примеры предложенного метода и метода инвариантных эллипсоидов. Показано, что при 
определенных условиях фазовые траектории замкнутой системы, полученные на базе метода инвариантных эллипсоидов, 
находятся недалеко от границ наименьшего эллипсоида для переходного режима, в то время как полученный закон управ-
ления гарантирует сходимость фазовых траекторий к наименьшему эллипсоиду в установившемся режиме.
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Подавление возмущений с минимизацией эллипсоидов, 
ограничивающих фазовые траектории системы

в переходном и установившемся режимах1

Для задач подавления возмущений метод 
ЛМН позволил перейти от качественных усло-
вий устойчивости к количественным и решить 
ряд оптимизационных задач. Так, в работе [1] 
ищется решение задачи с минимизацией точ-
ности регулирования в установившемся ре-
жиме. Однако качество переходных процессов 
в работе [1] не затрагивается. В работах [3, 4] 
решена задача обеспечения переходных процес-
сов в наименьшем эллипсоиде (осуществлялась 
минимизация следа матрицы эллипсоида). Од-
нако точность регулирования в установившем-
ся режиме в работах [3, 4] не рассматривалась. 
В данной работе будет предложен новый метод 
подавления возмущений, который будет учиты-
вать качество переходных процессов и точность 
регулирования в установившемся режиме. До-
полнительно будет исследована задача пода-
вления неограниченных возмущений. В конце 
статьи будут приведены сравнительные приме-
ры моделирования предложенного алгоритма и 
алгоритма, построенного на базе метода инва-
риантных эллипсоидов.

Введение

Несмотря  на то что проблема подавления 
возмущений насчитывает несколько десятиле-
тий, и ей посвящено достаточно большое чис-
ло решений, до сих пор она является одной из 
центральных в теории автоматического управ-
ления. С одной стороны, интерес к данной за-
даче вызван множеством практических задач, 
которые связаны с управлением в условиях не-
гативного действия внешней среды на процесс. 
С другой стороны, непрерывное развитие фун-
даментальных наук приводит к разработке но-
вых и эффективных методов в теории управле-
ния. Одним из таких методов является метод 
линейных матричных неравенств (ЛМН) [1, 2].

1Исследование в разделе "Метод решения" выполнено за 
счет гранта Российского научного фонда (проект № 18-79-10104)
в ИПМаш РАН. Исследование в разделе "Управление при 
больших возмущениях" выполнено за счет гранта Российского 
фонда фундаментальных исследований (проект № 19-08-00246) 
в ИПМаш РАН. Исследование в разделе "Примеры" выпол-
нено в рамках гранта Президента Российской Федерации 
(МД-1054.2020.8) в ИПМаш РАН.
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Постановка задачи

Рассмотрим объект управления, модель ко-
торого описывается уравнением

 ,x Ax Bu Df= + +�  (1)

где x = [x1(t), ..., xn(t)]
т — вектор состояния; u =

= u(t) ∈ Rm — сигнал управления; f = f(t) ∈ Rl — 
внешнее возмущение и |  f(t)| m γ; A ∈ Rn Ѕ n,
B ∈ Rn Ѕ m и D ∈ Rn Ѕl — известные матрицы, 
пара (A, B) — управляема.

Рассмотрим шар, ограничивающий началь-
ные условия (1) и заданный в виде

 т 2
0 0{ : },nE x R x x R= ∈ m  (2)

где 2 т
0 (0) (0).R x xl  Также рассмотрим эллип-

соид, в котором находятся решения (1):

 т 1 т 1
0 0{ : },nE x R x P x x P x− −= ∈ + δm  (3)

где матрица P = P  т > 0 и точность регулирова-
ния δ > 0, обусловленная наличием возмуще-
ний, будут определены в теореме 1. Требуется 
разработать алгоритм управления, который 
обеспечит устойчивость замкнутой системы и 
выполнение целевого условия

 т 1lim sup[ ( ) ( )] .
t

x t P x t−

→∞
δm  (4)

При этом разработанный алгоритм должен 
обеспечить минимизацию значения δ, а траек-
тории (1) не должны выходить из эллипсои-
да (3), который должен быть достаточно близок 
к шару (2). Под достаточной близостью эллип-
соида (3) к шару (2) понимается минимизация 
величины ||P – I ||.

Поясним более подробно идею поставлен-
ной задачи. Рассмотрим функцию Ляпунова

 V = xтQx, Q = P–1. (5)

Пусть f ≡ 0 и выполнено условие 0V� m  вдоль 
решений уравнения замкнутой системы при
P = I. Следовательно, функция V = xтx невозрас-
тающая, причем максимальное значение V соот-
ветствует значению V(0) = xт(0)x(0). Значит, тра-
ектории, начавшиеся в шаре (2), никогда его не 
покинут. Однако не всегда существует решение 
задачи в виде P = I, поэтому ставится задача 
поиска такой матрицы P, чтобы ||P – I || → min.
Если f ≠ 0, то траектории, начавшиеся в 
шаре (2), могут покинуть его, а в установив-
шемся режиме решения (1) не будут асимптоти-
чески стремиться к началу координат. Поэто-

му требуется дополнительно минимизировать 
величину δ, которая связана с наличием воз-
мущенной составляющей в решении (1). Значе-
ние величины δ будет определено в теореме 1.

Вкратце рассмотрим отличие поставленной 
задачи от существующих решений. В работе [4] 
значение δ не определено, но отмечается, что оно 
может быть уменьшено за счет соответствующе-
го выбора параметров алгоритма управления 
на этапе моделирования. В работах [5—7] при-
ведена зависимость величины δ от параметров 
в замкнутой системы. В работе [1] ставилась за-
дача минимизации величины δ, однако качество 
переходных процессов при этом не учитывалось, 
вследствие чего могли происходить большие от-
клонения регулируемой величины от положения 
равновесия. В работах [3, 4] предложенный 
алгоритм обеспечивал принадлежность реше-
ний (1) наименьшему эллипсоиду (минимизи-
ровался след матрицы эллипсоида), однако зна-
чение δ не регулировалось, поэтому оно могло 
принимать любые значения внутри эллипсоида. 
В отличие от работ [1, 3—6] в настоящей статье 
будет разработан алгоритм, обеспечивающий 
нахождение траекторий (1) в эллипсоиде (3) и 
обеспечивающий наилучшую точность регули-
рования в установившемся режиме.

Метод решения

Зададим статический регулятор в форме

 u = Kx, (6)

где K  т ∈ Rn, и перепишем уравнение замкну-
той системы в виде

 ( ) .x A BK x Df= + +�  (7)

Теорема 1. Рассмотрим систему управле-
ния, состоящую из объекта (1) и закона уп-
рав ления (4). Пусть для заданного числа α > 0
существует положительно определенная ма-
трица P и число β > 0 такие, что

 min;P Iβ + − →  (8)

 
т т т

0;
PA AP Y B BY P D

I

⎡ ⎤+ + + + α
Ψ = ⎢ ⎥

∗ −β⎣ ⎦
m  (9)

 1.K YP −=  (10)

Здесь "*" обозначает симметричный блок 
симметричной матрицы. Тогда траектории (1), 
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начавшиеся в шаре (2), не будут покидать эллип-
соид (3), а при t → ∞ траектории системы будут 
стремиться к предельному эллипсоиду (4), где

 
2

.
βγ

δ =
α

 (11)

Доказательство. Для исследования устой-
чивости замкнутой системы выберем функ-
цию Ляпунова вида (5). Найдем условия, при 
которых будет выполнено неравенство

 т 0.V V f f+ α − β� m  (12)

Принимая во внимание соотношения (4)
и (7), перепишем неравенство (12) в виде

т
т т ( ) ( )

[ ]

0.

A BK Q Q A BK Q QD
x f Ѕ

I

x
Ѕ

f

⎡ ⎤+ + + + α
⎢ ⎥

∗ −β⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

m

 (13)

Умножив матрицу в (13) слева и справа на 
1 0

,
Q

I

−⎡ ⎤
⎢ ⎥

∗⎣ ⎦
 получим матрицу Ψ. Тогда неравен-

ство (13) будет выполнено, если выполнено 
условие (9). Следовательно, неравенство (12) 
также будет выполнено. Найдем решение (12) 
в виде

 
2

(0) (1 ).t tV V −α −αβγ
+ −

α
e em  (14)

Принимая во внимание (5) и оценку 
2

(0) ,V V
βγ

+
α

m  получим оценку т 1x P x− m
2

т 1(0) (0) ,x P x− βγ
+

α
m  которая определяет эл-

липсоид (3) с 
2

.
βγ

δ =
α

 Вместе с тем, из неравен-

ства (14) следует, что 
2

т 1lim sup[ ( ) ( )] .
t

x t P x t−

→∞

βγ
α

m  

Это означает, что условие (4) выполнено, при-
чем для заданных чисел α и γ минимальное 
значение β обеспечивает наименьшее значе-
ние δ в (3) и (4). В свою очередь, минимизация 
второго слагаемого в условии (8) обеспечивает 
"близость" эллипсоида (3) к шару (2). Теорема 1
доказана.

Замечание. В некоторых случаях результа-
ты переходных процессов в замкнутой системе 
могут быть улучшены при замене (8) на усло-
вие β → min и поиске матрицы P из следующих 
неравенств:

 (1 )[ ] 0 и (1 )[ ] 0,I P I P+ ε − − ε −l m  (15)

где ε ∈ [0; 1).

Управление при больших возмущениях

Далее найдем решение поставленной зада-
чи, если закон управления задан в виде

1

1

1 2 1 1 2 2 1 2
0 0 0

1
0 0

( ) ( ) ( ) ( )

... ... ( ) ... .
v

st t

st

v v v

u t K x t K x s ds K x s ds ds

K x s ds ds
−

= + + +

+ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 (16)

В отличие от (6) такой закон управления по-
зволяет улучшить качество переходных про-
цессов в замкнутой системе, если возмущение f 
неограниченно вместе с его v – 1 производны-
ми или возмущение принимает большие зна-
чения, в то время как его v – 1 производные 
принимают малые значения.

Обозначим:

 

1

2

1 1
0 0

2 1 1 1
0 0

1 1 1 1
0

1 2

... ( ) ... ,

... ( ) ... , ...,

( ) , ( ), ( ),

[ , , ..., ];

v

v

st

v v

st

v v

t

v v v

v

z x s ds ds

z x s ds ds

z x s ds z x t z x t

z z z z

−

−

− −

− +

=

=

= = =

=

∫ ∫

∫ ∫

∫ �

 

[ ]2 1

0 0 ... 0
0

0 0 ... 0

; ;
0

0 0 0 ...

0 0 0 ...

0

... ; .
0

p p

p v p

I

I

A B

I
B

A

K K K K D

D

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥= =
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�
� � � � �

�

Подставив соотношение (16) в (1), перепи-
шем результат в виде

 ( ) .p p p pz A B K z D f= + +�  (17)

Теорема 2. Рассмотрим систему управления, 
состоящую из объекта (1) и закона управления 
(16). Пусть для заданного числа α > 0 существу-
ют положительно определенная матрица P и 
число β > 0 такие, что выполнены условия (8) и

т т т

0;p p p p pPA A P Y B B Y P D

I

⎡ ⎤+ + + + α
Ψ = ⎢ ⎥

∗ −β⎣ ⎦
m  (18)

 1.pK YP −=  (19)



198 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 21, № 4, 2020

Тогда траектории (1), начавшиеся в шаре (2), 
не будут покидать эллипсоид (3), а при t → ∞ 
траектории системы будут стремиться к пре-
дельному эллипсоиду (4) с δ, заданной усло-
вием (14).

В силу идентичности структур уравнений 
(7) и (17) доказательство теоремы 2 аналогично 
доказательству теоремы 1.

Примеры

Пример 1. Рассмотрим объект управления 
(1) со следующими параметрами:

 

2 1 1 1
; ; (0)

1 1 1 0

и 0,5 0,5cos .

A B D x

f t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= +

На рис. 1 приведены результаты, получен-
ные с помощью алгоритма из работы [4] и 
предложенного метода.

Из рис. 1 видно, что траектория системы, 
полученная с помощью алгоритма [4], не стре-
мится к началу координат, а остается в эллип-
се 1. Траектория системы, полученная с помо-
щью разработанного метода, сходится в рас-
четную область с δ = 2,9•10–4. Отметим также, 
что след матрицы эллипса 1 составляет 6,8, 
а след матрицы эллипса 3 составляет 2,0.

Пример 2. Рассмотрим объект управления (1) 
со следующими параметрами:

 

0 1 0 0 1

0 0 1 ; 0 ; (0) 1

1 1 1 1 1

и 0,5 0,5cos .

A B D x

f t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= +

На рис. 2 приведены результаты, получен-
ные с помощью алгоритма из работы [4] и 
с помощью предложенного метода.

Из рис. 2 видно, что траектория системы, 
полученная с помощью алгоритма [4], образует 
цикл. Траектория системы, полученная с по-
мощью разработанного метода, сходится в рас-
четную область с точностью δ = 1,4•10–4. От-
метим также, что след матрицы эллипсоида 1 
составляет 5, в то время как след матрицы эл-
липсоида 3 равен 2,8.

Заключение

Разработан новый метод подавления внеш-
них неизвестных ограниченных возмущений 
в линейных динамических системах с обеспе-
чением нахождения фазовых траекторий систе-
мы в эллипсоиде, достаточно близком к шару, 
в котором находятся начальные условия. До-
полнительно обеспечивается наилучшая точ-
ность регулирования в установившемся режи-

Рис. 1. Эллипс, полученный с помощью метода [4] (1); фазо-
вая траектория системы, полученная с помощью метода [4] (2 
(см. "*")); эллипс, полученный с помощью предложенного ме-
тода (3); окружность, ограничивающая начальные условия (4);
траектория системы, полученная с помощью предложенного 
метода (5)
Fig. 1. The ellipse obtained by method [4] (1); the phase trajec-
tory of the system obtained by method [4] (2 (see "*")); the ellipse 
obtained by the proposed method (3); the circle bounding the ini-
tial conditions (4); the system trajectory obtained by the proposed 
method (5)

Рис. 2. Эллипсоид, полученный с помощью метода [4] (1); 
траектория системы, полученная с помощью метода [4] (2); 
эллипсоид, полученный с помощью предложенного метода (3);
траектория системы, полученная с помощью предложенного 
метода (4)
Fig. 2. The ellipsoid obtained by method [4] (1); the trajectory of 
the system obtained by method [4] (2); the ellipsoid obtained by 
the proposed method (3); the system trajectory obtained by the 
proposed method (4)
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ме. Получены достаточные условия устойчиво-
сти в виде разрешимости линейных матричных 
неравенств. Примеры моделирования показали 
эффективность предложенного метода по срав-
нению с методом инвариантных эллипсоидов.
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Abstract

A new method for attenuation of external unknown bounded disturbances in linear dynamical systems with known 
parameters is proposed. In contrast to the well known results, the developed static control law ensures that the phase trajec-
tories of the system are located in an ellipsoid, which is close enough to the ball in which the initial conditions are located, 
as well as provides the best control accuracy in the steady state. To solve the problem, the method of Lyapunov functions 
and the technique of linear matrix inequalities are used. The linear matrix inequalities allow one to find optimal controller. 
In addition to the solvability of linear matrix inequalities, a matrix search scheme is proposed that provides the smallest 
ellipsoid in transition mode and steady state with a small error. The proposed control scheme extends to control linear 
systems under conditions of large disturbances, for the attenuation of which the integral control law is used. Comparative 
examples of the proposed method and the method of invariant ellipsoids are given. It is shown that under certain condi-
tions the phase trajectories of a closed-loop system obtained on the basis of the invariant ellipsoid method are close to the 
boundaries of the smallest ellipsoid for the transition mode, while the obtained control law guarantees the convergence of 
phase trajectories to the smallest ellipsoid in the steady state.
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