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О детектируемости по части переменных нелинейных
дискретных систем

 Введение

Дискретные по времени нелинейные систе-
мы уравнений (nonlinear discrete-time systems), 
являющиеся по форме нелинейными конечно-
разностными системами (nonlinear difference 
systems), широко используются в современной 
нелинейной теории управления, вычислитель-
ной математике, а также при моделировании 
дискретных во времени процессов. Кроме того, 
такие системы являются составной частью ги-
бридных (с импульсным эффектом) систем, 
эволюция которых происходит в непрерывно-
дискретном времени. Теории и методам каче-
ственного анализа нелинейных дискретных 
систем посвящена обширная литература [1—6].
Отметим, что анализ указанных систем (в срав-
нении с анализом систем с непрерывной ди-
намикой) имеет ряд особенностей; укажем, 
например, на "дискретный" вариант принципа 
максимума Понтрягина [7], а также на особен-
ности теорем о робастной устойчивости ли-
нейных дискретных систем [8].

Важной с теоретической и прикладной точек 
зрения является задача устойчивости нулевого 
положения равновесия при достаточно общих 
допущениях на правые части рассматриваемой 
дискретной (конечно-разностной) системы. При 
этом в большинстве работ устойчивость рассма-
тривается по отношению ко всем переменным, 
определяющим состояние системы (по всем ко-
ординатам фазового вектора системы).

Однако под влиянием развития теории 
устойчивости систем с непрерывной динами-
кой начиная с 70-х годов прошлого столетия 
для нелинейных дискретных систем стали 
рассматриваться более общие задачи частич-
ной устойчивости [2, 4, 5, 9—15]: по части 
переменных, по заданным функциям состоя-
ния, "частичных" положений равновесия и др.
Такие задачи естественным образом возника-
ют в приложениях как исходя из требования 
нормального функционирования, так и при 
оценке возможностей проектируемой системы.

В рамках концепций детектируемости и ча-
стичной детектируемости [16—19] указанные 

Дискретные (конечно-разностные) системы широко используются в современной нелинейной теории управления. 
Одной из основных задач качественного исследования таких систем является обладающая большой общностью зада-
ча устойчивости нулевого положения равновесия. В большинстве работ такая задача устойчивости анализируется 
по отношению ко всем переменным, определяющим состояние системы.

Однако для многих важных в приложениях случаев возникает необходимость анализа более общей задачи: об 
устойчивости нулевого положения равновесия не по всем переменным, а только по некоторой заданной части пере-
менных. Такая задача часто рассматривается также как вспомогательная при исследовании устойчивости по всем 
переменным. На этом пути возникают соответствующие понятия и задачи детектируемости изучаемой системы, 
играющие важную роль в процессе анализа нелинейных управляемых систем. Затем были поставлены более общие 
задачи частичной детектируемости, в рамках которых изучается ситуация, когда из устойчивости по части пере-
менных следует устойчивость не по всем, а по большей части переменных.

В данной статье рассматривается нелинейная дискретная (конечно-разностная) система общего вида, допуска-
ющая нулевое положение равновесия. Находятся условия на структурную форму рассматриваемой системы, опре-
деляющие ее частичную детектируемость. При выполнении этих условий устойчивость по заданной части перемен-
ных нулевого положения равновесия системы означает его фактическую устойчивость по другой — бóльшей части 
переменных. При этом устойчивость по оставшимся переменным является неопределенной и может исследоваться 
дополнительно. В процессе анализа указанной проблемы частичной детектируемости вводится понятие частичной 
нуль-динамики системы. Дается приложение полученных результатов к задаче стабилизации к части переменных 
нелинейных дискретных управляемых систем.

Ключевые слова: нелинейная дискретная (конечно-разностная) система, устойчивость по части переменных, 
детектируемость по части переменных, частичная стабилизация



137Мехатроника, автоматизация, управление, Том 21, № 3, 2020

задачи устойчивости по части переменных 
можно также рассматривать как вспомогатель-
ные при анализе устойчивости по всем или по 
большей части переменных.

В контексте этих исследований в данной 
статье анализируется общая структурная фор-
ма дискретной (конечно-разностной) нели-
нейной системы, для которой устойчивость по 
части переменных нулевого положения равно-
весия означает его устойчивость по другой — 
бóльшей части переменных.

1. Постановка задачи

Рассмотрим линейное действительное ко-
нечномерное пространство векторов x с нормой 
|x| = max|xi| (xi — i-я компонента вектора x). Вве-
дем разбиение x = (yт, zт)т (т обозначает транс-
понирование). Обозначим Z+ = {k = 0, 1, 2, ...} 
множество целых неотрицательных чисел.

Пусть дана конечномерная нелинейная не-
стационарная система дискретных (конечно-
разностных) уравнений [1—6]

 x(k + 1) = X(k, x(k)), X(k, 0) ≡ 0,

которую с учетом сделанного разбиения
x = (yт, zт)т представим в виде двух групп урав-
нений

 y(k + 1) = Y(k, y(k), z(k)),
 z(k + 1) = Z(k, y(k), z(k)). (1)

В системе (1) k ∈ Z+ — дискретное время, 
поэтому везде далее k ∈ Z+.

Будем считать, что вектор-функция X = 
= (Y т, Zт)т, определяющая правые части систе-
мы (1), для k ∈ Z+ непрерывна по x в области

 |y| < h, |z| < ∞. (2)

Кроме того, считаем, что для векторной 
функции X равномерно по k ∈ Z+ на каждом 
компактном множестве K из области (2) вы-
полнены условия Коши—Липшица по x: су-
ществует постоянная l = l(K) > 0 такая, что 
для каждого k ∈ Z+ при любых x1, x2 ∈ K имеет 
место неравенство |X(k, x2) – X(k, x1)| m l  |x2— x1|.
Тогда при всех k0 ∈ Z+ для каждой точки x0 
из области (2) существует единственное ре-
шение x(k; k0, x0) системы (1). Дополнитель-
но предположим [13], что решения системы (1) 
z-продолжимы. Это значит, что решения си-
стемы (1) определены для всех k l k0, при ко-
торых |y(k, k0, x0)| < h.

Определения. Нулевое положение равнове-
сия x(k) = 0 дискретной системы (1) [7, 13]:

1) y-устойчиво, если для каждого k0 ∈ Z+, 
а также для произвольного числа ε > 0, как бы 
мало оно ни было, найдется число δ(ε, k0) > 0 
такое, что неравенство |y(k, k0, x0)| < ε имеет 
место для всех k l k0 и |x0| < δ;

2) равномерно y-устойчиво, если δ = δ(ε);
3) равномерно асимптотически y-устойчиво, 

если оно равномерно y-устойчиво и существует 
Δ > 0 такое, что для произвольного решения 
x(k; k0, x0) системы (1), для которого |x0| < Δ, 
предельное соотношение |y(k; k0, x0)| = 0, k → ∞
выполняется равномерно по k0, x0 из области 
k0 l 0, |x0| < Δ (выполнение указанного пре-
дельного соотношения означает, что для лю-
бых чисел η > 0, k0 ∈ Z+ найдется целое число 
T(η) > 0 такое, что |y(k; k0, x0)| < η при всех
k l k0 + T(η), |x0| < Δ).

Имея в виду анализ задачи частичной детек-
тируемости системы (1), предположим также, 
что т т т

1 2,( ) .=y y y  Соответствующие понятия 
y1-устойчивости положения равновесия x = 0 
получаются заменой y(k, k0, x0) на y1(k, k0, x0) 
в приведенных выше определениях.

Задача. Требуется указать общую структур-
ную форму нелинейной дискретной системы 
(1), для которой y1-устойчивость положения 
равновесия x = 0 означает его y-устойчивость.

2. Условия частичной детектируемости

В соответствии со сделанным для формули-
ровки и решения задачи частичной детектиру-
емости разбиением т т т т

1 2 2, ,( )=x y y z  предста-
вим первую группу уравнений системы (1) 
в виде двух групп уравнений

 y1(k + 1) = Y1(k, y1(k), y2(k), z(k));

 y2(k + 1) = Y2(k, y1(k), y2(k), z(k)),

а вектор-функцию Y2(k, x(k)) разделим на две 
части следующим образом:

0
2 2 2 1 2, , , ,( ( )) ( ( )) ( ( ) ) ),( ( );k k k k k kk k= +Y x Y y R y y z
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будет "приведенной" (по переменным y2) подси-
стемой системы (1).

Допустим, что вектор-функция 0
2Y  для каж-

дого k ∈ Z+ непрерывна по y2 в области |y2| < h и 
равномерно по k ∈ Z+ на каждом компактном 
подмножестве из этой области удовлетворяет 
условию Коши—Липшица по y2.

Теорема 1. Пусть выполняются условия:
1) найдется непрерывная для каждого k ∈ Z+ 

вектор-функция *
2Y (y1(k), y2(k)), 

*
2Y (0, 0) ≡ 0 

такая, что для каждого k ∈ Z+ в области (2) 
имеет место неравенство

 |R(k, y1(k), y2(k), z(k))| m | *
2Y (y1(k), y2(k))|; (4)

2) положение равновесия y2(k) = 0 "приведен-
ной" подсистемы (3) равномерно асимптотиче-
ски устойчиво по всем переменным.

Тогда, если положение равновесия x(k) = 0 
системы (1) равномерно y1-устойчиво, то оно 
равномерно y-устойчивo.

Доказательство. При выполнении условий 
теоремы для системы (1) найдется [1] функция 
Ляпунова V(k, y2), определенная и непрерыв-
ная для каждого k ∈ Z+ в области |y2| < h и 
удовлетворяющая условиям (l = const > 0)

 2 2 2 2| ( ) ( ), � , || |;| |V k V k l −′′ ′ ′′ ′−y y y ym  (5)

 1 2 2 2 2(| |) ( ) (, | ;|)a V k ay y ym m  (6)

 (3) 3 2( ( .| )|)V a kΔ − ym  (7)

Здесь ai(r), ai(0) = 0 (i = 1, 2, 3) — непре-
рывные монотонно возрастающие по r > 0 ска-
лярные функции (функции типа Хана [19, 20]), 
а ΔV(3) является приращением (аналогом про-
изводной) V-функции в силу системы (3); ука-
занное приращение V-функции вычисляется 
по формуле

 ΔV(k, x(k))) = V(k + 1, 0
2Y (k, y2(k))) – V(k, y2(k)).

При условиях (5), (7) приращения V-функции 
в силу дискретных систем (1) и (3) связаны со-
отношением

 ΔV(1) = V(k, 0
2Y (k, y2(k)) + R(k, x(k))) –

 – V(k, y2(k)) = V(k, 0
2Y (k, y2(k))) – V(k, y2(k)) +

 + V(k, 0
2Y (k, y2(k)) + R(k, x(k))) –

 – V(k, 0
2Y (k, y2(k))) =

 = ΔV(3) + V(k, 0
2Y (k, y2(k)) + R(k, x(k))) –

 – V(k, 0
2Y (k, y2(k))) m ΔV(3) + l |R(k, x(k))|. (8)

Учитывая неравенство (4), а также неравен-
ства (6), (7), запишем соотношение (8) в следу-
ющем виде:

ΔV(1) m –a3(
1

2a − (V(k, y2(k)))) + l| *
2Y (y1(k), y2(k))|. (9)

Если положение равновесия x(k) = 0 систе-
мы (1) равномерно y1-устойчиво, то для каж-
дого k0 ∈ Z+, а также для произвольного числа
ε > 0, как бы мало оно ни было, найдется чис-
ло δ(ε) > 0 такое, что из условия |x0| < δ следует 
|y1(k; k0, х0)| < ε при всех k l k0.

Дальнейшее доказательство по схеме работ 

[19, 20]. Положим δ1(ε) = b(ε)/l, b(ε) = a3(
1

2a − (a1(ε))). 
Можно указать δ2(ε) > 0 такое, что при каждом 

k ∈ Z+ из |y1(k)| < δ2 следует | *
2Y (y1(k), y2(k))| < δ1 

для |y2(k)| < ε. Вместе с тем, в силу равномер-
ной y1-устойчивости "частичного" положения 
равновесия y(k) = 0 системы (1) имеем
|y1(k; k0, х0)| < δ2(ε) при всех k l k0, если |x0| < δ 
и δ = δ[δ2(ε)].

Поскольку при каждом k ∈ Z+ в области 
|y2(k)| < ε при |x0| < δ, где δ = δ[δ2(ε)], выполнено 

условие | *
2Y (y1(k; k0, х0), y2(k))| < δ1, то из нера-

венства (9) следует, что

 ΔV(1) < 0 при V(k, y2(k; k0, х0)) = a1(ε). (10)

Пусть δ*(ε) = min{δ(ε), δ[δ2(ε)], δ3(ε)}, δ3(ε) = 

= 1
2a − (a1(ε)). Рассмотрим произвольное реше-

ние x(k; k0, х0) системы (1) с k0 l 0, |x0| < δ, где 
δ = δ*(ε). В силу условий (6) в данном случае 
имеем V(k0, y20) m a2(δ3(ε)) и, следовательно, 
V(k0, y20) m a1(ε). Покажем, что

 V(k, y2(k; k0, х0)) < a1(ε) для всех k l k0. (11)

Предположим противное: пусть V(k, y2(k; k0, х0)) <
< a1(ε) при k ∈ [k0, k1), но V(k, y2(k; k0, х0)) =
= a1(ε) при k = k1. Тогда при k = k1 имеет место 
неравенство ΔV(1) l 0, которое противоречит 
условию (10). Значит неравенство (11) справед-
ливо для всех k l k0 и на основании условия 
V(k, y2) l a1(|y2|) заключаем, что |y2(k; k0, х0)| < ε 
для всех k l k0, если |x0| < δ и δ = δ*(ε). Теорема 
доказана.

Теорема 2. Пусть выполняются условия 1), 
2) теоремы 1. Тогда, если положение равновесия 
x(k) = 0 системы (1) равномерно асимптотиче-
ски y1-устойчиво, то оно равномерно асимпто-
тически y-устойчиво.

Доказательство. Равномерная y2-ус той чи-
вость положения равновесия x(k) = 0 системы 
(1) следует из теоремы 1: для каждого k0 ∈ Z+, 
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а также для произвольного числа ε > 0, как бы 
мало оно ни было, найдется число δ*(ε) > 0 та-
кое, что из условия |x0| < δ, где δ = δ*(ε), следует 
|y2(k; k0, х0)| < ε при всех k l k0.

Покажем, что положение равновесия x(k) = 0
системы (1) является также равномерно y2-
при тя гивающим. Это значит, что при заданном 
δ*(ε) > 0 для любого η ∈ (0, δ*) существует це-
лое число T(η) > 0 такое, что из условия k0 l 0,
|x0| < δ, где δ = δ*(ε), следует |y2(k; k0, х0)| < ε при 
всех k l k0 + T(η).

В рассматриваемом случае предельное соот-
ношение

 |R(k, y1(k; k0, х0), y2(k), z(k)| → 0, k → ∞ (12)

будет выполняться равномерно по k0 l 0 и
x0 ∈ DΔ (Δ < δ*), если Δ > 0 определяет область 
равномерного y1-притяжения положения рав-
новесия x(k) = 0 системы (1).

Положим η ∈ (0, Δ); в этом случае η < δ*(ε) < 

< 1
2a − (a1(ε)) < ε. В силу условий (9), (12) при

1
2a − (a1(η)) m |y2| < ε и x0 ∈ DΔ (Δ < δ*) найдется 

такое целое число T1(η) > 0, что для всех
k l T1(η) выполняется неравенство

 ΔV(1) m –
1
2

b(η). (13)

Следовательно, при k l T1(η) имеем

 ΔV(1) < 0 при V(k, y2(k; k0, х0)) = a1(η). (14)

Положим k0* = max [k0,
 T1(η)] и пусть T2(η) > 0 

есть первое целое число, такое что

 2 1
2

2 ( ) ( )
( ) .

( )
a a

T
b
η − η

η
η

l

Покажем, что на "целочисленном" отрезке 
[k0*, k0*

 + T2(η)] существует число k*, для ко-
торого

 V(k*, y2(k*; k0, х0)) < a1(η). (15)

Допустим противное: пусть V(k, y2(k; k0, х0)) l
l a1(η) для всех k ∈(k0*, k0*

 + T2(η)). Тогда на 
этом интервале |y2(k; k0, х0)| l 1

2a − (a1(η)) и спра-
ведливо соотношение (13), что приводит к про-
тиворечивым неравенствам

 0 < a1(η) m V(k0*
 + T2(η), y2(k0*

 + T2(η); k0, х0)) = 
 =V(k0*, y2(k0*; k0, х0)) + ΔV(1)T2(η) m

 m a1(η) – 
1
2

b(η)T2(η) = 
1
2

a1(η).

Из условий (14), (15) заключаем, что не-
равенство V(k, y2(k; k0, х0)) < a1(η) имеет ме-

сто для всех k l k*. Действительно, допустим 
противное: пусть V(k, y2(k; k0, х0)) < a1(η) при
k ∈ [k*, k

*), но V(k*, y2(k
*; k0, х0)) = a1(η). Тогда 

ΔV(1) l 0 при k = k*, что противоречит условию 
(15). Поэтому неравенство |y2(k; k0, х0)| < η вы-
полняется для всех k l k* на основании ус-
ловия V(k, y2) l a1(|y2|). Следовательно, имеем 
|y2(k; k0, х0)| < η для любого k l k0 + T(η), где 
T = T1(η) + T2(η), если |x0| < δ (Δ < δ*). Теорема 
доказана.

Замечаниe 1. Теоремы 1, 2 являются развити-
ем соответствующих результатов работ [19, 20]. 
В отличие от работы [20], где указаны усло-
вия, при которых из устойчивости по части 
переменных нулевого положения равновесия 
системы c непрерывной динамикой следует 
устойчивость по всем переменным, рассматри-
вается дискретная система (1) и изучаются бо-
лее общие задачи частичной детектируемости. 
Такие задачи рассмотрены ранее в работе [19] 
для нелинейных систем с непрерывной дина-
микой. Доказательства теорем 1, 2 используют 
схему доказательства работ [19, 20] с учетом 
специфики "дискретного" анализа исходной 
системы (1) и "приведенной" системы (3).

Замечаниe 2. При выполнении условия (4) 
динамика системы (1) в случае y1(k; k0, х0) ≡ 0 
(нуль-динамика по отношению к "измеримому 
выходу" y1, следуя терминологии работ [16, 17]) 
определяется подсистемой

 y2(k + 1) = 0
2Y (k, y2(k)),

 z(k + 1) = Z(k, 0, y2(k), z(k)). (16)

Система (16) включает "приведенную" под-
систему (3), которая определяет частичную 
нуль-динамику системы (1) по отношению 
к "измеримым" переменным y1: динамику 
y-компоненты решений x(k; k0, х0), для кото-
рых y1(k; k0, х0) ≡ 0.

При выполнении условий 1), 2) теоремы 1 си-
стема (1) обладает следующим свойством детек-
тируемости: если y1(k; k0, х0) ≡ 0, то для каждого 
k0 ∈ Z+ найдется δ(ε) > 0 такое, что выполняется 
предельное соотношение |y(k; k0, х0)| = 0, k → ∞ 
при |x0| < δ и всех k l k0. Это свойство опре-
деляет локальную частичную детектируемость 
системы (1).

Замечаниe 3. Анализ задач частичной (по 
части переменных) устойчивости и стабили-
зации, в том числе для дискретных (конечно-
разностных) систем, и обзор результатов мож-
но найти в работах [21—30].
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Имеются другие подходы [22, 31—35] к зада-
че частичной (по заданной части переменных) 
стабилизации, также основанные на предва-
рительном анализе устойчивости по меньшей 
части заданных переменных.

Пример. Пусть система (1) состоит из уравнений
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1. Покажем, что нулевое решение y1(k) = 
= y2(k) = z1(k) = z2(k) = 0 системы (17) равно-
мерно асимптотически y1-устойчиво. Для это-
го рассмотрим две вспомогательные функции

 2 2 2
1 2 1 1 2 12 ,( .)V y y z y z= + μ =x

При каждом k ∈ Z+ в области

 |y1| + |μ1| < h, |z| < ∞ (18)

приращение ΔV выбранной V-функции в силу 
системы (17) определяется следующим образом:
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Поэтому для каждого k ∈ Z+ в области (18) 
(но не в области (2)) имеет место оценка

 2 2
1 1 1 1( ) ( ) ,( ) const 0.V y k kΔ γ + μ γ = >m

На основании результатов работы [13] нуле-
вое положение равновесия системы (17) равно-
мерно асимптотически y1-устойчиво.

2. "Приведенная" подсистема (3) в данном 
случае имеет вид

 y2(k + 1) = 
1
2

y2(k)

и ее нулевое положение равновесия y2(k) = 0 
равномерно асимптотически устойчиво. Кроме 
того, в данном случае выполнено неравенство 
(4), в котором | *

2Y | = |y1(k)y2(k)|.
Поэтому на основании теоремы 2 заключаем, 

что нулевое положение равновесия системы (17) 
равномерно асимптотически (y1, y2)-устойчиво.

3. Приложение к задаче частичной стабилизации

Пусть система дискретных уравнений (1), 
в которой т т т т

1 2,( ),=x y y z  описывает возму-
щенное движение объекта управления с уче-
том позиционных управлений u, дискретно 
формируемых по принципу обратной связи 
в каналах управления.

Считаем, что переменные, входящие в векто-
ры y1, z, измеряются и используются для форми-
рования управлений u вида u = u(k, y1(k), z(k)), 
u(k, 0, 0) ≡ 0, а переменные, входящие в век-
тор y2, не измеряются. Пусть формируемые 
управления таковы, что замкнутая система (1) 
удовлетворяет общим требованиям, указан-
ным в разделе 1, и нулевое положение равнове-
сия x(k) = 0 этой системы равномерно асимп-
тотически y1-устойчиво.

Поскольку при y1(k) = 0, z(k) = 0 управле-
ния нулевые, то динамика "приведенной" под-
системы (3) не зависит от формируемых управ-
лений, а определяется только структурой и па-
раметрами объекта. Считаем их выбранными 
так, что нулевое положение равновесия "при-
веденной" подсистемы (3) равномерно асимп-
тотически устойчиво по всем переменным.

В результате при выбранной структуре и 
параметрах объекта достигнутая за счет выбо-
ра управлений равномерная асимптотическая
y1-устойчивость нулевого положения равнове-
сия x(k) = 0 системы (1) означает равномерную 
асимп тотическую устойчивость по всем пере-
менным.

Заключение

Указаны легко интерпретируемые условия 
частичной детектируемости нелинейной дис-
кретной (конечно-разностной) системы, при 
выполнении которых устойчивость по части 
переменных нулевого положения равнове-
сия означает его устойчивость по к другой — 
бóльшей части переменных. Введено понятие 
частичной нуль-динамики этой системы.

Дано приложение полученных результатов 
к задаче частичной стабилизации нелинейных 
управляемых дискретных систем.
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Abstract

Discrete (finite-difference) systems are widely used in modern nonlinear control theory. One of the main problems of a 
qualitative study of such systems is the problem of stability of the zero equilibrium position, which has great generality. In most 
works, such a stability problem is analyzed with respect to all variables that determine the state of the system. However, for 
many cases important in applications, it becomes necessary to analyze a more general problem of partial stability: the stabil-
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ity of the zero equilibrium position not for all, but only with respect to some given part of the variables. Such a problem is 
often also considered as auxiliary problem in the study of stability with respect to all variables. In this way, the corresponding 
concepts and problems of detectability of the studied system arise, which play an important role in the process of analysis of 
nonlinear controlled systems. Then, more general problems of partial detectability were posed, within the framework of which 
the situation was studied when stability from a part of variables implies stability not with respect to all, but with respect to 
more part of the variables. This article studies a nonlinear discrete (finite-difference) system of a general form that admits a 
zero equilibrium position. Easily interpreted conditions are found on the structural form of the system under consideration that 
determine its partial detectability, for which stability over a given part of the variables of the zero equilibrium position means 
its stability with respect to the other, more part of the variables. In this case, the stability with respect to the remaining part 
of the variables is uncertain and can be investigated additionally. In the process of analyzing this problem of partial detect-
ability, the concept of partial null-dynamics of the system under study is introduced. An application of the obtained results to 
the stabilization problem with respect to part of the variables of nonlinear discrete controlled systems is given.

Keywords: nonlinear discrete-time (difference) systems, partial stability, partial detec-tability, partial stabilization

 17. Isidori A. The Zero Dynamics of a Nonlinear System: 
From the Origin to the Latest Progresses of a Long Successful 
Story, European J. Control, 2013, vol. 19, no. 5, pp. 369—378.

 18. Ingalls B. P., Sontag E. D., Wang Y. Measurement to Er-
ror Stability: a Notion of Partial Detectability for Nonlinear Sys-
tems, Proc. 41th IEEE Conf. on Decision and Control, Las Vegas, 
Nevada. 2002, pp. 3946—3951.

 19. Vorotnikov V. I., Martyshenko Yu. G. On Partial Detecta-
bility of the Nonlinear Dynamic Systems, Automation and Remote 
Control, 2009, vol. 70, no. 1, pp. 20—32.

 20. Halanay A. Differential Equations: Stability, Oscillations, 
Time Lags, New York, Acad. Press, 1966, 528 p.

 21. Rumyantsev V. V., Oziraner A. S. Stability and Stabiliza-
tion of Motion with Respect to a Part of the Variables, Moscow, 
Nauka, 1987, 256 p. (in Russian).

 22. Vorotnikov V. I. Partial Stability and Control, Boston, 
Birkhauser, 1998, 448 p.

 23. Vorotnikov V. I. Partial Stability and Control: the State of 
the Art and Developing Prospects, Automation and Remote Control, 
2005, vol. 66, no. 4, pp. 511—561.

 24. Vorotnikov V. I., Martyshenko Yu. G. On the partial sta-
bility of nonlinear dynamical systems, J. Comput. Syst. Sci. Int., 
2010, vol. 49, no. 5, pp. 702—709.

 25. Fradkov A. L., Miroshnik I. V., Nikiforov V. O. Nonlinear 
and Adaptive Control of Complex Systems, Dordrecht, Kluwer 
Acad. Publ., 1999, 528 p. (in Russian).

 26. Jammazi C. Backstepping and Partial Asymptotic Stabiliza-
tion, Intern. J. Control, Autom., Syst., 2008, vol. 6, no. 6, pp. 859—872.

 27. Efimov D. V., Fradkov A. L. Input-to-Output Stabilization 
of Nonlinear Systems via Backstepping, Int. J. Robust Nonlinear 
Control, 2009, vol. 19, no. 6, pp. 613—633.

 28. Binazadeh T., Yazdanpanah M. J. Partial Stabilization of Uncer-
tain Nonlinear Systems, ISA Trans., 2012, vol. 51, no. 2, pp. 298—303.

 29. L’Afflitto A., Haddad W. M., Bakolas E. Partial-State 
Stabilization and Optimal Feedback Control, Int. J. Robust Non-
linear Control, 2016, vol. 26, no. 5, pp. 1026—1050.

 30. Zuyev A. L. Partial Stabilization and Control of Distrib-
uted Parameter Systems with Elastic Elements, Cham, Springer 
Int. Publ., 2015, 245 p.

 31. Vorotnikov V. I. The Control of the Angular Motion of 
a Solid with Interference. A Game-Theoretic Approach, J. Appl. 
Math. Mech., 1994, vol. 58, no. 3, pp. 457—476.

 32. Vorotnikov V. I. On Bounded Control Synthesis in a 
Game Theory Problem of Reorientation of an Asymmetric Solid, 
Physics-Doklady, 1995, vol. 40, no. 8, pp. 421—425 (in Russian).

 33. Vorotnikov V. I., Martyshenko Yu. G. On the Nonlinear 
Uniaxial Reorientation Problem for a Three-Rotor Gyrostat in the 
Game Noise Model, Automation and Remote Control, 2012, vol. 73, 
no. 9, pp. 1469—1480.

 34. Vorotnikov V. I., Martyshenko Yu. G. On the Nonlinear 
Problem of Three-Axis Reorientation of a Three-Rotor Gyrostat in the 
Game Noise Model, Cosmic Research, 2013, vol. 51, no. 5, pp. 372—378 
(in Russian).

 35. Vorotnikov V. I., Martyshenko Yu. G. To Problem of 
Three-Rotor Gyrostat Reorientation under Uncontrolled External 
Disturbances, Mekhatronika, Avtomatizatsija, Upravlenie, 2016,
vol. 17, no. 6, pp. 414—419 (in Russian).

For citation:

Vorotnikov V. I., Martyshenko Yu. G. On Problem of Partial 
Detectability for Nonlinear Discrete-Time Systems, Mekhatronika, 
Avtomatizatsija, Upravlenie, 2020, vol. 21, no. 3, pp. 136—142.

DOI: 10.17587/mau.21.136-142

References

 1. Halanay A., Wexler D. Qualitative Theory of Impulsive 
Systems. Bucharest, Ed. Acad. RPR, 1968, 312 p.

 2. Furasov V. D. Stability and Stabilization of Discrete Pro-
cesses, Moscow, Nauka, 1982, 192 p. (in Russian).

 3. Аgarwal R. P. Difference Equations and Inequalities: Theory, 
Methods and Applications, 2 ed., N. Y., Marcel Dekker, 2000, 971 p.

 4. Aleksandrov A. Yu., Zhabko A. P. (Stability of Motion of 
Discrete Dynamical Systems, Saint-Petersburg, Saint-Petersburg 
Univ. Press, 2007, 136 p. (in Russian).

 5. Haddad W. M., Chellaboina V. Nonlinear Dynamical 
Systems and Control: A Lyapunov-Based Approach, Princeton, 
Princeton University Press, 2008, 976 p.

 6. Zuyev A. L., Ignatyev A. O., Kovalev A. M. Stability and 
Stabilization of Nonlinear Systems, Kiev, Naukova dumka, 2013, 
430 p. (in Russian).

 7. Boltyanskii V. G. Optimal Control of Discrete Processes, 
Moscow, Nauka, 1973, 448 p. (in Russian).

 8. Juri E. I. Robustness of discrete systems, Automation and 
Remote Control, 1990, vol. 51, no. 5, pp. 571—592.

 9. Pachpatte B. G. Partial stability of solutions of difference 
equations, Proc. Nat. Acad. Sci., India, 1973, vol. A43, pp. 235—238.

 10. Michel A. N., Molchanov A. P., Sun Y. Partial Stability and 
Boundedness of General Dynamical Systems on Metric Spaces, 
Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, 2003, vol. 52, 
no. 4, pp. 1295—1316.

 11. Abramov S. A., Bronstein M. Solving Linear Systems of Dif-
ferential and Difference Equations with Respect to a Part of the Un-
knowns, Comp. Math. Math. Phys., 2006, vol. 46, no. 2, pp. 218—230.

 12. Costa E. F., Astolfi A. Partial Stability for a Class of Nonlinear 
Systems, SIAM J. Control Optim., 2009, vol. 47, no. 6, pp. 3203—3219.

 13. Ramírez-Llanos, E., Martínez S. Distributed and Robust 
Fair Optimization Applied to Virus Diffusion Control, IEEE 
Trans. Network Sci. Engineering, 2017, vol. 4, no. 1, pp. 41—54.

 14. Ramírez-Llanos E., Martínez S. Distributed Discrete-
Time Optimization Algorithms with Applications to Resource Al-
location in Epidemics Control, Optimal Control Appl. Meth., 2018, 
vol. 39, no. 1, pp. 160—180.

 15. Vorotnikov V. I., Martyshenko Yu. G. K zadache chastichnoy 
ustoychivosti ne-lineynykh diskretnykh sistem (To Problem of Partial 
Stability of Nonlinear Discrete-Time Systems), Mekhatro nika, Avto-
matizatsija, Upravlenie, 2017. vol. 18, no. 6, pp. 371—375 (in Russian).

 16. Byrnes C. I., Isidori A., Willems J. C. Passivity, Feedback 
Equivalence, and the Global Stabilization of Minimum Phase 
Nonlinear Systems, IEEE Trans. Autom. Control, 1991, vol. 36, no. 11, 
pp. 1228—1240.


