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Рассмотрен процесс раскрытия элементов конструкции крупногабаритного трансформируемого рефлектора кос-
мического базирования с использованием вантовой системы поддержания формы. Процесс развертывания можно 
разбить на отдельные этапы. На каждом этапе движение происходит за счет воздействия на конструкцию актюа-
торов — исполнительного устройства системы управления. Энергия для развертывания элементов рефлектора про-
изводится за счет приводов, в частности электрической машины. Применение данного вида актюатора позволяет 
управлять процессом раскрытия. Ввиду того что в настоящее время достигнут огромный процесс в компьютерной 
технике, позволяющий выполнять объемные вычислительные операции за короткое время, особо актуальным стано-
вится применение алгоритмов оптимального управления. Для двух видов движения — вращательного и поступатель-
ного — получены математические модели раскрытия рефлектора на основе уравнений Лагранжа II рода. В данных 
математических моделях учтены как диссипативность, так и продольная и поперечная деформации. В моделях 
предусмотрено наличие упора и фиксатора, в качестве исполнительного элемента при развертывании выбран бес-
коллекторный двигатель постоянного тока. Все сделанные замечания позволяют сформулировать задачу плавной 
постановки раскрываемых элементов на упор с учетом минимизации колебаний конструкции. Разработанные модели 
позволяют проанализировать n собственных частот колебаний. Проведено моделирование с различными параметра-
ми модели. Проанализированы показатели переходного процесса спицы при раскрытии первого звена с вложенными 
в нее остальными звеньями и при полностью раскрытой спице. Показано, что в зависимости от массогабаритных па-
раметров происходит значительное изменение динамики. Для этапа выдвижения спицы массогабаритные характе-
ристики незначительно влияют на динамику раскрытия. Затухающие продольные колебания тем больше, чем меньше 
модуль Юнга и плотность материала. Проведено моделирование данного этапа при спице, изготовленной из разных 
материалов. Предложены различные методы, позволяющие сократить время раскрытия на всех этапах и миними-
зировать поперечные и продольные колебания. Показана возможность применения разработанных математических 
моделей для широкого круга задач.
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Разработка и исследования математических моделей раскрытия 
подвижных частей трансформируемых космических конструкций.

Часть I

поддержания формы рефлектора (рис. 1, см. 
третью сторону обложки). Отличительными 
чертами такой конструкции являются ком-
пактность при транспортировке, большое от-
ношение объемов в раскрытом и сложенном 
состоянии.

КТР космического базирования с использо-
ванием вантовой системы состоит из космиче-
ского аппарата (КА) 1, относительно которого 
разворачиваются все элементы солнечных ба-
тарей 2, обеспечивающих энергией установку, 
системы 3, облучающей отражающую поверх-
ность. Также в состав рефлектора входит штан-
га 4, выдвигающая рефлектор 5 на необходимое 
расстояние, и сетеполотно 6, формирующее не-
обходимую диаграмму направленности (рис. 1).

Процесс раскрытия рефлектора можно раз-
бить на восемь отдельных этапов:

1) раскрытие спиц рефлектора; 2) доворот 
рефлектора; 3) раскрытие штанги; 4) выдвиже-
ние штанги; 5) выдвижение звеньев спиц; 6) рас-
крытие концевых звеньев спиц; 7) настройка 

Введение

Работы по созданию крупногабаритных 
конструкций космических аппаратов проводи-
лись еще в 80-х годах ХХ века. Однако их ши-
рокое внедрение в космические телекоммуни-
кационные системы начинается только сейчас.

Основными показателями трансформируе-
мой системы являются ее стабильное состоя-
ние в процессе всего периода эксплуатации и 
надежность раскрытия.

Анализируя существующие разрабатывае-
мые виды больших космических антенн [1, 2], 
можно сделать вывод, что одним из перспек-
тивных направлений является создание круп-
ногабаритного трансформируемого рефлекто-
ра космического базирования с использова-
нием тросовой системы поддержания формы 
рефлектора.

Рассмотрим конструкцию крупногабарит-
ного трансформируемого рефлектора (КТР) с 
использованием тросовой (вантовой) системы 
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формы отражающей поверхности; 8) настройка 
орбитального положения рефлектора.

В общем виде задача раскрытия КТР на 
каждом этапе решается за счет воздействия на 
конструкцию актюаторов — исполнительного 
устройства системы управления. В настоящее 
время развертывание различных видов круп-
ногабаритных рефлекторов (ферменных, зон-
тичных, кольцевых и др.) осуществляется за 
счет энергии пружин или деформированных 
упругих элементов [3, 4]. Очевидные недостат-
ки данного способа: невозможность управ-
ления процессом раскрытия, необходимость 
создания макета и проведения дополнитель-
ных расчетов для определения степени сжатия 
пружин или закручивания элементов, наличие 
колебаний и прогибов конструкции.

Альтернативой классическим системам рас-
крытия могут являться автоматические си-
стемы, в которых энергия для развертывания 
элементов рефлектора производится за счет 
приводов, в частности электрической машины. 
Применение данного вида актюатора позволит 
управлять процессом раскрытия, уменьшить 
колебания и прогибы конструкции КТР.

Использование таких приводов требует на-
личия системы управления, базирующейся на 
использовании информации о состоянии си-
стемы. Поэтому дополнительно встает вопрос 
о датчиках обратной связи, их числе, точно-
сти и периодичности работы, вследствие чего 
может возникнуть задача фильтрации данных, 
задача программирования или синтеза управ-
ления. Как итог, на основе численного моде-
лирования необходимо выработать стратегию 
управления раскрытием КТР.

Следует отметить, что особую актуальность 
вопросу придает тот факт, что за последнее 
десятилетие достигнут огромный прогресс 
в компьютерной технике, который позволяет 
выполнять объемные вычислительные опера-
ции за короткое время. Вследствие этого целе-
сообразно для развертывания КТР применять 
алгоритмы оптимального управления [5—9].

Для корректного функционирования реф-
лектора на орбите требуется развертывание 
системы с минимально возможными колеба-
ниями каждой из частей. Во время вывода на 
орбиту КТР находится в сложенном состоянии 
для удобства транспортировки на ракетоноси-
теле. После выведения рефлектора в заданную 
точку и отделения его от ракетоносителя на-
чинается процесс раскрытия. Ввиду того что 

конструкция состоит из нескольких узлов, 
раскрытие происходит поэтапно. На каждом 
этапе решается своя задача, и соответственно 
каждый этап описывается различными диф-
ференциальными уравнениями.

Раскрытие спиц рефлектора

Рассмотрим первый этап. Примем, что один 
актюатор разворачивает только одну спицу 
в одной плоскости (рис. 2). Спица одним кон-
цом жестко закреплена за силовой каркас реф-
лектора. Необходимо развернуть спицу реф-
лектора космического базирования длиной a и 
массой m из начального транспортировочного 
положения ϕ0 в конечное заданное ϕк.

Спица одним концом прикреплена к КА. 
В точке закрепления имеется шарнирное со-
единение, такое что система имеет одну сте-
пень свободы, и ее положение определяется 
углом развертывания ϕ. Раскрытие происходит 
за счет изменения момента M, приложенного 
к закрепленному концу.

Точку закрепления примем за начало систе-
мы координат, при этом оси 0x и 0y остаются 
неподвижными, и ось 0y совпадает с началь-
ным углом развертывания спицы ϕ0. Посколь-
ку в дальнейшем предполагается находить пе-
ременные, зависящие от расстояния от начала 
координат до точки на спице, то введем под-
вижную ось 0l, совпадающую с центральной 
осью самой спицы.

В рассматриваемой задаче необходимо управ-
лять системой развертывания и поддержания 

Рис. 2. Раскрытие спицы рефлектора
Fig. 2. Disclosure of the spokes of the reflector
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формы КТР без учета его пространственного 
положения, а также принимая тот факт, что мо-
мент инерции спицы I много меньше момента 
инерции КА. Поэтому будем считать, что со-
гласно третьему закону Ньютона момент силы, 
действующий на КА в сторону, противополож-
ную приложенному моменту силы M, несоиз-
меримо мал, и его можно не учитывать.

Конструктивно спица имеет цилиндриче-
скую форму радиуса R и изготовлена из мате-
риала с плотностью ρ и модулем упругости E. 
Примем, что спица 1 имеет телескопическую 
структуру и внутри себя содержит вложенные 
звенья 2, 3, которые выдвигаются одно из дру-
гого (рис. 3). В сложенном состоянии звенья 
жестко закреплены. Тогда можно допустить, что 
формой спицы является сплошной цилиндр, и 
никаких дополнительных перемещений звеньев 
относительного друг друга не происходит.

Первое звено шарнирно соединено с осно-
ванием и фиксируется при достижении макси-
мального угла раскрытия, второе звено находит-
ся внутри первого, совершает поступательное 
движение в процессе раскрытия и фиксируется 
по окончании. Третье и четвертое звенья теле-
скопически уложены во второе звено. Звенья 
имеют возможность поступательного переме-
щения относительно второго звена и возмож-
ность фиксации окончательного положения.

Поскольку на первом этапе разворачивает-
ся только корневое звено с убранными в него 
оставшимися звеньями, то люфтами в соеди-
нениях можно пренебречь и считать спицу 
единым телом.

При достижении спицей конечного поло-
жения для гашения скорости развертывания 
преду смотрен механизм упора, физически со-
стоящего из упругого и демпфирующего эле-
ментов, например, пружины и вибропроклад-
ки. Во избежание отскакивания спицы от упора 
установлен механизм фиксатора, также состоя-
щего из упругого и демпфирующего элементов.

Рассмотрим случай развертывания спицы 
в космическом пространстве, т. е. примем, что 
КТК обладает общим нулевым уровнем потен-
циальной энергии сил всемирного тяготения 
Птяг = 0 [10].

Одной из проблем, возникающих при рас-
крытии КТК, является наличие колебаний 
конструкции при движении (рис. 4), постанов-
ке на упор и последующей фиксации. В рас-
сматриваемом случае учтем только изгиб спи-
цы h, как имеющий наибольшее значение при 

данном виде движения. Таким образом, де-
формации сдвига, кручения, растяжения-сжа-
тия не учитываются. Для удобства изображе-
ния изгиба ось 0x совпадает с осью 0l.

Для получения уравнений вращательного 
движения воспользуемся обобщенным уравне-
нием Лагранжа II рода с учетом диссипатив-
ных сил [11, 12]:
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где q — обобщенные координаты; L — функ-
ция Лагранжа, определяемая равенством
L = T – П, где T — кинетическая энергия си-
стемы, П — потенциальная энергия системы. 
В дальнейшем для удобства будем использовать 
точку над переменной, понимая под этим произ-
водную по времени, а знак "•" над переменной — 
как производную по длине. Для вращательного 
движения в качестве обобщенной координаты q 
выступает угол раскрытия ϕ.

Кинетическая энергия для вращательного 
движения имеет вид
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Потенциальная энергия для вращательного 
движения Пв, которым обладает система при 
совершении поворота на угол ϕ при действии 
момента M, равна

 в .П M= ϕ

Рис. 4. Изгиб спицы
Fig. 4. Bending of spoke

Рис. 3. Телескопическая структура спицы
Fig. 3. The telescopic structure of spokes
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Как отмечалось выше, при достижении ко-
нечного угла развертывания на спицу действу-
ют механизмы упора и фиксации. Таким обра-
зом, общий момент M будет определяться как

 п тр упор ф,M M M M M= − − −

где Mп — полезный момент; Mтр — момент тре-
ния; Mупор — момент, создаваемый упором;
Mф — момент, создаваемый фиксатором.

Для создания полезного момента враще-
ния Mп выбран бесколлекторный (вентиль-
ный) двигатель постоянного тока. Он обла-
дает большим сроком службы, обеспечивает 
высокие моменты, высокую эффективность и 
низкое тепловыделение, что является важным 
в космическом пространстве.

Вращающий момент, создаваемый бескол-
лекторной машиной, равен [13, 14]

 э 0 1
п

1 c

sin ,
m pE U

M
X

= ϑ
ω
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где mэ — число фаз ротора; p — число пар по-
люсов магнитного поля; E0 — действующее 
значение ЭДС на обмотке статора; U1 — на-
пряжение питания; Xc — синхронное сопро-
тивление (Xc = Xσ + Xa, где Xσ и Xa — индук-
тивные сопротивления рассеяния и реакции 
якоря соответственно); ω1 — угловая скорость 
вращения ротора двигателя; ϑ — угол рассо-
гласования (между U1 и E0, для двигателя на-
ходится в пределах [0, π/2]).

Для точного расчета момента трения долж-
ны быть учтены четыре разных источника [15]:

 тр ,ish rs rr sl seal dragM M M M M= ϕ ϕ + + +  (3)

где ϕish — коэффициент уменьшения за счет 
нагрева смазочного материала; ϕrs — коэффи-
циент уменьшения в режиме кинематическо-
го голодания; Mrr — момент трения качения;
Msl — момент трения скольжения; Mseal — мо-
мент трения уплотнений; Mdrag — момент тре-
ния за счет сопротивления смазки, взбалтыва-
ния, разбрызгивания и пр.

Для описания механизмов упора и фикса-
ции допустим, что оба этих устройства могут 
быть представлены в виде упругого Mу и демп-
фирующего Mд элементов с соответствующи-
ми характеристиками [16, 17]. Учитывая, что 
раскрывающийся элемент задействует упор 
только при достижении угла ϕк, общую модель 
упора можно записать следующим образом:

 упор у.упор д.упор упор( ) ( ),M k с H= Δϕ + ϕ Δϕ�  (4)

где kу.упор — коэффициент жесткости упругой 
компоненты модели упора; сд.упор — коэффи-
циент демпфирования вязкой компоненты 
модели упора; Δϕ = ϕ – ϕк — относительный 
угол, соответствующий моменту tf установки 
на упор спицы при достижении конечного угла 
раскрытия ϕк; Hупор(Δϕ) — функция, которая 
принимает значение 1 (при Δϕ > 0) или 0 (при 
Δϕ < 0).

Аналогично модели упора (4) запишем об-
щую модель фиксатора [16, 17]:

 ( )ф у.ф д.ф ф( ),M k с H= Δϕ + ϕ Δϕ�  (5)

где Hф(Δϕ) — функция, которая принимает 
значение 1 (при Δϕ < 0) или 0 (при Δϕ > 0) 
при условии, что спица уже достигла ϕк, т. е. 
Hупор(Δϕ) был равен 1.

Помимо обобщенных координат, в качестве 
которых выступает угол поворота ϕ, при из-
гибе h (рис. 4) движение совершается не от-
дельными дискретными точками, а всеми точ-
ками непрерывной среды, так как происходит 
"смещение слоев" в стержне, за счет чего соб-
ственно и происходит изгиб спицы. Для того 
чтобы применить к описанию движения таких 
систем принцип наименьшего действия, не-
обходимо вместо непрерывной системы ввести 
близкую ей дискретную систему.

Грубой моделью может служить система 
бесконечного числа точек одинаковой массы, 
равноудаленных друг от друга и связанных 
между собой невесомыми упругими пружина-
ми. Предполагается, что эти точки могут дви-
гаться только вдоль прямой, на которой они 
расположены.

Выражения для кинетической и потенци-
альной энергии легко получить в приближе-
нии малых колебаний [18]:

 2
п

0

1
,

2

a

T S h dl= ρ ∫ �

где ρ — плотность материала; S — площадь по-
перечного сечения.

Определим зависимость между касательной 
к изогнутой оси балки и осью 0l (рис. 4) как 
tgυ = ∂h/∂l. Ввиду малости углов перемещений 
можем считать, что угол прогиба υ = ∂h/∂l.

Потенциальная энергия системы П будет 
определяться из потенциальной энергии из-
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гиба [18] и энергии, которой обладает система 
при совершении изгиба на угол ∂h/∂l при дей-
ствии полного момента M:
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а аEI h h
П dl М dl
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⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠
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где Iизг — изгибающий (поперечный) момент 
инерции. При изгибе инерция в спице возни-
кает не относительно оси вращения, а относи-
тельно поперечных слоев, которые стремятся 
сдвинуться.

Отметим, что изгиб h является функцией 
координаты l и времени t. Изгиб является 
в данном случае обобщенной координатой. 
Кроме того, в отличие от функции (1) в функ-
цию Лагранжа непрерывной системы наряду с 
обобщенной координатой h и ее производной 
по времени h�  входит также производная по 
координате h′. Таким образом, здесь l и t вхо-
дят как равноправные параметры функции Ла-
гранжа [19]:
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С учетом вышесказанного уравнение дви-
жения (1) запишется как [19]
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Рассмотрим диссипативные силы, т. е. силы, 
которые при деформации первоначального 
тела преобразуют его энергию в теплоту посте-
пенно, необратимо поглощая и рассеивая ее. 
К таким силам относятся: 1) силы внутреннего 
трения; 2) силы внешнего трения. Поскольку 
разворот спицы предполагается в безвоздуш-
ном космическом пространстве, то будем учи-
тывать только первый вид сил.

Эта рассеивающаяся часть энергии системы 
может быть описана с помощью так называе-
мой диссипативной функции (функции рассе-
ивания) D. Понятие о диссипативной функции 
было введено Рэлеем в его классическом труде 
"Теория звука" (1878 г.) [20].

Силы, вызывающие затухания, будут за-
висеть от материала балки и силы неупругого 
внутреннего сопротивления. Известны схемы 

сопротивления в виде вязкого и сухого тре-
ния [21], а также внутреннего сопротивления 
по гипотезе Максвелла [21]. Наиболее распро-
страненной является гипотеза Фойгта, соглас-
но которой материал балки рассматривается 
как упруго-вязкое тело, в котором напряжение 
зависит не только от деформации, но и от ско-
рости изменения деформации во времени [21].

Гипотеза Фойгта не всегда соответствует 
опытным данным, но ее можно взять за основу 
простейшего учета внутренних сил сопротив-
ления. При этом возможны два случая сопро-
тивления [22]:

1) система может иметь слабое демпфирова-
ние, откуда следует, что колебания происходят 
с уменьшающейся амплитудой и с частотой 
собственных колебаний. При этом начальное 
значение амплитуды и начальную фазу коле-
баний находят из начальных условий;

2) система может иметь сильное демпфиро-
вание, при этом движение не является перио-
дическим.

Примем, что спица имеет слабое демпфиро-
вание и собственная частота колебаний с за-
туханием близка к собственной частоте без за-
тухания. Тогда диссипацию изгиба Dизг можно 
учесть как [23]
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где γ — коэффициент затухания.
Уравнение (6) с учетом проделанных вычис-

лений примет вид:
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Из уравнения (8) получим следующую си-
стему обыкновенных дифференциальных 
уравнений первого порядка относительно вре-
мени для определения прогиба спицы h при ее 
повороте на угол ϕ:
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где Vизг — линейная скорость изгиба спицы. 
Для решения данной системы уравнений не-
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обходимо выполнить интегрирование системы 
как по времени, так и по длине.

Для определения ∂M/∂l примем, что полный 
момент силы M создается на радиусе вала дви-
гателя Rдв, приводящего систему в движение.

Выдвижение спиц рефлектора

Следующим этапом развертывания КТР яв-
ляется выдвижение спицы (рис. 5). В данном 
случае имеет место поступательное движение, 
направленное в одной плоскости вдоль глав-
ной оси штанги. Спица одним концом жестко 
закреплена за силовой каркас рефлектора.

Примем, что один актюатор выдвигает звенья 
спицы только в одной плоскости (рис. 5). Спи-
ца одним концом жестко закреплена за силовой 
каркас рефлектора. Исходя из вышеизложенного 
рассмотрим выдвижение второго звена.

Необходимо выдвинуть спицу рефлектора 
космического базирования длиной xвыдв и мас-
сой mвыдв из начального транспортировочного 
положения x0 в конечное заданное xк.

Как видно из рис. 5, на спицу действуют 
следующие силы: сила трения Fтр, толкающая 
сила Fп.

Сила трения Fтр будет завесить от конкрет-
ного способа выдвижения спицы. Если пред-
положить, что выдвижение штанги осущест-
вляется по направляющим, скользящим по ро-
ликам [24—26], то необходимо помимо трения 
качения учитывать трение осей подшипников.

Поскольку в рассматриваемой задаче необ-
ходимо управлять системой развертывания и 
поддержания формы КТР без учета его про-
странственного положения, а также прини-
мая во внимание тот факт, что масса спицы 
много меньше массы КА и выдвижение спиц 
происходит одновременно в противоположные 
стороны, будем считать, что согласно третье-
му закону Ньютона сила, действующая на КА 
в сторону, противоположную приложенной 

полезной силе Fп, несоизмеримо мала, и ее 
можно не учитывать.

Для получения уравнений поступательного 
движения спицы также воспользуемся уравне-
нием Лагранжа II рода (1). Для вывода урав-
нений диссипативных сил и потенциальной 
энергии воспользуемся выводами, полученны-
ми для вращательного движения. Таким об-
разом, КТР обладает общим нулевым уровнем 
потенциальной энергии сил всемирного тяго-
тения Птяг = 0 [10]. В рассматриваемом случае 
движение происходит вдоль одной оси. При-
мем, что полезную толкающую силу Fп задает 
электрический двигатель, аналогичный рас-
смотренному при вращательном движении.

Вследствие этого для описания Fп можно 
использовать уравнение, аналогичное (2). По-
мимо этого для создания Fп необходимо учи-
тывать конструкцию передачи, например, цеп-
ную, зубчатую и т. д., что само по себе является 
отдельной технической задачей. Для полного 
описания также необходимо учитывать люфты 
и "мертвые" зоны механизма. С учетом выше-
сказанного уравнение для Fп будет состоять из 
уравнения типа (2), умноженного на коэффи-
циент kf, который отвечает за преобразование 
вращающего момента в толкающую силу:

 п п.fF k M=  (10)

Кинетическая энергия поступательного 
движения
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Потенциальная энергия поступательного 
движения Пп, которым обладает система при 
выдвижении на длину x при действии силы F, 
равняется

 п .П Fx=

Запишем выражение для функции Лагранжа:
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Как отмечалось выше, при достижении ко-
нечной длины раскрытия на спицу действуют 
механизмы упора и фиксации. Таким образом, 
общая сила F будет определяться как

 п тр упор ф,F F F F F= − − −

где Fп — полезная сила; Fтр — сила трения; 
Fупор — сила, создаваемая упором; Fф — сила, 
создаваемая фиксатором.

Рис. 5. Выдвижение спицы
Fig. 5. Push of spoke
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Аналогично моделям (4) и (5) необходимо 
учитывать воздействие механизмов фиксации, 
которые при линейных зависимостях упругого 
и вязкого элементов [16, 17] будут определять-
ся зависимостями для сил Fу и Fд.

При сделанных допущениях, а также учи-
тывая, что раскрывающийся элемент задей-
ствует упор только при достижении длины xк, 
общую модель упора можно записать следую-
щим образом [16, 17]:

 упор у.упор д.упор упор( ) ( ),F k x с x H x= Δ + Δ�  (11)

где kу.упор — коэффициент жесткости упругой 
компоненты; cд.упор — коэффициент демпфи-
рования вязкой компоненты; Δx = x – xк — 
относительное перемещение, соответствующее 
моменту установки на упор спицы при достиже-
нии конечной длины раскрытия xк; Hупор(Δx) — 
функция, которая принимает значение 1 (при 
Δx > 0) или 0 (при Δx < 0).

Аналогично модели упора (11) запишем об-
щую модель фиксатора:

 ф у.ф д.ф ф( ) ( ),F k x с x H x= Δ + Δ�  (12)

где Hф(Δx) — функция, которая принима-
ет значение 1 (при Δx < 0) или 0 (при Δx > 0) 
при условии, что спица уже достигла xк, т. е. 
Hупор(Δx) был равен 1.

Помимо обобщенных координат, в качестве 
которых выступает длина выдвижения x, при 
выдвижении спицы в ней возникает продоль-
ная деформация Δxсж (рис. 5). Предположим, 
что все точки любого поперечного сечения 
стержня смещаются в направлении оси спи-
цы на одинаковую величину Δxсж. Перемеще-
ния точек являются функциями координаты 
x и времени t: Δxсж = Δxсж(x, t). Это означает, 
что для определения перемещений точек спи-
цы достаточно определить перемещение точек 
оси спицы, так как перемещение любой точки 
спицы совпадает с перемещением точки оси 
спицы, лежащей в том же сечении.

Для получения уравнений продольных ко-
лебаний одномерной системы воспользуемся 
обобщенным уравнением Лагранжа [11, 12] с 
учетом диссипативных сил (6):
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Выражения для кинетической и потенци-
альной энергии легко получить в приближе-
нии малых колебаний [18]:
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где ρ — плотность материала; S — площадь по-
перечного сечения.

Потенциальная энергия системы Ппрод будет 
определяться из потенциальной энергии сжа-
тия [18] и энергии, которой обладает система 

при совершении сжатия на длину сжx
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действии полной силы F при условии, что от-
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Отметим, что сжатие Δxсж является функци-
ей координаты x и времени t.

Запишем функцию Лагранжа [19] данной 
системы:
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Рассмотрим диссипативные силы аналогич-
но вращательному движению. Спица имеет 
слабое демпфирование, и собственная частота 
колебаний с затуханием близка к собственной 
частоте без затухания. Тогда продольную дис-
сипацию внутренних сил можно учесть следу-
ющим образом [23] (диссипация внешних сил 
равна нулю, так как выдвижение звеньев спи-
цы происходит в безвоздушном пространстве):
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Запишем уравнение (13) с учетом проделан-
ных вычислений:
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Из уравнения (15) и учитывая, что ,F
x

∂σ
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∂
 

получим следующую систему обыкновенных 
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дифференциальных уравнений первого по-
рядка относительно времени для определения 
продольной деформации спицы Δxсж при ее 
выдвижении на длину x:
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Результаты численных исследований

Система дифференциальных уравнений, 
описывающая поведение системы при враща-
тельном раскрытии спицы, имеет вид (9).

Начальное и конечное значения угла пово-
рота ϕ определяются заданием угла поворота 
спицы. Ввиду того что спица разворачивается 
из начального транспортировочного положе-
ния, примем начальное значение угла поворо-
та ϕ0 = 0. Спица фиксируется при достижении 
заданного угла поворота ϕк = π/2. Поскольку 
спица в начальном положении находится в со-
стоянии покоя, то соответственно угловая ско-
рость ω0 = 0, прогиб h0 = 0, скорость изгиба 

Vизг0 = 0 и 
4

4 0
h

t l

⎛ ⎞∂ ∂
=⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.

За исполнительный двигатель был взят 
А2212 Brushless Inrunner (1000 kv) [27] со следу-
ющими характеристиками: mэ = 1 (число фаз 
ротора), p = 1 (число пар полюсов магнитного 
поля), E0 = 5 В (действующее значение ЭДС на 
обмотке статора), Xc = 22•10–3 Ом (синхронное 
сопротивление), ϑ (угол рассогласования) при-
мем равным π/10 при любой нагрузке, U1 (на-
пряжение питания) выберем в качестве управ-
ления и будем изменять его значения для до-
стижения конечного угла раскрытия.

Момент трения (3) рассчитывается динами-
чески в процессе моделирования системы.

Для задания моментов упора Mупор (4) и 
фиксатора Mф (5) необходимо определить 
коэффициенты kу.упор и сд.упор. Исходя из экс-
периментальных данных примем kу.упор = kу.ф =
= 100, сд.упор = 30, сд.ф = 25.

Для вычисления момента инерции I спи-
цы необходимо знать ее массогабаритные 
параметры. Были выбраны следующие пара-
метры спицы при моделировании: материал 

АБС пластик QHF-0140: плотность материала
ρ = 1600 кг•м3, модуль упругости (Юнга)
E = 1,2•1011 Па, длина спицы a = 9,75 м, коэф-
фициент Пуассона υ = 0,3, масса спицы (всех 
вложенных звеньев) m = 32 кг. Рассматривается 
круглое сечение спицы. Таким образом, момент 
инерции I будет равняться I ≈ 1150,8 кг•м2.

Вычислим изгибной момент инерции Iизг. 
Для этого примем, что спица является тон-
костенным кольцом в плоскости изгиба. При 
этом будем вычислять суммарный момент 
инерции всех звеньев, так как было принято 
допущение, что в сложенном состоянии звенья 
жестко закреплены, и никаких дополнитель-
ных перемещений звеньев относительно друг 
друга не происходит. В результате получаем 
Iизг ≈ 7,35•10–4.

Значение коэффициента затухания γ выбе-
рем исходя из таблиц, приведенных в работах 
[28, 29]: γ = 0,04.

При моделировании будем считать первую 
форму колебаний на самом конце спицы, так как 
первая форма вносит самый большой вклад в ам-
плитуду колебаний, а на конце спицы они мак-
симальны. Поэтому предварительно вычислим 
первую собственную частоту колебаний для слу-
чая закрепленного левого и свободного правого 
концов [30] ( )2 2

c изг1 изг1,875 / ( )/( )l EI Sω = ρ  =
= 14,465 Гц.

С учетом функций Крылова [30] определим 
значения ∂4h/∂l4 исходя из граничных условий 
при l = 0 и l = a:

 

4 2
c.изг1

c.изг14
изг

c.изг1

sin( )

0,00014 sin( ).

h S
t

EIl

t

∂ ρ ω
= ω =

∂
= ω

Моделирование системы дифференциаль-
ных уравнений (9) с оговоренными выше па-
раметрами осуществлялось методом Эйлера с 
шагом интегрирования, равным 0,001. Наи-
больший интерес вызывает случай, когда спи-
ца достигает конечного положения и задей-
ствует упор и фиксатор (рис. 6). В таком слу-
чае становятся задействованными все члены, 
входящие в систему.

На рис. 6, а представлена динамика ϕ(t) и 
ω(t) при повороте сложенной спицы при по-
даче напряжения U1 = 12 В длительностью 26 
с, начиная с пятой секунды. Поскольку рас-
крытие происходит в космическом простран-
стве, то единственным моментом, тормозящим 
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систему, является момент трения Mтр. Этим 
объясняется длительное торможение спицы, 
начиная с 31-й секунды до 310-й секунды, 
пока спица не ударяется об упор и не зажима-
ется фиксатором. Вследствие этого, начиная с
310-й с, наблюдаются затухающие колебания 
ϕ(t), ω(t) (рис. 6, а) и изгиба h(t) (рис. 6, б). Мак-
симальный изгиб спицы h = 0,13 мм. Затуха-
ния объясняются учетом диссипативных сил 
Dизг (7).

Промоделируем систему с другими парамет-
рами. Примем, что необходимо повернуть пол-
ностью раскрытую спицу, т. е. не только первое 
звено со вложенными частями. При постав-
ленной задаче изменится длина, момент инер-

ции, собственная частота спицы: a = 29,01 м,
I ≈ 8978 кг•м2, ωс.изг1 = 1,432 Гц. На двигатель 
также подается напряжение питания U1 = 12 В 
длительностью 26 с, начиная с пятой секунды. 
В этом случае ввиду значительного возрастания 
момента инерции спицы I не удается поста-
вить спицу на упор и зафиксировать ее, так как
ϕ(tк) = 0,23 рад вместо требуемого значения
ϕ(tк) = π/2 рад, где tк — конечное время моде-
лирования (рис. 7, а). Максимально значение 
изгиба спицы достигает значения h = 88 мм 
(рис. 7, б), при этом наблюдаются затухающие 
колебания изгиба. Время затухания колебаний 
при снятии напряжения питания с двигателя 
составляет порядка 120 с.

Рис. 7. Динамика угла, угловой скорости (а) и прогиба (б) 
спицы
Fig. 7. Dynamics of angle, angular velocity (а) and deflection (б) 
the spoke

Рис. 6. Динамика угла, угловой скорости (а) и прогиба (б) 
спицы
Fig. 6. Dynamics of angle, angular velocity (а) and deflection (б) 
the spoke
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Данные результаты позволяют сделать вы-
воды о корректности предполагаемой матема-
тической модели раскрытия спиц КТР косми-
ческого базирования.

На практике важным является задача умень-
шения колебательных процессов в системе. Сни-
жению колебаний способствует процесс раскры-
тия, оптимально управляемый таким образом, 
чтобы к моменту выхода спицы на упоры ее 
перемещение стремилось к нулю. Этого можно 
добиться, например, используя релейную струк-
туру управляющего воздействия с оптимальной 
коррекцией момента переключения [7, 9, 33].

Система дифференциальных уравнений, 
описывающая поведение системы при враща-
тельном раскрытии спицы, имеет вид (16).

Согласно (10) уравнение для Fп будет со-
стоять из уравнения типа (2), умноженного на 
коэффициент kf, который отвечает за преоб-
разование вращающего момента в толкающую 
силу. Коэффициент kf примем для рассматри-
ваемого случая равным 1.

Силу трения Fтр примем равной константе.
Для задания сил упора Fупор (11) и фиксатора 

Fф (12) необходимо определить коэффициенты 
kу.упор и cд.упор. Исходя из экспериментальных 
данных примем kу.упор = kу.ф = 100, сд.упор = 50, 
сд.ф = 15.

Параметры спицы были определены в пре-
дыдущем разделе. Примем, что необходимо 
выдвинуть второе звено, совместно с вложен-
ными в него третьим и четвертым звеньями, из 
первого звена.

При моделировании будем считать первую 
форму колебаний на самом конце спицы, так как 
первая форма вносит самый большой вклад в ам-
плитуду колебаний, а на конце спицы они мак-
симальны. Поэтому предварительно вычислим 
первую собственную частоту колебаний для слу-
чая закрепленного левого и свободного правого

концов [30] c.прод1 /(2 ) /x Eω = π ρ  = 4157 Гц.
Значение коэффициента затухания γ выбе-

рем исходя из таблиц, приведенных в работах 
[28, 29]: γ = 0,04.

С учетом функций Крылова [30] определим 
значения ∂2Δxсж/∂x2 исходя из граничных усло-
вий при x = 0 и x = xвыдв:
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5сж
c.прод12 5,543•10 sin( ).

x
t

x
−∂ Δ

= ω
∂

Моделирование системы дифференциаль-
ных уравнений (16) с оговоренными выше па-

раметрами осуществлялось методом Эйлера
с шагом интегрирования, равным 0,001. Наи-
больший интерес вызывает случай, когда спи-
ца достигает конечного положения и задей-
ствует упор и фиксатор (рис. 8). В таком случае 
становятся задействованными все члены, вхо-
дящие в систему.

На рис. 8, а представлена динамика x(t) и V(t) 
при подаче напряжения U1 = 12 В длительно-
стью 30 с, начиная с пятой секунды. Посколь-
ку раскрытие происходит в космическом про-
странстве, то единственной силой, тормозящей 
систему, является сила трения Fтр. Ввиду того 
что помимо сил трения в двигателе при выдви-
жении спицы присутствует сила трения, зави-
сящая от принципа вложения спиц, телеско-

Рис. 8. Динамика длины, скорости (а) и сжатия (б) спицы
Fig. 8. Dynamics of length, speed (а) and compression (б) the spoke
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пическое раскрытие происходит быстрее, чем 
вращательное развертывание. Спица достигает 
упора и фиксируется на 60-й секунде. Вслед-
ствие этого, начиная с 60-й секунды наблюда-
ются затухающие колебания x(t), V(t) (рис. 8, а)
и сжатия Δxсж(t) (рис. 8, б). Максимальное сжа-
тие спицы составило Δxсж = 5,14•10–5 м, или 
Δxсж = 0,0514 мм. Затухания объясняются уче-
том диссипативных сил Dпрод (14).

При рассмотрении Δxсж на интервале t ∈ [5; 5,5] 
(рис. 9) видно, что при начале движения спицы 
возникают высокочастотные затухающие колеба-
ния. Аналогичная картина наблюдается и в мо-
мент, когда выключается двигатель.

Уменьшения сжатия можно добиться путем 
изменения характеристик упора и фиксатора 
для данного вида этих устройств. Более под-
робно данная проблема разобрана в работах 
[16, 17, 31, 32].

Промоделируем систему с другими параме-
трами. Поскольку собственная частота колеба-

ний спицы ωс прод k и 
2

сж
2

x

x

∂ Δ
∂

 зависят больше 

от материала спицы, то интерес представляет 
моделирование выдвижения спицы из другого 
материала. Результаты же динамики раскры-
тия 3-го и 4-го звеньев оказываются аналогич-
ными представленным на рис. 8 и 9.

Для примера и верификации полученной 
математической модели рассмотрим резино-
вую спицу с габаритными параметрами, ана-
логичными спице из АБС пластик QHF-0140, 
и плотностью материала ρ = 1000 кг•м3, моду-
лем упругости (Юнга) E = 0,9•109 Па, массой 
спицы (выдвигаемых звеньев) mвыдв = 15 кг.

При поставленной задаче собственная ча-
стота спицы ωс.прод1 = 104,97 Гц. На двигатель 
также подается напряжение питания U1 = 12 В 
длительностью 30 с начиная с пятой секунды.

При изменении параметров раскрываемой 
конструкции характер динамики раскрытия 
значительно изменяется (рис. 10). Во-первых, 
ввиду уменьшения массы mвыдв спица достигает 
упора и фиксируется быстрее (рис. 10, а) — за 
36 с. Максимально значение сжатия спицы до-
стигает значения Δxсж = 25 мм, при этом на-
блюдаются затухающие колебания. Время за-
тухания колебаний при снятии напряжения 
питания с двигателя составляет порядка 50 с.

Данные результаты позволяют сделать вы-
воды о корректности предполагаемой матема-
тической модели раскрытия спиц КТР косми-
ческого базирования.

Рис. 9. Сжатие спицы
Fig. 9. Spoke compression

Рис. 10. Динамика длины, скорости (а) и сжатия (б) спицы
Fig. 10. Dynamics of length, speed (а) and compression (б) the spoke
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Оптимизация управления U1(t) позволяет 
сократить время разведения спиц и уменьшает 
зависимость переходных процессов от влия-
ния упоров и фиксаторов [7, 9, 33].

Совместное раскрытие спиц и выдвижение 
звеньев сокращает время вывода конструкции 
в конечное положение [31, 32].

Заключение

В результате разработки математической 
модели раскрытия подвижных частей транс-
формируемых космических конструкций были 
получены модели вращательного и поступа-
тельного движения.

Системы дифференциальных уравнений, 
описывающие раскрытие КТР, возможно при-
менять для конструкций с различными пара-
метрами, от изменения материала, массы, га-
баритных размеров до выбора управляющего 
органа. Таким образом, она является универ-
сальной и может применяться при решении 
широкого круга задач.

Данные модели позволяют рассматривать 
сколь угодно много собственных частот ко-
лебаний спицы, а также находить изгиб h и 
сжатие Δxсж(t) в любой точке спицы за счет 
разделения этих переменных в зависимости от 
длины и времени.

Моделирование показало, что совместное 
раскрытие спиц и выдвижение звеньев сокра-
щает время вывода конструкции в конечное 
положение [31, 32].

При использовании спиц с не круглым се-
чением необходимо рассматривать колебания 
в трех плоскостях и дополнительно учитывать 
крутильные колебания.

Исходя из полученных результатов для кон-
кретной рассмотренной задачи важной остает-
ся проблема минимизации изгибов и сжатий 
конструкции. Предполагается для решения 
данной задачи использовать алгоритмы оп-
тимального управления. Как было показано 
в работах [31, 33], применение алгоритма с 
коррекцией параметров структуры управления 
[5—9] позволяет минимизировать необходи-
мые параметры и решать эту проблему в режи-
ме реального времени.

При решении задачи синтеза управления 
отдельно встает задача обработки результатов 
измерений.
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Abstract

The process of deployment elements of constructions and adjustment of the radio-reflecting network of large-sized trans-
formable space-based reflector with the use of a cable-stayed form maintenance system is considered. The deployment process 
can be broken down into separate phases. At each stage, the movement is due to the impact on the design of the actuator — 
the element of the control system. Energy for the deployment of the reflector elements is produced by drives, in particular an 
electric machine. The use of this type of actuator allows you to control the process of disclosure. Due to the fact that currently 
achieved a huge process in computer technology that allows you to perform three-dimensional computing operations in a short 
time, it is particularly important to use optimal control algorithms. When deployment the reflector for two types of motion — 
rotational and translational — mathematical models based on Lagrange equations of the II-kind are obtained. These math-
ematical models take into account such parameters as dissipation, the presence of longitudinal and transverse deformation. 
The models provide for the presence of a stop and a lock, as an Executive element in the deployment selected brushless DC 
motor. All the observations made allow us to formulate a smooth statement disclose items on the stop with minimum oscillation 
of the structure. The developed models allow to analyze the n-th number of natural oscillation frequencies. Modeling with 
different parameters of the model is carried out. The parameters of the transition process of the spoke at the opening of the 
first link with the other links embedded in it and at the fully covered spoke are analyzed. It is shown that depending on the 
mass-dimensional parameters there is a significant change in the dynamics. For the spoke extension stage, the weight and size 
characteristics have little effect on the opening dynamics. The smaller the Young’s modulus and density of the material, the 
greater the damped longitudinal oscillations.. The simulation of this stage with a spoke made of different materials is carried 
out. Various methods are proposed to reduce the opening time at all stages and minimize transverse and longitudinal oscilla-
tions. The possibility of application of the developed mathematical models for a wide range of tasks is shown.

Keywords: mathematical model, rotational motion, translational motion, deployment, modeling, large-sized transfor-
mable reflector
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