
14 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 21, № 1, 2020

УДК 681.5.03 DOI: 10.17587/mau.21.14-20

С. А. Гайворонский, канд. техн. наук, доц., saga@tpu.ru,
Т. А. Езангина, канд. техн. наук, науч. сотр., eza-tanya@yandex.ru,

И. В. Хожаев, аспирант, мл. науч. сотр., ivh1@tpu.ru,
Национальный исследовательский Томский политехнический университет

Параметрический синтез робастного регулятора
на основе метода доминирующих полюсов*

Введение

Реальные  системы автоматического управ-
ления имеют параметры, которые неточно за-
даны или изменяются в определенных преде-
лах по заранее неизвестным законам. Поли-
номы их передаточных функций могут быть 
приведены к интервальному виду (полиномы 
с интервальными коэффициентами). Согласно 
работе [1] такие системы классифицируются 
как линейные интервальные динамические 
системы (ЛИДС). Известно, что динамические 
свойства ЛИДС определяются ее доминирую-
щими полюсами, так как влияние остальных 
(свободных) полюсов оказывается незначи-
тельным из-за их удаленности от доминиру-
ющих [2].

*Работа выполнена при финансовой поддержке Россий-
ского научного фонда (проект № 18-7 9- 00264).

Коэффициенты характеристического поли-
нома ЛИДС имеют фиксированные пределы 
изменения, и поэтому полюсы ЛИДС локали-
зуются в замкнутых областях. Желаемое рас-
положение робастным регулятором доминиру-
ющих и свободных полюсов ЛИДС предпола-
гает, что области их локализации не должны 
выходить за допустимые границы при любых 
значениях интервальных параметров.

Решение задачи размещения полюсов ЛИДС 
рассматривается в работах [3, 4]. Однако пред-
лагаемые в этих работах методы синтеза ре-
гуляторов предусматривают, что все элементы 
вектора состояния доступны для измерения. 
В связи с этим желательно более простое с точ-
ки зрения реализуемости размещение полюсов 
ЛИДС регулятором пониженного порядка по 
выходу системы.

Для стационарных систем такая задача реше-
на в работах [5, 6]. Особенностью подхода, пред-
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ложенного в работе [6], является возможность 
не только обеспечить требуемое расположение 
доминирующих полюсов, но и размещать сво-
бодные полюсы в желаемой области. Интер-
вальное расширение такого подхода для ЛИДС 
проводится в работах [7, 8]. Оно позволяет рас-
положить желаемым образом доминирующие 
полюсы ЛИДС, но не гарантирует, что области 
локализации свободных полюсов не выйдут за 
заданную границу и тем самым не нарушится 
принцип доминирования. Поэтому представля-
ет интерес параметрический синтез линейного 
регулятора по выходу, который обеспечивал бы 
желаемое расположение областей локализации 
доминирующих и свободных полюсов ЛИДС.

Постановка задачи

Пусть интервальный характеристический 
полином (ИХП) ЛИДС имеет вид

 
0

( , ) [ ( )] ,
n

i
i

i
D s k d k s

=
= ∑  (1)

где [ ( )]id k  — интервальные коэффициенты
( ( ) ( ) ( )i i id k d k d km m ), образующие многогран-
ник с 2n + 1 вершинами; k — вектор параметров 
регулятора, линейно входящих в коэффициенты 
ИХП (1). Так как доминирующие полюсы опре-
деляют минимальную степень устойчивости и 
максимальную колебательность ЛИДС, то об-
ласти их локализации могут быть ограничены 
усеченным сектором G, как показано на рис. 1. 
На этом же рисунке указана и граница области Г 
расположения свободных полюсов ЛИДС.

Задачей параметрического синтеза линей-
ного регулятора является нахождение таких 

значений его параметров kl, l = 1, 2, ..., r, кото-
рые при возможных вариациях коэффициен-
тов ИХП (1) гарантировали бы расположение 
доминирующих полюсов ЛИДС в усеченном 
секторе G одновременно с локализацией сво-
бодных полюсов в заданной области Г (рис. 1).

Интервальные углы выхода реберных ветвей 
из доминирующего полюса

Отображение ребер многогранника коэф-
фициентов ИХП на корневую плоскость об-
разует многопараметрический интервальный 
корневой годограф (МИКГ). Исходя из угло-
вых свойств корневого годографа [9] угол вы-
хода реберной ветви МИКГ из комплексного 
полюса P1 можно найти по формуле
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где Θp и Θ0 — углы между вещественной осью 
и векторами, направленными из комплексно-
го полюса P1 соответственно к p-му полюсу и 
к i-м нулям с координатами (0; j0), ri = 1 при 
значении коэффициента ,iid d>  ri = 0 при зна-
чении .iid d<

По условиям задачи задана пара комплек-
сно-сопряженных доминирующих полюсов P1 
и P2, определяющих одновременно минималь-
ную степень устойчивости ЛИДС и ее мак-
симальную колебательность. Очевидно, что 
расположение доминирующих полюсов в за-
данных точках позволяет определить значение 
угла Θ0 в выражении (2). Относительно углов 
полюсов Θp заметим, что один угол, образо-
ванный сопряженным с P1 полюсом P2, равен 
90°, а остальные углы от свободных полюсов 
являются интервальными и зависят от их воз-
можного расположения в области Γ. На этом 
основании к соотношению (2) применим ин-
тервальное расширение:
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В выражении (3) интервал 1[ ]iΘ  зависит от 
суммы углов свободных полюсов. Определим их 
сумму для двух характерных случаев, когда левее 
границы области Γ лежит пара свободных полю-
сов P3 и P4 (рис. 2, а, см. вторую сторону облож-
ки) или один вещественный свободный по-
люс P3 (рис. 2, б, см. вторую сторону обложки).

Рис. 1. Области локализации доминирующих и свободных 
полюсов
Рис. 1. Areas of dominant and unrestricted poles allocation
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Допуская возможность произвольного распо-
ложения свободных полюсов на рис. 2, а и 2, б,
можно сделать следующие заключения.

1. Если пара комплексно-сопряженных по-
люсов P3 и P4 мигрирует в области, располо-
женной левее границы Γ (рис. 2, а), то сумма 
углов [Θ3] и [Θ4], образованных полюсами P3 и 
P4 относительно полюса P1, принадлежит ин-
тервалу [0°; 2α], где 1 0.Pα = ∠ η

2. Если вещественный полюс P3 мигриру-
ет в отрезке, расположенном левее границы Γ 
(рис. 2, б), то угол [Θ3], образованный полю-
сом P3 относительно полюса P1, принадлежит 
интервалу [0°; α], где 1 0.Pα = ∠ η

На основании этих заключений можно 
сделать вывод: сумма углов для произвольно-
го числа m свободных полюсов ЛИДС лежит 
в интервале [0°; αm]. Таким образом, выраже-
ние (3) может быть записано в виде

 1 0[ ] [0 ; ] 90 , 0, .i
ir m i i nΘ = π − ° α − ° + Θ =  (4)

Определение доминирующей вершины
на основе двойных интервальных

угловых неравенств

Для того чтобы полюс P1 в доминирующей 
вершине V определял степень устойчивости 
ЛИДС, следует наложить ограничения на углы 
выхода 1[ ]iΘ  реберных ветвей МИКГ из P1.
С учетом (4) запишем:

090 [0 ; ] 90 270 , 0, .ir m i i n° π − ° α − ° + Θ ° =m m  (5)

Если же необходимо, чтобы P1 определял 
степень колебательности ЛИДС, то

 0 0 0[0 ; ] 90 180 ,

0, .
ir m i

i n

Θ π − ° α − ° + Θ Θ + °

=

m m
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Очевидно, что условием определения полю-
сом P1 одновременно степени устойчивости и 
степени колебательности ЛИДС является со-
ставленное на основе (5) и (6) двойное нера-
венство

0 0[0 ; ] 90 270 , 0, .ir m i i nΘ π − ° α − ° + Θ ° =m m  (7)

Для выполнения неравенства (7) при из-
менении любого из коэффициентов di из до-
минирующей вершины V необходимо в (7) для 
коэффициента ri выбрать значение 0 или 1:
ri = 0 не меняет угол выхода ветви МИКГ по реб-

ру di, а при ri = 1 угол изменяется на 180°. Для 
выбора ri преобразуем (7) к более удобному виду:

 0 0(1 ) 90 [ ; 0 ] 360 ,

0, .
ii m r i

i n

Θ − + ° −α ° ± π ° − Θ

=

m m
 (8)

Решениями (8) для всех i является набор 
значений ri, задающих пределы di и, следова-
тельно, координаты доминирующей вершины 
V многогранника коэффициентов ИХП. Опре-
делим такую вершину для различных вари-
антов расположения доминирующих полюсов 
ЛИДС третьей и четвертой степеней. Согласно 
условию (8) исходной информацией для этого 
являются углы Θ0 и α, а также число m сво-
бодных полюсов. Заметим, что α определяется 
углом Θ0 и степенью ρ доминирования. Данная 
степень находится как отношение расстояния 
от заданной пары доминирующих полюсов до 
границы области Γ к расстоянию от домини-
рующих полюсов до мнимой оси. Результаты 
расчетов сведены в табл. 1.

Из табл. 1 следует, что в координатах доми-
нирующей вершины предел коэффициента d3 
ИХП при переходе от Θ0 = 120° к Θ0 = 135° из-
меняется с максимального на минимальный. 
Однако при Θ0 = 135° он может быть как 3d , 
так и 3d , т. е. следует рассматривать две воз-
можные доминирующие вершины.

Определение граничных вершин
для локализации свободных полюсов

Так как степень устойчивости ЛИДС опре-
деляется корнями ИХП в вершинах много-
гранника его коэффициентов, то можно за-

Таблица 1
Table 1

Координаты доминирующих вершин

Coordinates of dominant vertices

Θ0 α m Координаты доминирующей вершины

120 8,8
1 0 1 2 3, , ,d d d d

2 0 1 2 3 4, , , ,d d d d d

135 5,6

1
0 1 2 3, , ,d d d d

0 1 2 3, , ,d d d d

2
0 1 2 3 4, , , ,d d d d d

0 1 2 3 4, , , ,d d d d d

150 3,2
1 0 1 2 3, , ,d d d d

2 0 1 2 3 4, , , ,d d d d d
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ключить, что правая вертикальная граница 
области локализации свободного полюса про-
ходит через образ одной из вершин многогран-
ника. Учитывая это, выберем вершины, обра-
зы которых лежат на границе области Γ и все 
выходящие из них реберные ветви МИКГ на-
правлены внутрь этой области. Назовем такие 
вершины граничными.

Очевидно, что если граничные вершины 
лежат в области Γ, то это гарантирует локали-
зацию в ней всех свободных полюсов ЛИДС. 
Решим задачу выбора граничных вершин так-
же с использованием угловых неравенств. Для 
этого рассмотрим рис. 3, а и 3, б (см. вторую 
сторону обложки), где вместе с заданными до-
минирующими полюсами показано возмож-
ное расположение свободных полюсов ЛИДС.

На рис. 3, а граничным свободным полю-
сом является вещественный полюс P3, левее 
которого могут располагаться другие комплек-
сно-сопряженные и вещественные свободные 
полюса ЛИДС. Сумма углов, определяемых 
относительно P3 свободными и доминирую-
щими полюсами, равна нулю. Поэтому выра-
жение для углов выхода из P3 реберных ветвей 
МИКГ имеет вид

 3 0 180 , 0, .i i i i nΘ = Θ = ° =  (9)

Для того чтобы все реберные ветви МИКГ 
выходили из P3 строго влево по вещественной 
оси, все углы (9) должны быть равны 180°. За-
пишем это условие в виде уравнений:

 180 180 ,ii r° ± π = °  (10)

решением которых является набор значений ri 
и соответствующие ему координаты одной из 
граничных вершин многогранника интерваль-
ных коэффициентов.

Рассмотрим далее второй случай (рис. 3, б), 
когда на границу области Γ попадает пара ком-
плексно-сопряженных свободных полюсов P3 
и P4. Пусть эти полюсы могут принимать про-
извольные значения на вертикальной прямой. 
Тогда сумма углов всех других полюсов отно-
сительно полюса P3 определяется выражением

[ ] [ ]
2
[ ] 90 180 , 360 0 , 90 ( 2),

n

p
p

m
=

Θ = ° + ° ° + ° ° −∑  (11)

где 90° — угол от полюса P4; [180°, 360°] — ин-
тервал суммы углов от пары комплексно-со-
пряженных доминирующих полюсов; m — 

число свободных полюсов ЛИДС (m l 2). Если 
допустить, что комплексные свободные полю-
сы P3 и P4 могут принимать любые значения 
на вертикальной границе области Γ, то сумма 
углов, определяемых относительно P3 i нулями 
(0, j0) реберных передаточных функций, опре-
деляется интервальным выражением

 [ ] [ ]0 90 ,180 , 0, .i i i nΘ = ° ° =

С учетом этого и в результате замены в вы-
ражении (11) интервала [180°, 360°] на 2•[90°, 180°] 
получим выражения углов выхода реберных 
ветвей МИКГ из P3 в виде

 
[ ] [ ]

[ ] ( )
3[ ] 90 ,180 90 180 ,360

0 ,90 2 , 0, .

i i

m i n

Θ = ° ° − ° − ° ° −

− ° ° − =
 (12)

Чтобы определить координаты граничных 
вершин для локализации свободных полюсов 
ЛИДС, зададим в соотношении (12) для интер-
вала 3[ ]iΘ  нижний и верхний пределы (соот-
ветственно 90° и 270°). После преобразований 
получим систему двойных интервальных угло-
вых неравенств:

[ ] [ ] ( )180 90 ,180 ( 2) 0 , 90 2 360 ,

0, .

i m

i n

° ° ° − − ° ° − °

=

m m
 (13)

На основе решений (10) и (13) получены и 
приведены в табл. 2 координаты граничных вер-
шин для локализации в области Г свободных 
полюсов ЛИДС третьего и четвертого порядков.

Таблица 2
Table 2

Координаты граничных вершин

Coordinates of boundary vertices

n m Координаты граничных вершин

3 1 0 1 2 3, , ,d d d d

4 2

0 1 2 3 4, , , ,d d d d d

0 1 2 3 4, , , ,d d d d d

0 1 2 3 4, , , ,d d d d d

Основные соотношения для параметрического 
синтеза линейного регулятора

Зададим передаточную функцию интер-
вального объекта управления ЛИДС в виде 

ОУ
( )

( ) ,
( )

A s
W s

B s
=  где 

0
( ) ,

m
i

i
i

A s a s
=

= ∑  
0

( ) ,
n

j
j

j
B s b s

=
= ∑
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,i i ia a am m  ,j j jb b bm m  n l m. Для обеспечения 
в ЛИДС гарантируемой динамики, определяе-
мой парой доминирующих полюсов, использу-
ем ПИД регулятор с передаточной функцией

 
2

0 1 2
РЕГ( ) ,

k k s k s
W s

s
+ +

=

где k0, k1 и k2 — настраиваемые параметры. 
Разделим их на зависимые параметры k1, k2 и 
свободный параметр k0. Зададим пару доми-
нирующих полюсов s1 = –α + jβ, s2 = –α – jβ и
на основе решения интервальных фазовых не-
равенств (8) определим доминирующую вер-
шину V многогранника интервальных коэф-
фициентов ЛИДС. По соответствующим этой 
вершине пределам коэффициентов ИХП сфор-
мируем вершинный полином

1
1 0( , ) ( ) ( ) ... ( ).V V n V n V

n nD s k d k s d k s d k−
−= + + +  (14)

Подставив в (14) значение корня s1 и выде-
лив в уравнении вещественную и мнимую ча-
сти, получим систему уравнений

 0 1 2

0 1 2

Re ( , , , , ) 0;

Im ( , , , , ) 0.

V

V

D k k k

D k k k

⎧ α β =⎪
⎨

α β =⎪⎩
 (15)

Из уравнений системы (15) найдем зависи-
мости 1 1 0 2( , , , );k f k k= α β  1 2 0 2( , , , ),k f k k= α β  
на основании которых выразим зависимые па-
раметры k1, k2 регулятора через свободный па-
раметр k0. Подставив k1(k0), k2(k0) в (1), полу-
чим ИХП с одним параметром k0:

 1
1 0 1 0 0 0( , ) [ ( )] [ ( )] ... [ ( )].n n

n nD s k d k s d k s d k−
−= + + +

Далее, используя выражения (10) и (13), 
определим набор граничных вершин для лока-
лизации свободных полюсов ЛИДС и в них 
проведем D-разбиение по параметру k0. После 
выбора свободного параметра k0 из области 
пересечения отрезков устойчивости всех вер-
шинных D-разбиений рассчитываются значе-
ния зависимых параметров k1 и k2 ПИД регу-
лятора по полученным выше выражениям.

Методика размещения полюсов
интервальной системы

В результате проведенных исследований раз-
работана методика размещения полюсов ЛИДС. 
Она содержит следующие этапы:

1. Выбирается линейный регулятор с тремя 
или четырьмя настраиваемыми параметрами, 
которые разделяются на два зависимых (для 
двух доминирующих полюсов) и свободные 
(не больше двух параметров, необходимых для 
D-разбиения).

2. Записывается ИХП ЛИДС в виде (1).
3. Задаются координаты доминирующих по-

люсов ЛИДС, определяющие желаемую грани-
цу области G, а также граница области Γ.

4.   Составляются интервальные неравен-
ства (8), и на основании их решения формиру-
ется доминирующий вершинный полином (14).

5. В полином (14) подставляются координа-
ты доминирующего полюса и находятся выра-
жения зависимых параметров регулятора через 
свободные.

6. С использованием полученных в п. 5 зави-
симостей ИХП (1) приводится к виду, содержа-
щему только свободные параметры регулятора.

7. На основании решений (10) и (13) форми-
руются граничные вершинные полиномы для 
локализации свободных полюсов ЛИДС в об-
ласти Γ.

8. Для всех полученных в п. 7 полиномов 
проводится D-разбиение по свободным пара-
метрам регулятора. Их значения выбираются 
из области пересечения областей устойчиво-
сти всех D-разбиений.

9. По полученным в п. 5 выражениям при вы-
бранных значениях свободных параметров вы-
числяются два зависимых параметра регулятора.

Пример

Пусть объект управления ЛИДС задан ин-
тервальной передаточной функцией:

[ ] [ ] [ ] [ ]

0

3 2

( )

100
.

1;1,5 40;80 150;200 1024;1200

W p

s s s

=

=
+ + +

Тогда ИХП системы с ПИД регулятором 
2

0 1 2
РЕГ( )

k k s k s
W s

s
+ +

=  и единичной обратной 

связью имеет вид

 [ ] [ ] [ ]
[ ]

0 1 2

4 3 2
2

1 0

( , , , )

1;1,5 40;80 ( 150;200 100 )

( 1024;1200 100 ) 100 .

D s k k k

s s k s

k s k

=

= + + + +

+ + +

Желаемая степень робастной устойчивости 
и степень робастной колебательности ЛИДС 
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задана ее доминирующими полюсами в точках 
s1 = –1 + j2 и s2 = –1 – j2. Задана также грани-
ца свободных полюсов ЛИДС X( jβ) = –9 + jβ,
–∞ < β < ∞.

Параметры регулятора разделены на сво-
бодный k0 и зависимые k1 и k2. В результате 
решения интервального неравенства (8) опре-
делены координаты доминирующей вершины 

0 1 2 3 4( , , , , )V d d d d d  и соответствующий ей доми-
нирующий вершинный полином

 
4 3

0 1 2

2
2 1 0

( , , , ) 80

(200 100 ) (1024 100 ) 100 .

VD s k k k s s

k s k s k

= + +

+ + + + +
 (16)

После подстановки s1 = –1 + j2 в (16) полу-
чена система уравнений вида (15), из которой 
определены зависимости k1(k0) = 0,4k0 – 634 и 
k2(k0) = 0,2k0 – 39. На основании этих зависи-
мостей сформирован ИХП, содержащий толь-
ко свободный параметр k0 регулятора:

 

[ ] [ ]
[ ]

[ ]

4 3
0

2
2 0

1 0 0

( , ) 1;1,5 40;80

( 150;200 100 ( ))

( 1024;1200 100 ( )) 100 .

D s k s s

k k s

k k s k

= + +

+ + +

+ + +

 (17)

Для локализации свободных полюсов ЛИДС 
левее вертикальной прямой, проходящей через 
точку (–9; j0), на основании ИХП (17) сфор-
мированы три вершинных полинома для трех 
граничных вершин из табл. 1:

 
4 3 2

1 0 2 0

1 0 0

( , ) 80 (150 100 ( ))

(1200 100 ( )) 100 ;

D s k s s k k s

k k s k

= + + + +
+ + +

 
4 3 2

1 0 2 0

1 0 0

( , ) 1,5 40 (150 100 ( ))

(1200 100 ( )) 100 ;

D s k s s k k s

k k s k

= + + + +
+ + +

 
4 3 2

1 0 2 0

1 0 0

( , ) 1,5 40 (200 100 ( ))

(1200 100 ( )) 100 .

D s k s s k k s

k k s k

= + + + +
+ + +

Для каждого из этих полиномов определе-
на своя область D-разбиения параметра k0 и 
затем найдена общая область k0 l 35,25. Зна-
чение свободного параметра k0 выбрано на ле-
вой границе этой области. После подстановки
k0 = 35,25 в выражения зависимых параметров 
регулятора получены следующие их значения: 
k1 = 7,76, k2 = 6,66. При найденных значениях 
параметров ПИД регулятора построен и по-
казан на рис. 4 (см. вторую сторону обложки) 
МИКГ рассматриваемой ЛИДС.

Из рис. 4 видно, что расположение домини-
рующих и свободных полюсов системы гаран-
тирует в ЛИДС заданные корневые показатели.

Заключение

В результате проведенных исследований 
разработана методика желаемого размеще-
ния областей локализации доминирующих и 
свободных полюсов ЛИДС в условиях интер-
вальности коэффициентов ее характеристиче-
ского полинома. Границы областей полюсов 
определяют в ЛИДС минимально допустимую 
степень устойчивости и максимально допу-
стимую колебательность. Основой методики 
является нахождение у многогранника коэф-
фициентов полинома доминирующей и гра-
ничных вершин, образы которых определяют 
границы областей локализации соответствен-
но доминирующих и свободных полюсов. Для 
выбора этих вершин проведено интервальное 
расширение основного фазового уравнения 
теории корневого годографа. В результате по-
лучены условия для углов выхода реберных 
ветвей МИКГ из образов указанных вершин 
в виде интервальных фазовых неравенств. Их 
решениями являются координаты вершин и 
соответствующие им вершинные полиномы 
ЛИДС. На основе этих полиномов и метода 
D-разбиения проведен параметрический син-
тез линейного регулятора, обеспечивающего 
в ЛИДС гарантируемую динамику.
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Abstract

In the paper a linear control system described by its characteristic polynomial with interval coefficients including 
parameters of controller linearly is considered. Problem of the research is finding parameters of a controller guarantee-
ing dynamic characteristics of a system despite interval parametric uncertainty of its object. It is proposed to base a 
controller synthesis on root quality indices: minimal stability degree and maximal oscillability degree. Desired values of 
these indices will be provided with the help of dominant poles method. Applying this method consists in placing a pair of 
complex-conjugate dominant poles; all other poles — unrestricted poles — will be placed by defining a right border of their 
allocation area on a complex plane. To apply dominant poles method, a feature of stability degree and oscillability degree 
to be determined by images of certain vertices of a parametric polytope was used. To synthesize a controller, it is proposed 
to divide its parameters in two groups: dependent ones and unrestricted ones. The first group of controller parameters is 
to provide desired allocation of dominant poles in one of vertices of parametric polytope (a dominant vertex). Unrestricted 
parameters of a controller are to provide desired distance between dominant poles and allocation area of unrestricted poles. 
To find coordinates of a dominant vertex and verifying vertices providing unrestricted poles allocation, an interval extension 
of basic phase equation of a root locus theory was developed. This resulted in interval phase inequalities, whose solution 
allows finding coordinates of desired vertices of characteristic polynomials coeffi cients polytope. Knowing a dominant vertex 
polynomial and dominant poles allows expressing dependent parameters of a controller from unrestricted ones. Obtained 
expressions allow placing unrestricted poles in a desired area of a complex plane. To do this, a D-partition by unrestricted 
parameters of a controller is performed in all verifying vertices of parametric polytope of a system. After choosing values 
of unrestricted parameters from intersection of all stability domains obtain during D-partition, dependent parameters of a 
controller can be calculated. An example of synthesizing a PID-controller guaranteeing desired values of dynamics char-
acteristics for an interval control system of the fourth order is provided.

Keywords: linear interval dynamic system, dominant poles, unrestricted poles, dominant vertex, controller synthesis, 
D-partition inequalitites
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