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Моделирование течения жидкости
через деформируемый пьезоэлементом эластичный микроканал 

системы охлаждения микрозахвата1

Введение

В  последнее время интенсивно развивается 
новое направление в гидродинамике — микро-
гидродинамика, которая описывает поведение 
сверхмалых объемов и потоков жидкостей в ка-
налах с размерами, не превышающими сотни 
микрометров. В качестве областей применения 
чаще всего рассматриваются молекулярная био-
логия, in vitro системы диагностики, лаборатории-
на-чипе (англ. lab-on-the-chip), устройства регу-
лирования микропотоков, капельные системы. 
При этом применяемые методики расчета полу-
чены эмпирическим путем и достаточно грубы, 

1Работа выполнена при поддержке Программы фун-
даментальных научных исследований по приоритетным 
направлениям, определяемым Президиумом Российской 
академии наук, № 7 "Новые разработки в перспективных 
направлениях энергетики, механики и робототехники".

поскольку в микросистемах, в первую очередь, 
принято учитывать возросшее влияние свойств 
поверхности канала, требования к которым за-
висят от способа и области применения микро-
флюидной техники. Кроме того, в данных ме-
тодиках гипотетически предполагаются малая 
шероховатость и однородность микроканала на 
всем протяжении, что гарантирует ламинарный 
характер течения жидкости. Однако, например, 
для задач интенсивного перемешивания рас-
творов необходимо обеспечить турбулентное 
течение, т. е. внутренняя поверхность должна 
быть более "грубой".

В известных системах [1, 2] в основном рас-
сматривается формирование потоков или капель 
в микроканалах с использованием шприцевых 
дозаторов с электроприводом, диффузных си-
стем и других механизмов, имеющих нелиней-
ную выходную характеристику. В связи с этим 
актуальной представляется разработка теоре-

Проведено численное моделирование течения рабочей жидкости в эластичном цилиндрическом микроканале, цен-
тральная часть которого расположена внутри пьезоэлектрического кольца. Течение индуцируется как деформацией 
канала пьезоэлементом по гармоническому закону, так и перепадом давления на входе и выходе в микроканал. Целью 
работы является создание трехмерной  компьютерной модели управления режимом течения жидкости с помощью 
перепада давления и сжатия трубки пьезоэлементом. Полное численное моделирование требует больших затрат 
машинного времени, поэтому целесообразно построить модель элемента вычислительного стенда, которая позволя-
ет по заданным входным параметрам найти расход жидкости с помощью простых аналитических формул на основе 
аппроксимации результатов расчета по полной модели для отдельных наборов параметров. Моделирование элемента 
вычислительного стенда дает возможность проводить вычисления в реальном времени с непосредственной интегра-
цией в систему управления технического устройства. Модель строится на основе полученных аналитических зависи-
мостей с учетом введенных ограничений, что значительно сокращает объемы вычислений и повышает качество полу-
ченного результата. Решение полных уравнений упругости для трубки и уравнений гидродинамики в микроканале про-
водилось численно методом конечных элементов в пакете численного моделирования FreeFem++. Получены численные 
результаты расхода жидкости в зависимости от времени, физических свойств жидкости (динамической вязкости и 
плотности) и внешнего воздействия (градиента давления, амплитуды и частоты сжатия пьезоэлемента). Показаны 
варианты использования полученных результатов в практических приложениях. Например, в системе жидкостного 
охлаждения полученное соотношение между параметрами системы позволяет определить режим течения, предот-
вращающий втекание нагретой жидкости через выходное отверстие канала. Результаты планируется использовать 
при разработке вычислительного стенда капиллярного микрозахвата, содержащего две трубки (на входе и выходе) 
с пьезоэлементами, разделив устройство на две части — с динамически изменяемой и неизменной геометриями, — 
что значительно упростит полное численное моделирование.
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тического обоснования возможности создания 
приводов, использующих прямые преобразо-
ватели рода энергии, например, пьезоприводы. 
Пьезопривод имеет линейную механическую 
характеристику, что позволяет получить необ-
ходимый вид (линейный или изгибной) микро-
перемещения без дополнительных устройств. 
Диапазон этих перемещений (от десятка мкм 
до долей нм) сравним с требуемыми объемами 
перемещаемой жидкости за цикл, измеряемы-
ми в пл. Усилий, развиваемых пьезоприводом, 
достаточно для деформации толстостенных ка-
налов, выполненных из упругих материалов.

К конструкции микрозахватов и микропри-
водов предъявляются жесткие требования по 
точности как абсолютной, так и при много-
кратном повторении движений, линейности 
механической характеристики, минимизации 
воздействий на микрообъекты для полного ис-
ключения деформаций и паразитных эффектов 
контактной электрификации. Поэтому в веду-
щих лабораториях проводятся исследования и 
синтезируются специфические конструкции 
микророботов и микрооснастки, основанные 
на оригинальном использовании известных 
физических эффектов: поверхностного натя-
жения [3], межмолекулярного взаимодействия, 
силы Ван-дер-Ваальса [4], ультразвукового 
воздействия [5] и оптических эффектов [6]. 
Как видно из отмеченных выше публикаций, 
большая часть усилий направлена на разра-
ботку новых типов микроустройств, исклю-
чающих непосредственный контакт микроос-
настки с захватываемыми или удерживаемыми 
микрообъектами. Авторы считают, что более 
широкое использование гидромеханики в ми-
кроустройствах способно решить значитель-
ную часть проблем микромира, но это требует 
хорошей модельной и экспериментальной про-
работок ввиду исключительных требований
к точности и погрешности перемещений, пере-
мещаемых объемов жидкости и т. д. Исполь-
зование жидкостей в микроустройствах также 
требует обязательного учета специфики работы 
микрооснастки или микророботов, связанной 
с влиянием масштабного фактора и определя-
емой значительным влиянием поверхностных, 
адгезионных, эффектов в "микромире". При 
этом при разработке сложных технических 
устройств полное моделирование микроси-
стем является трудоемкой задачей, поскольку 
даже реализация упрощенных моделей требу-
ет значительного количества вычислительных 

ресурсов. В связи с этим моделирование всего 
устройства целесообразно заменить вычисли-
тельным стендом системы связанных элемен-
тов, так как это позволит выявить особенности 
работы каждого элемента в параметрической 
области с учетом работы остальных элементов 
и построить простые аналитические зависимо-
сти, позволяющие с определенной точностью 
заменить полное численное моделирование.

Компьютерное моделирование течения 
жидкости в микроканалах, индуцированное 
внешним воздействием (например, перепадом 
давления на входе и выходе в микроканал, по-
ступательным движением границы или дефор-
мацией канала), в последнее время активно 
развивается. Например, авторами настоящей 
работы разработаны компьютерные модели, 
которые могут быть использованы в качестве 
элемента вычислительного стенда (ЭВС), для 
одного элемента технического устройства — 
гидродинамического сопротивления. В рабо-
те [7] описана модель стационарного течения 
жидкости через цилиндрическое гидросопро-
тивление с учетом перепада давления, радиуса 
проходного отверстия гидросопротивления и 
зависимости материала жидкости от темпе-
ратуры (во всей рабочей области температур). 
В работе [8] изучалось течение жидкости через 
систему трех элементов. В этих исследованиях 
геометрия канала была фиксированной.

В работе [9] исследовалось течение жидко-
сти в плоском канале с гидросопротивлением 
для двух случаев динамического изменения 
геометрии канала: поперечное сжатие проход-
ного отверстия гидросопротивления, когда те-
чение вызывается приложенным к слою пере-
падом давления, и продольное движение ги-
дросопротивления вдоль канала, когда течение 
вызывается этим движением. Полученные ре-
зультаты показывают, что динамическое изме-
нение геометрии канала позволяет регулиро-
вать расход жидкости. В работе [10] проведено 
трехмерное моделирование течения жидкости 
через трубку, деформируемую пьезоэлементом 
по гармоническому закону. Деформации зада-
вались либо граничными условиями Дирих-
ле (когда задано перемещение на поверхности 
контакта трубки и пьезоэлемента), либо Ней-
мана (когда задано внешнее давление на по-
верхности контакта). Показано, что подбором 
давления пьезоэлемента на внешнюю часть 
трубки можно получить такую же деформацию 
внутренней части трубки, как и при задании 
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перемещения поверхности контакта внутрь на 
определенную величину (зависимость является 
линейной), что означает взаимозаменяемость 
рассматриваемых граничных условий. Данная 
замена может потребоваться при моделировании 
системы пьезоэлементов, когда согласование 
граничных условий Дирихле на соседних пьезо-
элементах является сложным, в то время как для 
граничных условий Неймана проблем в согласо-
вании нет. Также в данной работе изучены два 
режима течения жидкости в деформированной 
трубке: вход трубки закрыт, течение индуциру-
ется деформацией трубки; оба конца открыты, 
течение индуцируется как деформацией трубки, 
так и приложенным к слою перепадом давления. 
Первый режим позволяет провести тестирова-
ние компьютерной модели, а второй — предло-
жить механизм дозирования жидкости, управ-
ляемый двумя параметрами: частотой сжатия 
пьезоэлемента и перепадом давления.

В настоящей работе представлена методика 
построения ЭВС в виде аналитической форму-
лы на основе трехмерного моделирования тече-
ния жидкости через эластичный микроканал, 
деформируемый пьезоэлементом по гармони-
ческому закону, а также предложены варианты 
использования полученных результатов в прак-
тических приложениях. Целью настоящей ра-
боты является создание трехмерной компью-
терной модели управления режимом течения 
жидкости, индуцированным приложенным 
вдоль канала перепадом давления и частотой 
сжатия трубки пьезоэлементом. Данная модель 
значительно сократит объемы вычислений и 
позволит применять ее в системе управления 
техническим устройством в реальном времени.

Постановка задачи и основные уравнения

При проведении синтеза но-
вой конструкции капиллярного 
микрозахвата, отличающегося 
от первого опытного образца 
(рис. 1, а) [11] значительно мень-
шими размерами и, соответ-
ственно, более быстродействую-
щего, возник целый ряд проблем 
технического и научного харак-
тера. Наиболее значимой из них 
является реализация эффектив-
ной и малогабаритной системы 
отвода теплоты от основного 

элемента захвата — термоэлектрического мо-
дуля (элемента Пельтье), что потребовало по-
становки и решения новых, как технических, 
так и теоретических (модельных) задач. Если 
в изначальной конструкции для отвода тепло-
ты использовался радиатор с установленным 
на нем вентилятором, то при уменьшении раз-
меров такое решение не представляется, во-
первых, эффективным, во-вторых, реализуе-
мым при сохранении габаритных размеров и, 
в-третьих, не оказывающим влияние на захва-
тываемые микрообъекты. Поэтому было при-
нято решение использовать другой тип — жид-
костное охлаждение (рис. 1, б).

В новом варианте конструкции захвата 
используется модуль на элементах Пельтье
TB-7-0.6-0.8 размером 4,3Ѕ4,3Ѕ2,55 мм и мак-
симальной холодильной мощностью 1,1 Вт, 
что значительно меньше термоэлемента, ис-
пользуемого в первом варианте конструкции 
TB-127-1,4-2,5 размером 40Ѕ40Ѕ4,8 мм и мощ-
ностью 37,4 Вт. Так как быстродействие захва-
та напрямую зависит от скорости охлаждения 
или нагрева рабочей поверхности, то исполь-
зование классического воздушного радиатора 
приводит к снижению эффективности работы, 
но использование жидкостной схемы также 
требует проведения дополнительных иссле-
дований в силу целого ряда причин. В част-
ности, трубки, соединяющие захват и емкость 
с охлаждающей жидкостью, имеют малые 
размеры (внешний диаметр не более 3,5 мм, 
радиус канала не более 1 мм), что, с учетом 
незначительных расходов охлаждающей жид-
кости, требует специфических расчетов. Если 
в полученном варианте конструкции захвата 
еще возможно использование классических 
конструкций мини-насосов, обеспечивающих 

Рис. 1. Капиллярный захват:
а — экспериментальный образец; б — уменьшенный вариант (3D-модель и 
сборка)
Fig. 1. The capillary gripper:
a — experimental sample; b — smaller gripper (3D model and device)



743Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 12, 2019

требуемые скорости течения жидкости через 
систему охлаждения с многократным запасом, 
то при дальнейшем уменьшении габаритных 
размеров и сокращении секундного расхода 
(менее 1 мл/с) требуется проведение расчетов 
с новыми моделями, более полно учитываю-
щими специфику гидродинамики микрокана-
лов и позволяющими построить эффективные 
устройства, обеспечивающие сверхмалые объ-
емы расхода жидкости.

В связи с вышеизложенным в настоящей ра-
боте рассматривается трехмерное течение жид-
кости через упругую трубку с внутренним R1 и
внешним R2 радиусами и длиной L, централь-
ная часть которой расположена внутри пьезо-
элемента длины ℓ. На рис. 2 представлена геоме-
трия задачи и введены следующие обозначения: 
Γ1 — внешняя поверхность трубки; Γ2 — вну-
тренняя поверхность трубки; Γ3 — входное от-
верстие; Γ4 — выходное отверстие. В декартовой 
системе координат ось Ox является централь-
ной осью трубки, а начало отсчета расположено 
в геометрическом центре трубки.

Упругие деформации твердого тела описыва-
ются уравнением движения (второй закон Нью-
тона), связывающим динамическое изменение 
вектора перемещений (деформаций) s, который 
определяет поперечную деформацию стенки 
канала благодаря действию пьезоэлемента, и 
действия внутренних, описываемых тензором 
напряжений σ , и объемных сил fv [12]:

 
2

2 ,v
t

∂
ρ = ∇σ +

∂
s

f

где ρ — объемная плотность жидкости; t — 
время; ∇ — оператор набла.

Предполагается, что после приложения 
силы прошло достаточно времени для установ-
ления поля деформации. Тогда статическое ус-
ловие равновесия в отсутствии объемных сил 
примет вид:

 0.∇σ =  (1)

В изотропном теле тензор напряжений σ  
зависит от тензора деформаций ε  и вектора 
перемещений s = (sx, sy, sz) следующим образом:

 2 ( ) ,Iσ = με + λ ∇s  (2)

где I  — единичный тензор; а коэффициенты 
Ламе

 ,
2(1 ) (1 )(1 2 )

E Eν
μ = λ =

+ ν + ν − ν

зависят от модуля Юнга E и коэффициента 
Пуассона ν.

Подставляя формулу (2) в уравнение (1) и 
исключая тензор деформаций ε  согласно 
определению

 т1
( ( ) ),

2
ε = ∇ + ∇s s

получаем уравнение равновесия, содержащее 
только вектор перемещений:

 т[ ( ( ) ) ( ) ] 0.I∇ μ ∇ + ∇ + λ ∇ =s s s  (3)

Деформации s определялись решением 
уравнения (3) численно в вариационной фор-
мулировке в пакете численного моделирования 
FreeFem++ [13] методом конечных элементов:

т т( ( ) )( ( ) ) ( )( )d 0,
2Ω

μ
∇ + ∇ ∇ + ∇ + λ ∇ ∇ Ω =∫ s s v v s v  (4)

где v = (vx, vy, vz) — пробные функции; интегри-
рование проводится по всему объему Ω трубки.

Эквивалентность деформаций на внутрен-
ней стенке трубки между граничными усло-
виями на внешней стенке, заданными в виде 
Дирихле и Неймана, показана в работе [10]. 
В настоящей работе удобно на поверхности 
контакта пьезоэлемента и канала задать гра-
ничные условия в виде Дирихле. Тогда компо-
ненты вектора деформации s в области кон-
такта S определяются как

 2 2( )0 / , ( ) /, y p z px s f t sy R s f zs t s R= Δ = Δ=  (5)

для (x, y, z) ∈ S, поскольку |s| = fp(t)Δs.

Рис. 2. Геометрия и основные обозначения модели сжатия 
трубки пьезоэлементом
Fig. 2. Geometry and basic notation of a piezoelectric tube com-
pression model
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В расчетах функция fp(t) выбрана в виде

 
1 2

( ) 1 cos ,
2p

t
f t

T
π⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (6)

где T = 1/f — период колебаний; f — частота 
колебаний пьезоэлемента.

Дополнительное условие: концы трубки за-
фиксированы, т. е. s = 0.

Течение несжимаемой вязкой жидкости 
в канале описывается уравнениями Навье—
Стокса и неразрывности, которые имеют сле-
дующий вид [14]:

 ( ) 0, 0,p
t

∂⎛ ⎞ρ + ⋅ ∇ + ∇ − ηΔ = ∇ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
u

u u u u  (7)

где u = (ux, uy, uz) — вектор скорости жидкости; 
∇p — градиент давления; η — динамическая 
вязкость жидкости; Δ — оператор Лапласа.

Для численного моделирования уравнения 
(7) записывали в вариационной форме и реша-
ли методом конечных элементов.

Уравнение неразрывности в вариационной 
форме (с пробной функцией q) для повышения 
устойчивости численной схемы записывали со 
стабилизационным слагаемым, имеющим 
смысл малой искусственной сжимаемости
( 0,p p∇ + ε =u  εp ∼ 10–10):

 1 d d 0.n
pq pq+

Ω Ω
∇ Ω + ε Ω =∫ ∫u  (8)

Для численного решения уравнений На-
вье—Стокса (7) после деления на ρ проведе-
на дискретизация по времени по схеме Эйлера 
следующим образом:

 
1

1 1 11
( ) 0,

n n
n n n

lp v
+

+ + +−
+ ⋅ ∇ + ∇ − Δ =

τ ρ
u u

u u u

где νl = η/ρ — кинематическая вязкость жидко-
сти; верхние индексы "n + 1" и "n" обозначают 
текущий и предыдущий моменты времени со-
ответственно, а параметр τ = t n + 1 – t n — шаг 
по времени. Последние уравнения линеаризо-
ваны путем замены нелинейного слагаемого 
по схеме Пикарда:

 1 1 1( ) ( ) .n n n n+ + +⋅ ∇ ≈ ⋅ ∇u u u u

Тогда вариационная форма уравнения На-
вье—Стокса (7) (с пробными функциями w) 
примет вид

 

1
1

1

d ( ) d

d d 0.

n n
n n

n
l

p

+
+

Ω Ω

+

Ω Ω

−
Ω + ⋅ ∇ Ω −

τ

− ∇ Ω + ν ∇ ∇ Ω =
ρ

∫ ∫

∫ ∫

u u
w u u

w u w

 (9)

Рассмотрим граничные условия. На стенке 
канала Γ2 выполняется условие залипания — 
скорость жидкости равна скорости границы. За 
шаг по времени τ стенка смещается на величину 
s со скоростью s/τ. На входе Γ3 и выходе Γ4 добав-
ляется условие параллельности течения. К слою 
приложен перепад давления Δp = p1 – p2, где
p1 и p2 — давления на границах Γ3 и Γ4 соот-
ветственно, что позволяет регулировать течение 
жидкости путем изменений частоты сжатия 
пьезоэлемента и значение перепада давления. 
Таким образом, граничные условия примут вид

 Г2: u = s/τ; Г3, Г4: uy = uz = 0;
 p(Г3) — p(Г4) = Δp. (10)

Рассмотрим начальные условия. Компонен-
та скорости вдоль канала соответствует пуа-
зейлевскому течению:

 2 2 2
1( ), 0,

4x y z
p

u R y z u u
L

Δ
= − − = =

η

а распределение давления линейно:

 .
2

p L
p x

L
Δ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

На каждом шаге итерации Пикарда реша-
ется система уравнений (8)—(9) с граничными 
условиями (10), пока норма поправки решений 
||un + 1 – un|| не станет меньше заданной погреш-
ности εu с обновлением решений un + 1 → un,
pn + 1 → pn.

Заметим, что для решения задачи необходи-
мым является выполнение гипотезы сплошной 
среды, в рамках которой феноменологические 
уравнения движения жидкости (7) являются 
корректными. Данную гипотезу можно счи-
тать обоснованной, если выполняется следую-
щее неравенство [15]:

 3

1

10 ,
2

sr
R

−<

где 3 /s Ar V N≈  — характерный размер в жид-
кости для неделимого объема / ;AV N  V  — мо-
лярный объем жидкости; NA — число Авога-
дро. Из последнего неравенства следует, что, 
например, для воды с молярным объемом
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V  ≈ 0,18•10–4 м3/моль значение нижнего пре-
дела радиуса микроканала R1 ≈ 0,155 мкм, а для 
уайт-спирита с V  ≈ 2•10–4 м3/моль — R1 =
= 0,345 мкм.

Результаты

При расчетах использовались следующие гео-
метрические (рис. 2) и физические параметры 
системы: длина трубки L = 10 мм; внутренний 
радиус R1 = 1 мм; внешний радиус R2 = 1,75 мм;
длина контакта пьезоэлемента вдоль трубки
ℓ = 1 мм; материал трубки — силиконовая ре-
зина с модулем Юнга E = 5•106 Па и коэффи-
циентом Пуассона ν = 0,49; два вида рабочей 
жидкости — вода и уайт-спирит с объемными 
плотностями ρ = 998,2 кг/м3 и ρ = 790 кг/м3 
и динамическими вязкостями η = 10–3 Па•с и
η = 0,529•10–3 Па•с соответственно. Физические 
параметры жидкостей взяты при температу-
ре 20 °C. Максимальное значение деформаций 
на поверхности контакта пьезоэлемента и трубки 
составляло Δs = 0,1 мм. Форму сигнала рассчиты-
вали по формуле (6) с частотами f = 0,5...1,2 кГц 
(для воды) и f = 0,5...2,5 кГц (для уайт-спирита). 
Перепад давления G = Δp/L = 0...4 кПа/м.

Размерность расчетной сетки составляла
56 узлов вдоль трубки и 40 узлов по окружно-
сти трубки, 4 элемента по толщине стенки. 
В этом случае общее число узлов для трубки — 
6039, объемных элементов — 22 660 и гранич-
ных элементов — 9604, а для канала — 3011 уз-
лов, 9839 объемных элементов и 5064 гранич-
ных элементов. Отличие объема расчетной 
области трубки в недеформированном состоя-
нии от объема, вычисленного аналитически по 
формуле 2 2

2 1( )aV R R L= π −  (объем полого ци-
линдра), не превышает 0,4 %. Тестовый расчет 
расхода жидкости при отсутствии деформаций 
канала отличается от аналитической формулы 
для течения Пуазейля в цилиндрической трубе 
[14] на 0,06 %. Баланс изменения объема при де-
формации канала (объем втекающей жидкости 
равен сумме изменения объема канала в ре-
зультате деформации и вытекающей жидкости) 
соблюдался с погрешностью 0,37 %.

Отметим, что рассмотренные в п. 1 уравне-
ния упругих деформаций являются линейны-
ми, поэтому отклик системы должен быть про-
порционален внешнему воздействию.

Решение уравнений упругости для трубки и 
уравнений гидродинамики в канале проводили 

численно методом конечных элементов в паке-
те численного моделирования FreeFem++ [13].

Моделирование деформации трубки

Деформация трубки происходит в результа-
те сжатия пьезоэлементом, представляющим 
собой пьезокерамическое кольцо, надетое на 
трубку. Зависимость сжатия от времени опре-
деляется выражением fp(t)Δs, где fp(t) задает пе-
риодическую функцию от времени по форму-
ле (6). Деформации рассчитывали по форму-
ле (4) с граничными условиями Дирихле (5). На 
рис. 3 показаны профили внутренней и внеш-
ней поверхностей трубки в сечении y = 0 и z > 0
(верхняя половина сечения) при максималь-
ном сжатии трубки пьезоэлементом. Стрел-
ками показаны соответствующие профили R1 
и R2 в недеформированном состоянии. Вид-
но, что деформации локализованы в области, 
включающей подобласть контакта пьезоэле-
мента с трубкой длиной ℓ и примыкающих
подобластей также длиной порядка ℓ. Расчетная 
сетка канала строится по полю деформаций на 
внутренней поверхности трубки. Отметим, что 
на внутренней поверхности профиль вдоль оси 
Ox имеет более гладкую форму, чем на внешней 
поверхности, что сохраняет ламинарность тече-
ния жидкости в микроканале в более широком 
диапазоне градиента давления.

Отметим, что поскольку расчеты проводили 
с использованием линейной теории упругости, 
то существуют ограничения на максимальное 
значение деформации. В приведенных расчетах 
максимальная деформация составляла 5,7 % 

Рис. 3. Профили поверхностей трубки при максимальной де-
формации в сечении y = 0 и z > 0 для Ds = 0,1 мм:
1 — внутренняя поверхность; 2 — внешняя поверхность
Fig. 3. The profiles of the tube surfaces at maximum deformation 
in the cross section y = 0 and z > 0 for Ds = 0,1 mm:
1 — inner surface; 2 — outer surface
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от внешнего радиуса R2, что позволяет прове-
сти качественный расчет поля деформаций, но 
количественно может содержать погрешность 
профиля деформаций порядка нескольких про-
центов относительно более точных методов (не-
линейной модели Нео—Гукка, моделей гипер-
упругих материалов Муни—Ривлина и Огдена). 
В настоящей работе использование линейных 
уравнений упругости оправданно, поскольку 
расход жидкости в основном зависит от ми-
нимального радиуса отверстия в канале (кото-
рый будет одинаков в любой модели, поскольку 
определяется граничными условиями) и слабее 
зависит от погрешности профиля деформации.

Моделирование течения жидкости

Решение уравнений гидродинамики про-
водили по формулам (8) и (9) с граничными 
условиями (10) на расчетной сетке канала, по-
строенной с учетом деформации трубки.

В отсутствие перепада давления, когда
Δp = 0 и, следовательно, G = 0, при сжатии 
пьезо элемента жидкость течет в обоих направ-
лениях симметрично относительно центра 
канала. Расходы жидкости на входе и выходе 
равны половине изменения объема, вызванно-
го деформацией стенки канала. Поскольку за 
период канал восстанавливает свою форму, то 
суммарный объем жидкости будет равен нулю.

Под действием градиента давления G > 0 
возникает течение в канале в положительном 
направлении оси Ox. Суммарное течение скла-
дывается из течения, индуцированного пере-
падом давления, и течения, индуцированного 
деформацией канала. Подбором значения пе-
репада давления G и частоты колебаний пье-
зоэлемента f можно контролировать характер 
течения жидкости. Однако полное численное 
моделирование требует больших затрат ма-
шинного времени, поэтому целесообразно его 
заменить более простыми приближенными 
аналитическими формулами, построенными 
с помощью аппроксимации результатов рас-
чета по полной модели для отдельных набо-
ров параметров. Следовательно, необходимо 
построить ЭВС, позволяющий по заданным 
входным параметрам найти расход жидкости 
с помощью простых аналитических формул. 
Данный ЭВС даст возможность проводить 
вычисления в реальном времени с непосред-
ственной интеграцией в систему управления 
технического устройства.

Построение ЭВС

Во всех расчетах по полной модели течение 
оставалось ламинарным с параболическим про-
филем скорости на границе Γ4. Следовательно, 
для построения аналитической формулы ЭВС 
за основу можно взять пуазейлевское течение, 
где скорость течения ux(r) (r = (y2 + z2)1/2) и рас-
ход жидкости Q определяются по формулам [14]

 
1

2 2
1

42
1

0 0

( ) ( );
4

( , ) ( ) d d .
8

x

R

p x

G
u r R r

GR
Q G u r r r

π

= −
η

η = θ = π
η∫ ∫

 (11)

Представим аппроксимацию расхода жид-
кости в виде

 Q = F1 + F2, (12)

где F1 и F2 — функции, построенные по резуль-
татам численного моделирования. Функция 
F1 определяет модификацию пуазейлевского 
течения, индуцированного градиентом дав-
ления, с учетом деформации канала и может 
зависеть от внешних факторов G, f и свойств 
жидкости η, ρ. А функция F2 определяет те-
чение в отсутствие градиента давления, инду-
цированное деформацией канала, и зависит 
только от частоты f.

Определим выражение для функций F1 и F2, 
рассмотрев отдельно расходы рабочей жидко-
сти в трех случаях:
 � при фиксированном градиенте давления G за 

период изменения сигнала (средний расход);
 � при фиксированной частоте f за период из-

менения сигнала (средний расход);
 � при фиксированных градиенте давления G 

и частоте f в зависимости от времени.
Вывод проиллюстрируем на конкретных 

примерах.
На рис. 4 показана зависимость минималь-

ного Qmin, максимального Qmax и среднего
Qa = (Qmin + Qmax)/2 значений расходов жидко-
сти, протекающей через правую границу Γ4 за 
период T, для воды и уайт-спирита от часто-
ты пьезоэлемента f при постоянном градиенте 
давления G = 2 кПа/м. Видно, что:

1) с ростом частоты f происходит линейное 
снижение Qmin, линейный рост Qmax при сохра-
нении среднего значения Qa. Следовательно, 
F1 ∼ Qa, F2 ∼ (Qmax – Qmin)/2 = ΔQ/2;

2) уменьшение вязкости приводит к росту 
расхода жидкости, при этом отношение сред-
них расходов /w s

a aQ Q  (верхний индекс "w" соот-
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ветствует воде, а "s" — уайт-спириту) с точно-
стью 0,023 % совпадает с отношением для ди-
намических вязкостей ηs/ηw.

На рис. 5 показана зависимость минимального 
Qmin, максимального Qmax и среднего Qa расходов 
жидкости, протекающей через правую границу Γ4 
за период T, для воды и уайт-спирита от градиен-
та давления G при постоянной частоте f = 1 кГц. 
Видно, что все три величины линейно возраста-
ют, при этом отношение средних расходов 

1 2( )/ ( ),w s
a aQ G Q G  взятых для раз-

личных градиентов давления G1 и 
G2, с точностью 0,03 % совпадает 
с выражением (G1/G2)/(η

w/ηs).
На рис. 6 показаны зависи-

мости расхода Q и суммарного 
объема жидкости V, протекаю-
щей через правую границу Γ4, от 
частоты пьезоэлемента при по-
стоянном градиенте давления
G = 2 кПа/м. Видно, что изме-
нения расхода жидкости являют-
ся гармоническими и совпадают 
с частотой колебаний пьезоэле-
мента. Однако расход жидкости 
пропорционален производной 
от fp(t), заданной в виде (6), зна-
чит функция F2 должна быть 
пропорциональна или, с точно-
стью до постоянной, функции
fq(t, f) = sin(2πft). Плотность жидко-
сти ρ не оказывает существенного 
влияния на течение жидкости.

Таким образом, аппроксима-
ция расхода жидкости (12) при-
мет следующий вид:

 ( ) ( , ).
2a q
Q

Q t Q f t f
Δ

= +  (13)

Формула (13) является простой 
аналитической заменой полного 
численного моделирования, по-
лученной по единичному чис-
ленному расчету для заданного 
набора параметров, и может быть 
использована, например, в си-
стеме управления техническим 
устройством в реальном времени.

На основе выражения (13) полу-
чим универсальную формулу, по-
зволяющую вычислить расход для 
произвольных рабочих жидкостей 

и параметров системы трубка—пьезоэлемент. 
В пределе, когда амплитуда колебаний пьезоэле-
мента Δs → 0, функции F1 → Qp (одновременно 
Qa → Qp на рис. 6, а и в, расход жидкости при пу-
азейлевском течении (13) показан штрих-пунк-
тир ной линией) и F2 → 0. Поскольку Q ∼ G и
Q ∼ 1/η, то при известных результатах моделиро-
вания Qmin, Qmax и Qa для значений (G, f, η, Δs)
при другом наборе параметров (G*, f *, η*, Δs*) 
функция F1 изменяется пропорционально

Рис. 5. Зависимости расходов жидкости (а — вода; б — уайт-спирит), протекаю-
щей через правую границу G4, от градиента давления G при постоянной частоте 
f = 1 кГц:
1 — минимальный расход Qmin; 2 — максимальный расход Qmax; 3 — средний 
расход Qa; 4 — пограничный режим Qmin = 0, определенный по формуле (15)
Fig. 5. Dependences of fluid flow (a — water; b — white spirit) flowing through the 
right boundary G4 on the pressure gradient G at a constant frequency f = 1 kHz:
1 — minimum flow rate Qmin; 2 — maximum flow rate Qmax; 3 — average consumption 
Qa; 4 — boundary mode Qmin = 0, determined by the formula (15)

Рис. 4. Зависимости расходов жидкости (а — вода; б — уайт-спирит), проте-
кающей через правую границу G4, от частоты пьезоэлемента f при постоянном 
градиенте давления G = 2 кПа/м:
1 — минимальный расход Qmin; 2 — максимальный расход Qmax; 3 — средний 
расход Qa; 4 — пограничный режим Qmin = 0, определенный по формуле (15)
Fig. 4. Dependences of fluid flow (a — water; b — white spirit) flowing through the 
right boundary G4 on the frequency f of the piezoelectric element with a constant pres-
sure gradient G = 2 kPa/m:
1 — minimum flow rate Qmin; 2 — maximum flow rate Qmax; 3 — average consumption Qa; 
4 — boundary mode Qmin = 0, determined by the formula (15)



748 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 12, 2019

Qp(G
*, η*)/Qp(G, η), где Qp(G, η) вычисляется по 

аналитической формуле (11).
Объем жидкости, выдавливаемый за счет де-

формации трубки за период, от частоты не за-
висит, но расход жидкости прямо пропорцио-
нален частоте f, т. е. Q ∼ ds/dt ≈ Δsf, следователь-
но, для нового набора данных F2 изменяется 
пропорционально (Δs*f  *)/(Δsf ). Окончательно 
получим выражение для величины Q(t) для 
нового набора параметров (G*, f  *, η*, Δs*), без 
необходимости в полном численном модели-
ровании процесса для этого набора, в виде 
формулы ЭВС:

 
* * * *

*( , )
( ) ( , ).

( , ) 2
p

a q
p

Q G Q s f
Q t Q f t f

Q G s f

η Δ Δ
= +

η Δ
 (14)

Для определения скорости ux(r, t) по извест-
ному расходу, определяемому выражением (14), 
в формулах (11) исключим градиент давления G, 

тогда аппроксимация для скоро-
сти примет следующий вид:

 2 2
14

1

2
( ) ( ) ( ).xu t R r Q t

R
= −

π

Полученное выражение для 
скорости можно использовать 
в качестве граничного условия 
для связанного ЭВС при модели-
ровании системы ЭВС. Например, 
в системе трубка—микрозахват до-
статочно провести моделирование 
микрозахвата с граничными усло-
виями на скорость в области кре-
пления трубок к микрозахвату.

Как видно из рис. 4—6, для раз-
ных наборов параметров (G, f, η),
а также при изменении Δs реали-
зуются два режима течения:

1) за период расход жидкости 
через границу Γ4 может сменить 
свой знак, т. е. жидкость часть 
периода вытекает, а часть перио-
да втекает через данную границу. 
В этом случае Qmin < 0;

2) жидкость весь период течет 
в положительном направлении Ox. 
В этом случае Qmin > 0.

Формула (14) позволяет точно 
определить параметры, при кото-
рых реализуется пороговый режим 
Qmin = 0. Значение Q(t) будет мини-
мальным при t = 3T/4. Подставляя 

этот момент времени и раскрывая выражения 
для Qp(G, η) по формуле (11), получим соотно-
шение для определения граничного режима:

 
*

* * * .
2 a

G s f Q
G Qs f

η Δ Δ
=

η Δ
 (15)

Приведем пример применения формулы 
(15) для определения частоты сжатия пьезо-
элемента f  *, соответствующей пороговому ре-
жиму течения жидкости (на рис. 4 данная ча-
стота обозначена закрашенным кругом). Для 
этого достаточно провести расчет для одно-
го набора параметров (G, f, η, Δs), например,
G = 2 кПа/с, f = 1 кГц, η для воды или уайт-
спирта и Δs = 0,1 мм. Тогда, поскольку G* = G, 
η* = η и Δs* = Δs, получим пороговую частоту
f  * = 0,904 кГц для воды и f  * = 1,71 кГц для уайт-
спирита. На рис. 5 пороговый режим, который 
обозначен закрашенным кругом, определен 

Рис. 6. Расход Q и суммарный объем V жидкости (а, б — вода; в, г — уайт-спи-
рит), протекающей через правую границу G4, для разных частот f при постоянном 
градиенте давления G = 2 кПа/м:
1 — f = 600 Гц; 2 — f = 904 Гц; 3 — f = 1200 Гц; 4 — f = 1000 Гц; 5 — f = 1709 Гц; 
6 — f = 2500 Гц; 7 — пуазейлевское течение, определенное по формуле (11)
Fig. 6. The flow rate Q and the total volume V of the fluid (a, b — water; c, d — white 
spirit) flowing through the right boundary G4 for different frequencies f with a constant 
pressure gradient G = 2 kPa/m:
1 — f = 600 Hz; 2 — f = 904 Hz; 3 — f = 1200 Hz; 4 — f = 1000 Hz; 5 — f = 1709 Hz; 
6 — f = 2500 Hz; 7 — poiseuille current defined by the formula (11)
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по этому же набору параметров, но с учетом
f  * = f, η* = η и Δs* = Δs имеем градиенты давле-
ния G* = 2,21 кПа/м для воды и G* = 1,17 кПа/м 
для уайт-спирита. В использованном подборе 
параметров для определения порогового ре-
жима максимальная погрешность для расхода 
жидкости Q(t) между расчетными данными и 
данными, полученными с помощью аппрокси-
мационной формулы (15), не превышает 0,06 % 
при подборе частоты f  * и 0,1 % при подборе 
градиента давления G*. При этом заметим, что 
вычисленная частота f  * отличается от задан-
ной f на 14 %, а вычисленный градиент давле-
ния G* от заданного G — на 11 %. Если пара-
метры исходного расчета находятся дальше от 
пороговых значений, то погрешность увеличи-
вается. Например, если заданная частота f или 
градиент давления G отличаются от пороговых 
в два раза в большую или меньшую сторону, 
то погрешность Q(t) составит 0,3 % и 0,6 % со-
ответственно (на графике эти изменения бу-
дут практически не заметны). Таким образом, 
аппроксимация работает с высокой степенью 
точности для широкого интервала параметров.

Полученное соотношение (15) имеет практи-
ческое применение, например, при использова-
нии системы трубка—пьезоэлемент для жидкост-
ного охлаждения микрозахвата или другого тех-
нического устройства. Возможность определения 
порогового режима Qmin = 0 повышает эффек-
тивность охлаждения путем выбора параметров, 
предотвращающих втекание нагретой жидкости 
обратно через выходное отверстие канала.

Заключение

Разработанная трехмерная компьютерная 
модель, описывающая поведение жидкости 
в микроканалах при использовании пьезоэ-
лектрических приводов, является первым ша-
гом в разработке теоретического базиса для 
создания микроприводов и исполнительных 
микромеханизмов. Микроустройства, базиру-
ющиеся на микрофлюидике и обладающие хо-
рошими расчетными характеристиками, будут 
востребованы при проектировании новых пер-
спективных конструкций микророботов и ис-
полнительных микроустройств. Построенную 
на основе численного моделирования анали-
тическую модель ЭВС планируется использо-
вать при разработке экспериментального об-
разца капиллярного микрозахвата для расчета 
параметров системы жидкостного охлаждения 

и выбора режимов работы микронасоса на базе 
пьезоэлементов, обеспечивающих прокачку 
необходимого объема жидкости для отвода из-
лишков теплоты от элемента Пельтье. Необхо-
димость расчетов новой конструкции насоса 
обусловлена тем, что классические перисталь-
тические насосы не обладают линейностью 
производительности, при малых объемах про-
качиваемой жидкости велика инерционность, 
переходной процесс затянут во времени. Точ-
ность разработанной модели позволяет проа-
нализировать работу синтезируемых устройств 
практически на всех режимах работы от вклю-
чения/выключения до переходных процессов 
при смене скорости потока.
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Abstract

The flow of the fluid in an elastic cylindrical microchannel, the central part of which is located inside the piezoelectric ring, 
is simulated numerically. It arises as due to channel deformation by piezoelement according to the harmonic law, and pressure 
drop at the inlet and outlet to the microchannel. The aim of the work is to create a three-dimensional computer model of con-
trolling the flow of a fluid by means of a pressure drop and a tube compression piezoelectric element. The model of an element 
of a computational bench that allows you to find fluid flow using specified analytical formulas, built using an approximation of 
the calculation results for the full model for individual sets of parameters. Modeling an element of a computing bench will allow 
real-time calculations with direct integration into the control system of a technical device. The model is based on the obtained 
analytical dependencies taking into account the restrictions introduced, which can significantly reduce the amount of computation 
and improve the quality of the result. The solution of the full equations of elasticity for the tube and the equations of hydrody-
namics in the microchannel was carried out numerically by the finite element method in the package of numerical simulation 
FreeFem++. Numerical results are obtained for the flow rate of a fluid as a function of time, the physical properties of the fluid 
(dynamic viscosity and density) and external influences (the magnitude of the pressure gradient, the amplitude and frequency 
of compression of the piezoelectric element). The variants of using the obtained results in practical applications are shown. For 
example, in a liquid cooling system, the obtained relationship between the system parameters allows one to determine the flow 
regime that prevents the flow of heated liquid through the channel outlet. It is planned to use the results in the development of a 
computing stand for capillary micro-capture, containing two tubes (at the input and output) with piezoelectric elements, dividing 
the device into two parts (with dynamically changing and unchanged geometries) which will greatly simplify the full simulation.

Keywords: microro botics, microequipment, hydrodynamics, elastic microchannel, piezoelectric element, linear elasticity, 
finite element method
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