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Цифровой анализ амплитудного спектра вибрационных сигналов
на основе Фурье-обработки результата

бинарно-знакового аналого-стохастического квантования1

Введение

Работа  вращающихся машин и механизмов 
сопровождается механическими вибрациями. 
Бесконтрольное развитие процессов вибрации 
может привести к необратимым дефектам и 
стать причиной частичного или полного на-
рушения нормального режима эксплуатации 
технических объектов. В зависимости от спо-
собов механического соединения и динамиче-
ского взаимодействия деталей и узлов большая 
часть дефектов проявляет себя в виде распре-
деленной совокупности гармонических со-
ставляющих в амплитудном спектре вибраци-
онных сигналов. При этом каждому источнику 
механической вибрации будут соответствовать 
определенные спектральные составляющие. 
Вследствие этого диагностика зарождающих-
ся дефектов и предупреждение их развития на 

1Статья подготовлена при финансовой поддержке РФФИ 
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ранней стадии приводит к необходимости по-
стоянного мониторинга спектрального состава 
вибрационных сигналов в широком диапазоне 
частот на рабочих режимах функционирова-
ния объектов диагностики [1—6].

Анализ спектрального состава вибрационных 
сигналов осуществляется с использованием диа-
гностического обеспечения, которое представ-
ляет собой комплекс взаимоувязанных правил, 
методов, алгоритмов и средств, необходимых 
для диагностирования работы объекта на всех 
этапах его жизненного цикла [7]. Основу диа-
гностического обеспечения составляют методы 
и средства спектрального анализа. Реальные ме-
ханические вибрации представляют собой слож-
ные многокомпонентные колебательные про-
цессы, которые обладают свойством повторяе-
мости через определенные интервалы времени 
[8]. Одним из наиболее эффективных методов 
анализа спектрального состава таких сигналов 
является гармонический анализ Фурье [9]. Дан-
ный вид анализа позволяет разложить сигнал 
вместе с присутствующим в нем шумом по гар-
моническим функциям и обеспечивает иденти-
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фикацию спектральных составляющих в широ-
ком диапазоне частот [10—12].

Интенсивное развитие вычислительной тех-
ники привело к тому, что в настоящее время 
гармонический анализ преимущественно осу-
ществляется в цифровом виде с использовани-
ем программных средств. Переход к цифровым 
методам гармонического анализа объясняет-
ся улучшением разрешения по частоте и по-
вышением способности обнаруживать слабые 
гармонические составляющие. Однако непре-
рывное развитие и возрастающая сложность 
производственных процессов приводят к не-
обходимости постоянного повышения ресурс-
ной и временной эффективности средств циф-
рового гармонического анализа. Решение дан-
ной задачи приобретает особое значение, когда 
требуется оперативное установление наличия 
неисправностей в условиях экстремального ре-
жима работы объекта диагностики [9].

Постановка задачи

Проблему повышения эффективности циф-
ровой обработки сигналов традиционно реша-
ют с использованием двух подходов к организа-
ции вычислительных процедур: во-первых, за 
счет улучшения схемотехнических решений и 
повышения общей производительности вычис-
лительных средств, во-вторых, путем подго-
товки исходных данных в виде упорядоченных 
алгебраических структур и оптимизации про-
граммного кода [13—19]. Однако данная про-
блема не может быть успешно решена только за 
счет возрастающей мощности вычислительной 
техники и использования структурно-органи-
зационного подхода к реализации вычислитель-
ных процедур. Это объясняется тем, что вре-
менные характеристики программных средств 
во многом определяются математической мо-
делью вычислительного процесса и выбором 
алгоритмических решений и конструкций ее 
практической реализации [20]. Поэтому раз-
работка математического обеспечения и синтез 
на его основе алгоритмического обеспечения, 
приводящего к снижению системных издержек 
и повышению вычислительной эффективности 
программных средств гармонического анализа, 
являются актуальной задачей.

Цифровая обработка сигналов осущест-
вляется в соответствии с заданным вычисли-
тельным алгоритмом и предполагает предва-
рительное формирование исходного массива 
дискретных данных. Обычно в процессе раз-
работки вычислительных алгоритмов преоб-
разование сигналов в цифровую форму рас-
сматривается как предопределенная вынуж-

денная процедура. При этом априори считают, 
что подлежащие цифровой обработке массивы 
отсчетов анализируемого сигнала формируют-
ся с использованием классического аналого-
цифрового преобразования. Суть такого пре-
образования состоит в том, что цифровой код 
мгновенных значений непрерывного аналого-
вого сигнала получают в результате выполне-
ния операций равномерной дискретизации во 
времени и многоуровневого квантования.

Одним из важнейших требований, предъявля-
емых к аналого-цифровому преобразованию, яв-
ляется обеспечение необходимой точности пред-
ставления сигналов в цифровом виде в пределах 
динамического диапазона изменения их значений 
[9]. В цифровых системах существенное влияние 
на значение динамического диапазона оказыва-
ют эффекты квантования сигнала по уровню. 
Динамический диапазон может быть уменьшен 
при наличии любых факторов, искажающих ре-
зультат квантования сигнала. Обычно в целях 
обеспечения требуемой точности оцифровки сиг-
нала увеличивают число уровней квантования. 
Это приводит к тому, что классические цифровые 
алгоритмы гармонического анализа методом дис-
кретного преобразования Фурье приводят к не-
обходимости выполнения существенного числа 
многоразрядных операций умножения, что тре-
бует значительных временных затрат. При этом 
с увеличением разрядности цифровых отсчетов 
сигнала или размерности дискретного преобра-
зования Фурье эти затраты возрастают. Поэтому 
перспективным подходом к решению задачи раз-
работки эффективных в вычислительном отно-
шении программных средств для гармонического 
анализа является уменьшение общего числа опе-
раций цифрового умножения и алгоритмические 
способы ускорения их выполнения.

Разработка алгоритма гармонического анализа 
с использованием бинарно-знакового
аналого-стохастического квантования

Основой решения поставленной задачи ста-
ла концепция обобщенного уравнения стати-
стических измерений. Это уравнение опре-
деляет процедуру измерения вероятностных 
характеристик в операторной форме, и его 
можно рассматривать как первый этап постро-
ения алгоритмического базиса процедур вы-
числения цифровых оценок [21, 22].

Согласно обобщенному уравнению статисти-
ческих измерений алгоритм оценивания любой 
вероятностной характеристики можно одно-
значно представить как выполнение в опреде-
ленной последовательности совокупности вза-
имосвязанных измерительных и вычислитель-
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ных преобразований. Естественно, что в случае 
цифровых алгоритмов обязательным является 
преобразование сигналов в цифровую форму. 
В рамках обобщенного уравнения статистиче-
ских измерений данный вид преобразования 
можно рассматривать как предварительную 
обработку анализируемого сигнала, которая 
непосредственно влияет на вычислительную 
сложность последующих цифровых процедур, 
осуществляемых в процессе получения конеч-
ного результата. Следовательно, разработать 
экономичный в вычислительном отношении 
цифровой алгоритм гармонического анализа 
можно за счет выбора такого метода дискретно-
го представления сигналов, который позволил 
бы упростить цифровую обработку сигналов. 
Исходя из этого в качестве аналого-цифрового 
преобразования сигналов предлагается исполь-
зовать бинарно-знаковое аналого-стохастиче-
ское квантование. Такое квантование позво-
ляет осуществлять двухуровневое квантование 
без систематической погрешности независимо 
от статистических свойств анализируемых сиг-
налов [22—25]. Математически результат бинар-
но-знакового аналого-стохастического кванто-
вания можно записать в следующем виде:
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где x(t) — наблюдаемая реализация анализи-
руемого сигнала X(t); ξ(t) — вспомогательный 
случайный сигнал.

Вспомогательный случайный сигнал ξ(t) 
выполняет функцию стохастического порога 
квантования. Он имеет равномерное распреде-
ление и принимает значения в пределах интер-
вала с нижней границей –ξmax и верхней гра-
ницей +ξmax, где значение величины ξmax долж-
но быть больше максимально возможного по 
модулю значения квантуемой реализации x(t).

Сущность гармонического анализа Фурье 
состоит в представлении сигналов в виде сум-
мы гармонических составляющих, которые об-
разуют амплитудный спектр. В соответствии 
с этим математическая модель центрированно-
го (т. е. без постоянной составляющей) сигнала 
может быть записана следующим образом:
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где αk, ϕk и f0 — соответственно амплитуды, на-
чальные фазы и основная частота гармониче-
ских составляющих; ak и bk — коэффициенты 

ряда Фурье; e(t) — статистически независимый 
по отношению к сигналу аддитивный широ-
кополосный шум с нулевым математическим 
ожиданием.

Пусть гармонический анализ сигнала ( )
o
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осуществляется на интервале времени дли-
тельностью T. В пределах этого интервала вре-
мени с учетом выполнения бинарно-знакового 
аналого-стохастического квантования оценки 
коэффициентов ряда Фурье будем искать 
в следующем виде [26—31]:
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Результат бинарно-знакового аналого-стоха-
стического квантования z(t) принимает значе-
ния, равные только –1 и +1. Поэтому согласно 
теории дискретно-событийного моделирования 
его можно представить во времени как дискрет-
ную последовательность событий, где каждому 
событию соответствует смена его значения [32]. 
С учетом такой модели результат бинарного 
знакового аналогово-стохастического кванто-
вания на интервале времени t ∈ [0; T] можно 
однозначно представить в виде его начального 
значения z(t0) и множества отсчетов времени 
{ :  1 1},z

it i I −m m  в которые он последователь-
но меняет свое значение [23, 26—31]. При этом
t0 = 0 и .z

It T=  Исходя из этого оценку (1) пред-
ставим в виде суммы интегралов:
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В соотношении (2) интегралы по перемен-
ным t1 и t2 вычисляются аналитически. После 
их вычисления получим:
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где h = 0, если I — четное, и h = 1, если I — не-
четное.
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В выражении (3) изменим порядок сумми-

рования. Тогда оценка � 2
kα  примет вид
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Для того чтобы получить алгоритм вычис-
ления оценки � 2

kα  в цифровой форме в форму-
ле (5) перейдем к числовому представлению 
множества отсчетов времени { : 1 1}.z

it i I −m m  
Это можно сделать, если использовать класси-
ческий подход к цифровому представлению 
интервалов времени. Согласно этому подходу 
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импульсов. Тогда будем иметь множество це-
лых чисел { ,  1 1}.z
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Следовательно, .z
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ражения (5) получаем:
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Соотношения (4) и (6) определяют процеду-
ру вычисления оценок амплитуд � kα  гармони-
ческих составляющих на дискретных частотах 
fk = kΔf с разрешением по частоте Δf = (NΔt)–1. 
На основе этих соотношений разработан циф-
ровой алгоритм оценивания амплитудного 
спектра. Ниже представлена краткая последо-
вательность выполнения основных действий, 
определяемых этим алгоритмом.

1. На интервале времени t ∈ [0; T] форми-
руется z(t).

2. Определяются отсчеты времени { ,z
iη  

1 1};i I −m m  0 0;zη =  .z
I Nη =

3. max2 SQRT(2) ;В = ξ π  2 .NΩ = π
4. C = I/2, если I — четное, иначе C = (I – 1)/2.
5. Для k = 1, 2, 3, ..., K выполняются действия:
5.1. Ak = B/k; Gk = C; ωk = Ωk.
5.2. Для j = 1, 2, 3, ..., (I – 1 – h) выполняют-

ся действия:
5.2.1. Dk,j = 0.
5.2.1.1. Для i = h, ..., (I – j – 1) выполняются 

действия:

 , , , ,; cos .z z
j i i j i i k j k j k j i iD D+ + +Δη = η − η = + ω Δη

5.2.2. ,( 1) .j
k k k jG G D= + −

5.3. � SQRT( ).k kk A Gα =
6. Вывод результатов � kα  для k = 1, 2, 3, ..., K.
В отличие от существующих классических 

алгоритмов гармонического анализа, основан-

ных на вычислении прямого дискретного пре-
образования Фурье, разработанный алгоритм 
практически не требует выполнения много-
разрядных операций цифрового умножения. 
Нетрудно видеть, что его выполнение сводит-
ся в основном к реализации арифметических 
операций сложения и вычитания отсчетов ко-
синусоидальной функции 1

,cos 2 j i ikN −
+π Δη .

Такой результат обеспечивает повышение вы-
числительной эффективности оценивания 
амплитудного спектра сложных сигналов. По-
лученный алгоритм послужил основой для 
разработки специализированного программ-
ного модуля, который может быть использован 
в составе диагностического обеспечения для 
комплексного мониторинга вибрационного 
состояния различных по назначению и соста-
ву технических объектов.

Результаты экспериментальных исследований

Экспериментальные исследования алгоритма 
проводились с использованием имитационного 
моделирования выполнения процедуры бинар-
но-знакового аналого-стохастического кванто-
вания. Для этого был разработан специализи-
рованный программный модуль формирования 
множества отсчетов времени { ,  1 1}.z

i i Iη −m m
В лабораторных условиях модель центри-

рованной реализации анализируемого сиг-
нала представляла собой аддитивную смесь 
гармонических составляющих с нормирован-
ными частотами ] ]н 0; 0,5kf ∈  и амплитудами 

] ]0;  1 .kα ∈  Начальные фазы ϕk задавались рав-
номерно распределенными в пределах от –π
до +π. Шум e(t) представлял собой аддитивный 
белый шум с нулевым математическим ожи-
данием и единичной дисперсией. В частности, 
такая модель содержала пять гармонических 
составляющих, параметры которых приведены 
в таблице, где αmax = 1. В этой же таблице пред-
ставлены результаты вычисления оценок � kα  
и значения относительных погрешностей для 
этих оценок �100( )/k kkα αδ = − α α  в процентах.

На рис. 1 представлены сумма гармониче-
ских составляющих (рис. 1, а) и модель цен-

Параметры гармонических составляющих и их оценки

Parameters of harmonic components and their estimations

k н
kf αk ϕk �

kα δk, %
αk/αmax, 

дБ
Сигнал/
шум, дБ

1 0,2 0,1 –2,6876 0,1020 2,0 20,0 –23,0

2 0,225 0,3 2,5576 0,3025 0,83 10,46 –13,5

3 0,25 1,0 –0,6582 0,9985 –0,15 0 –3,0

4 0,275 0,3 0,9334 0,2947 1,76 10,46 –13,5

5 0,3 0,1 2,1163 0,0997 –0,3 20,0 –23,0
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трированной реализации сигнала с учетом до-
бавления аддитивного белого шума (рис. 1, б). 
На рис. 2 приведена оценка амплитудного 
спектра, а также нормированная оценка ам-
плитудного спектра в децибелах. Они вычис-
лены с разрешением 0,001 единиц нормиро-
ванной частоты.

Результаты моделирования показывают, что 
разработанный алгоритм обеспечил обнаруже-
ние всех гармонических составляющих, поло-
жение которых в оценке амплитудного спектра 
соответствует табличным данным. Они четко 
различимы и не маскируются шумом. Ложных 
линий и расщепления линий не наблюдается. 
Значения оценок � kα  вычислены с относитель-
ными погрешностями δα, которые не превыша-
ют двух процентов по абсолютной величине. 
Это говорит о высокой точности оценивания 
амплитудного спектра в статистическом смыс-
ле. Следует особо отметить, что спектральная 
оценка шума остается на достаточно низком 
уровне по отношению к оценкам амплитуд. 
Она практически не превышает –40 дБ. Это 

свидетельствует о высокой устойчивости алго-
ритма к внешним аддитивным шумам.

В реальных условиях алгоритм был апро-
бирован при стендовых исследованиях экс-
плуатационного состояния автобуса марки 
МАЗ-206067 (категория М3, класс I). Данный 
автобус предназначен для перевозки пассажи-
ров на городских и пригородных маршрутах 
средней загруженности. Он оснащен двигате-
лем Mercedes-Benz OM904LA (дизель, 177 л.с.) 
и шестиступенчатой автоматической коробкой 
передач ZF6HP504C.

Для регистрации вибрационных сигналов 
использовались однокомпонентные акселеро-
метры со встроенной электроникой ICP общего 
назначения 352C04 фирмы изготовителя "PCB 
Piezotronics, Inc.". Установка акселерометров и 
обработка вибрационных сигналов осуществля-
лись с учетом требований по измерению и пред-
ставлению результатов измерений локальной ви-
брации, а также согласно требованиям по оцен-
ке воздействия локальной вибрации на человека 
[33—38]. В соответствии с этим были проведены 

Рис. 2. Оценка амплитудного спектра модели реализации сигнала
Fig. 2. Amplitude spectrum estimation of the signal realization model

Рис. 1. Сумма гармонических составляющих (а) и модель центрированной реализации сигнала (б)
Fig. 1. Sum of harmonic components (а) and model of centered signal realization (б)
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исследования влияния режимов работы двига-
теля на элементы салона. В частности, акселеро-
метры крепились у основания водительского си-
денья, на пол перед средней дверью, на боковое 
оконное стекло над левой задней колесной ар-
кой, на пассажирском сиденьи над двигателем. 

Длительность измерений составляла 110 с. Наи-
большей интенсивности вибрация достигала на 
режимах холостого хода. На рис. 3—6 приведены 
результаты оценивания амплитудного спектра 
соответствующих вибрационных сигналов для 
частоты вращения двигателя 750 мин–1. Хорошо 

Рис. 5. Оценка амплитудного спектра виброускорения на боковом оконном стекле над левой задней колесной аркой
Fig. 5. Amplitude spectrum estimation of vibration acceleration on the side window glass above the left rear wheel arch

Рис. 4. Оценка амплитудного спектра виброускорения на полу перед средней дверью
Fig. 4. Amplitude spectrum estimation of vibration acceleration on the floor in front of the middle door

Рис. 3. Оценка амплитудного спектра виброускорения у основания водительского сиденья
Fig. 3. Amplitude spectrum estimation of vibration acceleration at the base of the driver’s seat
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видно, что разработанный алгоритм обеспечил 
устойчивое обнаружение гармонических состав-
ляющих вибрации.

Заключение

В статье рассмотрен высокопроизводитель-
ный цифровой алгоритм оценивания амплитуд-
ного спектра, который может быть использован 
при разработке метрологически значимых про-
граммных компонент диагностического обеспе-
чения. Он разработан на основе использования 
бинарно-знакового аналого-стохастического 
квантования для преобразования анализиру-
емого сигнала в цифровую форму. Результаты 
экспериментальных исследований показали, что 
данный алгоритм позволяет вычислять оценки 
амплитудного спектра с высокой точностью и 
частотным разрешением в широком диапазоне 
частот. При этом алгоритм является простым 
в вычислительном отношении. Он не требует 
формировать многоразрядные выборки анали-
зируемого сигнала и осуществлять их последу-
ющую обработку с использованием операций 
цифрового умножения, как этого требуют клас-
сические цифровые алгоритмы гармонического 
анализа. Все это значительно расширяет область 
возможного применения разработанного алго-
ритма для решения задач, связанных с оценкой 
спектрального состава сложных сигналов. Ана-
лиз результатов экспериментальных исследова-
ний подтвердил практическую применимость 
предложенного алгоритма для анализа вибраци-
онных сигналов роторных машин и механизмов 
в условиях сложной шумовой обстановки.
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Abstract

The article is devoted to the problem of developing a digital algorithm for operational harmonic analysis of complex 
vibration signals. The basis for solving this problem was the generalized equation of statistical measurements, which defines 
the measurement procedure as the sequential execution of interrelated measurement and computational transformations. 
During the development of the algorithm, special attention is paid to analog-to-digital conversion because it directly affects 
the computational efficiency of digital procedures for obtaining the final result. As such a conversion, the use of binary-
sign analog-stochastic quantization is justified, which allows performing two-level quantization without systematic error 
regardless of the statistical properties of the analyzed signals. The discrete-event model of the binary-sign analog-stochastic 
quantization result allowed for the analytical calculation of integration operations in the transition to estimating the ampli-
tude spectrum in digital form. As a result, the developed algorithm of harmonic analysis does not require performing digital 
multiplication operations typical for classical algorithms, which are based on the calculation of the direct discrete Fourier 
transform. The execution of the algorithm is reduced to the implementation of the addition and subtraction arithmetic op-
erations of the cosine-function values in the time moments determined by the result of the binary-sign analogue-stochastic 
quantization. The exclusion of digital multiplication operations provided an increase in the computational efficiency of 
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amplitude spectrum estimation. Laboratory studies of the developed algorithm were carried out using simulation model-
ing. The simulation results showed that the algorithm allows calculating estimates of the amplitude spectrum of complex 
signals with high accuracy and frequency resolution in the presence of additive noise. In real conditions, the testing of the 
developed algorithm was carried out during bench studies of the operational status of the MAZ-206067 bus, designed for 
the transportation of passengers on urban and suburban routes of average workload. Analysis of the results of experimental 
studies confirmed the possibility of using the algorithm as part of the diagnosability provision for operational monitoring of 
vibration signals in a complex noise environment.

Keywords: harmonic analysis, amplitude spectrum, binary-sign analog-stochastic quantization, digital algorithm, di-
agnosability provision
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