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Идентификация параметров математической модели
мобильной роботизированной платформы
всенаправленного движения KUKA youBot1

вые скорости вращения колес). Во втором случае 
на вход системы управления могут подаваться же-
лаемые значения моментов, которые должны раз-
вить приводы, или токов в цепях двигателей или 
параметры широтно-импульсной модуляции.

Эксперименты демонстрируют неудовлетво-
рительную точность кинематического управле-
ния на частотах выше 0,5 рад/с. Повысить точ-
ность управления и провести его оптимизацию 
можно, используя алгоритмы динамического 
уровня, но для их синтеза требуется проработан-
ная математическая модель системы.

Разработке таких моделей посвящено огром-
ное число публикаций (см., например, [4, 5]). 
Исследование динамики и управляемости си-
стем с произвольным числом и расположением 
роликонесущих колес проведено в работах [6—8]. 
В статье [9] выполнено точное интегрирование 
уравнений управляемого движения трехколес-
ной всенаправленной платформы в частном слу-
чае, рассмотрены вопросы оптимизации энерго-
затрат и счисления пройденного ею пути.

Отметим, что в рассмотренных публикациях 
при составлении уравнений движения силы тре-
ния, действующие на валы и оси механических 
передач колес, либо игнорируются, либо группи-
руются авторами с управляющими моментами. 
Учету трения в осях роликов колес в публикаци-
ях фактически не уделено никакого внимания.

Предлагаемая статья посвящена построению 
неголономной математической модели движения 
мобильной платформы youBot с учетом сил линей-
ного вязкого трения в сочленениях тел, а также 
идентификации параметров такой модели.

Кинематика платформы
всенаправлненного движения youBot

Исследуем движение мобильного робота youBot 
по горизонтальной плоскости (подстилающей по-
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Введение

Все  чаще мобильные робототехнические си-
стемы, предназначенные для работы в стесненных 
условиях складских, производственных и подоб-
ных помещений, реализуются на базе платформ 
всенаправленного движения, оснащенных роли-
конесущими колесами. Примером такой системы 
является KUKA omniMove — мобильная платформа 
повышенной грузоподъемности, оснащенная ме-
канум-колесами (Mecanum wheel). На периферии 
меканум-колеса  располагаются тела качения — 
ролики, оси которых скрещиваются с осью колеса 
под углом 45° [1].

Обзор мобильных устройств с меканум-ко-
лесами, предназначенных для применения в 
различных сферах науки и техники; подробное 
сравнение меканум-платформ с другими видами 
платформ всенаправленного движения можно 
найти статьях [2, 3].

Объектом исследования настоящей работы яв-
ляется KUKA youBot (рис. 1, а, см. третью сторону 
обложки) — мобильная платформа всенаправ-
ленного движения с меканум-колесами (рис. 1, б,
см. третью сторону обложки), оснащенная од-
ним или двумя манипуляторами. Для этого ро-
бота создано свободное и открытое программное 
обеспечение, что позволяет использовать youBot 
для широкого класса научно-исследовательских 
и учебных задач.

Существующий программно-аппаратный ком-
плекс позволяет организовать управление робо-
том youBot на кинематическом и динамическом 
уровнях. В первом случае на вход системы управ-
ления подаются желаемые значения кинемати-
ческих параметров (проекции вектора скорости 
центра платформы, ее угловая скорость или угло-

1 Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ
16-01-00429-a.
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верхности, полу). Считаем, что манипулятор не-
подвижен относительно платформы.

Для описания кинематики платформы мо-
бильного робота введем неподвижную систему 
координат X ′Y ′Z ′ с горизонтальной плоскостью 
X ′Y ′ и связанную с платформой подвижную 
OXYZ с началом в геометрическом центре плат-
формы (рис. 2, см. третью сторону обложки).

Движение системы описывается 11 обобщен-
ными координатами (рис. 2): декартовыми коор-
динатами OX ′  и  OY ′  ее геометрического центра O; 
курсовым углом ψ = ∠(X ′, X); углами поворота ко-
леса относительно корпуса робота ϕi (i = 1, ..., 4); 
углами поворота роликов, контактирующих с 
подстилающей поверхностью, относительно дис-
ков колес γi (i = 1, ..., 4).

В рамках настоящей работы рассматривает-
ся идеальная модель движения меканум-колес. 
Считаем, что в каждый момент времени ролик 
колеса i движется без проскальзывания и отры-
ва от подстилающей поверхности, причем центр 
колеса Ci, центр оси ролика Ki и точка контакта 
Pi ролика с полом лежат на одной вертикальной 
прямой (рис. 2).

В соответствии с принятыми допущениями 
вектор скорости точки контакта 

iPV  равен [10]:

p[ , ] [ , ] [ , ] 0,
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W w w  (1)

где VO = {VX, VY, 0} — вектор скорости центра 
платформы; W, iw  и p iw  — соответственно век-
торы абсолютных угловых скоростей платформы, 
колеса i и его ролика, контактирующего с полом; 
[ , ] — операция векторного умножения. Пере-
численные векторы угловых скоростей равны
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где Ω = ψ�  — угловая скорость платформы; eY и eZ —
орты осей координатных X и Y; fi = {cosδi, sinδi, 0} —
единичный вектор оси ролика колеса i (рис. 2),
δ2 = δ3 = 45°, δ1 = δ4 = –45°. Здесь координаты векто-
ров указаны в подвижной системе OXYZ.

Выполнив необходимые преобразования для 
каждого из колес (i = 1, ..., 4), из формул (1) и 
(2) получаем выражения для угловых скоростей 
вращения колес и роликов:
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где R = |CiPi| — радиус меканум-колеса; r = |KiPi| — 
радиус поперечного сечения ролика; l и h — харак-
терные размеры платформы (рис. 2).

Соотношения (3) обосновывают всенаправ-
ленное свойство движения платформы — произ-
вольные законы изменения VX, VY и Ω могут быть 
реализованы за счет вращения роликонесущих 
колес. Например, для поступательного движения 
робота вбок (VX = 0, Ω = 0) вращение колес долж-
но выполняться со скоростями 2 3 1φ = φ = −φ =� � �

4 / ,YV R= −φ =�  а для вращения вокруг центра 
платформы (VX = 0, VY = 0) — со скоростями 

2 4 1 3φ = φ = −φ = −φ =� � � �  (l + h)Ω/R.

Модель динамики робота youBot

Составим уравнения движения робота, счи-
тая, что в сочленениях тел действуют линейные 
по скорости силы вязкого трения, а ролики и 
вращающиеся детали механических передач ко-
лес невесомы. Каждое колесо рассматриваемой 
системы оснащено отдельным электроприводом. 
Моменты, развиваемые этими приводами, обо-
значим Mi (i = 1, ..., 4) (рис. 2, см. третью сторону 
обложки).

Соотношения (3) определяют восемь неголо-
номных связей, налагаемых на динамику мо-
бильного робота youBot. Из его 11 обобщенных 
скоростей можно составить лишь три независи-
мые линейные комбинации, например
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и с помощью них описать динамику системы.
Для составления уравнений движения робота 

воспользуемся уравнениями Аппеля [10, 11].
Построение уравнений Аппеля для исследу-

емой системы подробно изложено в работе [12].
С учетом введенных выше допущений дина-

мика мобильного робота youBot описывается сле-
дующей системой уравнений:
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где m0 = m + 4m1 — общая масса робота; m — масса 
платформы со всем перевозимым оборудованием 
и грузом; m1 — масса колеса; I0 — момент инер-
ции робота относительно оси OZ; aX и aY — коор-
динаты центра масс платформы с оборудованием 
и грузом C в подвижной системе OXY (рис. 2);
I1 — момент инерции колеса относительно его 
оси; μ1 — коэффициент вязкого трения в сочле-
нениях колес и платформы; μ2 — коэффициент 
вязкого трения в осях роликов; FX, FY и MΩ — 
управляющие обобщенные силы и момент, кото-
рые выражаются через моменты приводов колес 
Mi, i = 1, ..., 4, по формулам
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Значения некоторых коэффициентов в систе-
ме (4) неизвестны и подлежат оцениванию.

Для удобства дальнейшего анализа введем 
нормализованные скорости и силы:
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и перепишем систему уравнений движения (4)
в следующей форме:
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— вектор неизвестных постоянных параметров 
(коэффициентов в уравнениях движения);

 ,
X

Y

V

V

M

M

M Ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

y

 

2

2 2

0 0

0 ;

0

X Y X X

Y X Y Y Y

X Y Y X

V V V V

V V V V V

V V V V

⎡ ⎤Ω − Ω Ω Ω −Ω −Ω Ω
⎢ ⎥
⎢ ⎥= Ω + Ω Ω Ω Ω −Ω Ω η Ω
⎢ ⎥
⎢ ⎥Ω Ω Ω Ω + Ω Ω Ω − Ω Ω Ω
⎣ ⎦

H

� � �

� � �

� � � �

( )/l h hη = +  — безразмерная длина.

Калибровочные движения.
Анализ наблюдаемости параметров

Рассмотрим задачу синтеза движения мобиль-
ной платформы из условия наблюдаемости всех 
искомых параметров и сходимости их оценок. 
Поставленная задача сводится к выбору законов 
изменения скоростей VX, VY и Ω, поскольку для 
отработки движений может быть использована 
существующая система управления кинематиче-
ского уровня.

Известно, что сходимость оценок параметров 
линейного объекта, вырабатываемых по гради-
ентному алгоритму идентификации, обеспечива-
ется, если на вход исследуемого объекта подать 
мультисинусоидальный сигнал [13, с. 366]. Экс-
периментально обнаружено, что при указанном 
способе формирования закона движения плат-
формы точность системы управления может быть 
неудовлетворительной (рис. 3). К тому же, во вре-

Рис. 3. Точность управления платформой в процессе отработки мультисинусоидальных законов изменения компонент скорости 
ее центра (1 — желаемые значения скоростей, 2 — их реализованные величины)
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мя выполнения "замысловатых" маневров в тече-
ние продолжительного времени могут нарушаться 
идеальные условия контакта колес с полом.

Рассмотрим несколько "простых" маневров 
робота (калибровочных движений), на совокуп-
ности которых обеспечивается наблюдаемость 
всех коэффициентов в уравнениях движения.

Калибровочное движение I представляет собой 
вращение платформы вокруг точки, лежащей на 
поперечной оси OY на расстоянии (l + h) от точ-
ки O. На таком движении VX = (l + h)Ω, VY = 0 
или, что то же самое, , 0

X YV VΩ = Ω Ω = . Угловая 
скорость Ω является T-периодической функцией, 
причем среднее за период значение ее куба равно 
нулю. Отметим, что на предложенном калибро-
вочном движении 1 3 2 40, .φ = φ = φ = φ� � � �

Грамиан наблюдаемости параметров модели 
мобильного робота на рассматриваемом движе-
нии равен
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Поскольку матрица WI распадается на бло-
ки, то совокупности параметров {x4}, {x6, x7} и
{x1, x2, x3, x5}, отвечающие этим блокам, можно 
оценивать независимо.

Граммиан WI вырожден (rgWI = 6), линейная 
комбинация параметров x1 + x2 + x5 на рассма-
триваемом калибровочном движении ненаблю-
даема.

Калибровочное движение II представляет собой 
вращение платформы вокруг точки, лежащей на 
продольной оси OX на расстоянии (l + h) от точ-
ки O. На таком движении VX = 0, VY = (l + h)Ω 
или, что то же самое, 0, .

X YV VΩ = Ω = Ω  Угловая 
скорость Ω является T-периодической функцией, 
причем среднее за период значение ее куба равно 
нулю. Отметим, что на предложенном калибро-
вочном движении 3 4 1 20, .φ = φ = φ = −φ� � � �

Найдем грамиан наблюдаемости параметров 
модели мобильного робота на рассматриваемом 
движении:
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Анализ структуры матрицы WII позволяет 
сделать вывод о том, что совокупности параме-
тров {x5}, {x6, x7} и {x1, x2, x3, x4} можно оценивать 
независимо.

Грамиан WII вырожден (rgWII = 6), линейная 
комбинация параметров x1 + x3 – x4 на рассматри-
ваемом калибровочном движении ненаблюдаема.

Поскольку нуль-пространства положительно 
полуопределенных матриц WI и WII не пересека-
ются, то матрица WI + WII является положитель-
но определенной. Таким образом, на последова-
тельности калибровочных движений I и II обе-
спечивается полная наблюдаемость оцениваемых 
параметров.

Калибровочное движение III представляет со-
бой периодическое поступательное движение 
платформы (Ω = 0), причем VX и VY являются 
линейно независимыми функциями. Анализ 
грамиана наблюдаемости показывает, что на та-
ком движении комбинации параметров x1 – x3 
и x2 полностью ненаблюдаемы, а совокупности
{x1 + x3}, {x4, x5} и {x6, x7} могут быть оценены не-
зависимо друг от друга.

Калибровочное движение IV представляет со-
бой равномерное прямолинейное движение цен-
тра платформы ( 0X YV V− Ω =�  и 0Y XV V+ Ω =� ), 
причем ее угловая скорость Ω изменяется по пе-
риодическом закону. Анализ грамиана наблюда-
емости показывает, что на таком движении пара-
метр x1 полностью ненаблюдаем. Калибровочное 
движение IV введено для улучшения наблюдае-
мости параметра x3.

Идентификация параметров модели робота

Построим рекуррентный алгоритм иденти-
фикации рассматриваемой системы, основыва-
ясь на методике решения задачи оперативного 
(on-line) оценивания параметров, примененной в 
работе [13] для манипуляционного робота.

Исходные данные для решения задачи иден-
тификации параметров робота youBot получены 
в результате экспериментальной реализации по-
следовательности калибровочных движений и из-
мерения скоростей вращения колес ( ),i tφ�  i = 1...4,
и моментов Mi(t) (рис. 4).

Зависимости продольной и поперечной ком-
понент скорости центра платформы VX(t) и VY(t), 
полученные в ходе выполнения последователь-
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ности калибровочных движений I, III, II и IV, 
представлены на рис. 5. Здесь калибровочное 
движение III представляет собой поступательное 
движение платформы вдоль окружности.

Матрица Н в соотношении (7) содержит не-
измеряемые ускорения. Для их исключения про-
ведем замену функций, линейно входящих в эле-
менты Н, по формулам [12, с. 146; 13, 14]
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где af > 0 — постоянный коэффициент. Здесь αk, 
αij и βk являются результатами обработки норма-
лизованных скоростей, их произведений, а также 

нормализованных сил апериодическими филь-
трами с передаточными функциями af/(p + af).

Подставив соотношения (8) в систему (7), по-
сле перегруппировки слагаемых и исключения 
производных новых переменных получаем
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где вектор e = (εi) удовлетворяет уравнению 
0,fa+ =�e e  а производные iα�  вычисляются в 

соответствии с соотношениями (8), например, 
3 3[ ].faα = Ω − α�  Далее экспоненциально затуха-

ющими величинами εi, i = 1...3, будем пренебре-
гать и примем z = Hzx.

Найдем вектор оценок параметров 	x , мини-
мизирующий квадратичный критерий
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где t0 — время начала оценивания. Вычисления 
проведем с помощью алгоритма, задаваемого 
следующими соотношениями [13, c. 371; 14]:
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где Р > 0, а время начала оценивания t0 выбира-
ется из условия пренебрежимой малости величин 
εi, i = 1...3, при t > t0. В работах [13, 14] этот алго-
ритм назван рекуррентным методом наименьших 
квадратов, а матрица P — матрицей усиления ал-

Рис. 4. Схема получения экспериментальных данных для решения задачи идентификации

Рис. 5. Зависимости, характеризующие продольные и по-
перечные компоненты скорости центра платформы на по-
следовательности калибровочных движений I—III—II—IV 
(1 — экспериментальные данные, 2 — идеальные параметры 
калибровочных движений)
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горитма идентификации. Заметим, что соотноше-
ния (10) совпадают c уравнениями фильтра Кал-
мана для случая аддитивных белошумных оши-
бок измерений единичной интенсивности [15].

Для вычисления оценок массы 
 0,m  моментов 
инерции 	0I  и 	1I , координат центра 
масс платформы 	Xa  и 	Ya , коэффи-
циентов трения 	1μ  и 	 2μ  использова-
лись построенные оценки 	 ix , а так-
же значения l = 0,15 м, h = 0,2355 м,
R = 0,0475 м, r = 0,014 м, m1 = 1,4 кг. 
Графики изменения некоторых из 
перечисленных оценок приведены на 
рис. 6.

По вектору оценок 	( )etx  при вре-
мени окончания оценивания te =
= 140 с найдены следующие оцен-
ки параметров робота: 
 0 35,3m =  кг,
	
0 4,4I =  кг•м2, 	 3

1 6,0•10I −=  кг•м2,
	 1,6Xa =  см, 	 2,6Ya = −  см, 	1μ =
= 0,11 Н•м•с и 	 3

2 5,78•10−μ =  Н•м•с.
Оценим точность, с которой по-

строенная математическая модель 
робота с найденными значения-
ми параметров описывает действи-
тельное поведение реальной систе-
мы. Соотнесем выходной вектор 
параметрической модели (9) z(t) =

т
1 2 3( ( ) ( ) ( )) ,t t t= β β β  построенный по измерени-

ям управляющих моментов, с вектором прогноза

 	 	 	 	 	т
1 2 3( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ).z et t t t t t= β β β = xz H

Рис. 6. Графики изменения оценок параметров системы:
а — оценка массы робота; б — оценки координат центра масс платформы; в — оценка коэффициента вязкого трения в сочле-
нениях платформы и колес; г — оценка коэффициента вязкого трения в осях роликов

Рис. 7. Точность параметрической модели робота на последовательности кали-
бровочных движений I—III—II—IV (1 — прогноз выходных переменных пара-
метрической модели робота, 2 — экспериментальные данные)
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Графики изменения прогнозируемых выходов 
параметрической модели (9) 	1β  и 	 2β , аппрокси-
мирующих экспериментальные зависимости β1
и β2, представлены на рис. 7.

Заключение

Построена неголономная математическая мо-
дель мобильной роботизированной платформы 
всенаправленного движения youBot. Предложена 
совокупность калибровочных движений робота, 
на которых обеспечивается полная наблюдае-
мость параметров системы (коэффициентов в 
уравнениях движения) и возможна декомпози-
ция задачи оценивания параметров. На основе 
полученной математической модели разработан 
алгоритм идентификации и получены оценки 
параметров мобильной платформы youBot.
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The object of the study is a mobile robot KUKA youBot. Because of two pairs of mecanum—wheels its platform has 
full omnidirectional motion capabilities. We consider ideal contact of the wheel rollers and the floor. Under this assumption 
a complete (kinematics and dynamics) non-holonomic model of the system is developed. The dynamical model of the 
mecanum-wheeled robot consider mass eccentricity of its platform and linear viscous friction in platform-and-wheel and 
wheel-and-roller joints. The motion equations are derived using Appel’s equations in terms of longitudinal and transversal 
velocities of the robot platform center, and rotational velocity of the platform. Values of the robot parameters (coefficients 
in the equations of motion) are not available and have to be determined. Calibration motions, such that all parameters 
are observable on them and it is possible to decompose identification problem, are designed. The physical robot inputs and 
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outputs are respectively the motor torques and the wheel rotational velocities (for each wheel). Using measurements of them 
and kinematics and dynamics relations longitudinal, transversal, and rotational velocities of the platform and generalized 
control forces in the equations of motion are computed. Because of the presence of the unmesaurable accelerations the 
equations of the robot motion can not be used directly for parameter estimation as a robot estimation model. To avoid 
the accelerations in the estimation model a filter technique is used. The " inputs" to the estimation model are the filtered 
versions of longitudinal, transversal, and rotational velocities of the platform. The estimation model "outputs" are filtered 
generalized control forces. The estimate of the parameters is generated by continuous-time recurrent least squares algorithm 
(LSM-estimator). Using experimental data measured on series of calibration motions the robot parameters is estimated.

Keywords: omnidirectional platform, Mecanum wheel, Ilon wheel, youBot, parameter estimation, non-holonomic system
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