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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Работа представляет собой расширенную и переработанную версию доклада, сделанного на конференции имени 
Е. С. Пятницкого в 2016 г.

Рассматриваются некоторые аспекты развития теории линейных матричных неравенств. Освещается ряд ре-
зультатов, полученных на начальном этапе развития этой теории как при разработке численных методов, так и 
при получении аналитических условий их разрешимости. Основное внимание сосредоточено на системе линейных ма-
тричных неравенств, возникающей при решении задачи абсолютной устойчивости. Е. С. Пятницким и его учениками 
показано, что разрешимость этой системы является критерием существования квадратичной функции Ляпунова и 
достаточным условием абсолютной устойчивости. Рассматриваются предпосылки, приведшие к данному результа-
ту. Показывается использование рассматриваемой системы неравенств для исследования устойчивости гибридных 
систем, описываемых дифференциальными включениями и системами с переключениями. Приводится анализ цити-
рования некоторых работ школы Пятницкого по теории устойчивости и теории систем линейных матричных не-
равенств, из которого следует востребованность результатов этих работ в настоящее время.

При разработке численных методов Е. С. Пятницким впервые показано, что вопрос о разрешимости системы 
линейных матричных неравенств сводится к задаче выпуклого программирования. Приводится интересный гради-
ентный алгоритм поиска решений такой системы.

При анализе аналитических условий разрешимости отмечается полученный автором совместно с Е. С. Пятницким 
критерий неразрешимости интересующей системы. В современных терминах этот результат можно рассматривать как 
описание допустимого множества в двойственной задаче полуопределенного программирования. Похожий результат при-
водится в известной книге С. Бойда с соавторами. В работе показывается, что результат Бойда и др. является простым 
следствием критерия неразрешимости. Здесь критерий неразрешимости обобщается и уточняется.
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Линейные матричные неравенства в задачах устойчивости: 
ретроспектива и теоретические аспекты1

ЛМН делает метод функций Ляпунова полно-
стью конструктивным, что ведет к чрезвычай-
но широкому использованию техники ЛМН. 
На русском языке использованию техники 
ЛМН посвящены монографии [1—3], вопросы 
применения ЛМН затрагиваются в книге [4], 
в учебнике [5] и огромном числе журнальных 
публикаций. Во введении книги [3] говорит-
ся, что роль линейных матричных неравенств 
"в теории управления стала ясна после появ-
ления книги С. Бойда с соавторами [6], а вы-
числительные средства для их решения появи-
лись после создания метода внутренних точек 
Нестерова и Немировского." К настоящему 
времени с момента выхода работы [6] прошло 
ровно 25 лет. Безусловно, работа [6] сыграла 

Введение

В  настоящее время латинская аббревиату-
ра LMI (Linear Matrix Inequality) и ее русский 
эквивалент ЛМН (линейное матричное нера-
венство) знакомы всем специалистам по тео-
рии управления и устойчивости. Роль ЛМН 
в теории устойчивости и управления в боль-
шинстве случаев обусловлена использованием 
квадратичных функций Ляпунова. Наличие 
эффективных методов численного решения 

1Работа выполнена при поддержке Программы фун-
даментальных научных исследований по приоритетным 
направлениям, определяемым Президиумом Российской 
академии наук, № 7 "Новые разработки в перспективных 
направлениях энергетики, механики и робототехники".



644 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 11, 2019

огромную роль в продвижении техники ЛМН 
в теорию управления. Говоря о роли книги [6], 
подчеркнем, что в библиографию включены
27 работ Е. С. Пятницкого и его учеников, из 
которых в 11 непосредственно рассматриваются 
вопросы теории ЛМН и методы их численно-
го решения. В данной статье рассматривается 
развитие теории ЛМН до появления работы [6]. 
Истории развития теории ЛМН посвящены 
разделы в книгах [5, 6], докладе [7]. В этих пу-
бликациях высоко оценен вклад школы Пят-
ницкого в теорию ЛМН. В настоящей работе, 
со своей точки зрения и опираясь на историче-
ские очерки [5—7], освещается ряд результатов 
Е. С. Пятницкого и его соавторов, которые, 
в известной степени, создавали предпосылки 
к тому, чтобы теория ЛМН стала теперь столь 
популярной. Особое внимание будет уделено 
работе [8] и одному результату из этой работы, 
который стал широко известным после выхода 
работы [6].

Предлагаемый ниже материал представляет 
собой расширенную и переработанную вер-
сию доклада [9], сделанного на конференции 
имени Пятницкого в 2016 г.

Рассматриваемый класс
линейных матричных неравенств

Отметим, что речь пойдет не об одном 
ЛМН ляпуновского типа, известного со вре-
мен А. М. Ляпунова, и не о ЛМН с ограниче-
ниями, которое было с блеском исследовано 
В. А. Якубовичем и его сотрудниками с помо-
щью S-процедуры и частотной теоремы [10], а 
о следующей системе ЛМН относительно сим-
метрической матрицы L (L = Lт)

 т 0, 1, , .s sA L LA s N+ < = …  (1)

Неравенство W < 0 (>0) для матрицы W = W  т

означает, что квадратичная форма xтWx яв-
ляется отрицательно (положительно) опре-
деленной, т. е. xтWx < 0 (>0) при x ≠ 0. В ра-
боте [11] говорится, что система (1) появилась 
в статье [12] и подразумевается в работе [13] 
как необходимое и достаточное условие суще-
ствования квадратичной функции Ляпунова 
в задаче абсолютной устойчивости системы 
с несколькими нелинейностями. К оговоркам, 
касающимся заявленного приоритета и при-
веденным в начале этого раздела, ниже еще 

будут добавлены разъяснения относительно 
результатов работы [14]. В свою очередь, в [12] 
система (1) приводится со ссылкой на работу 
[15] и, следовательно, своим появлением для 
задачи абсолютной устойчивости она обязана 
Е. С. Пятницкому, что логично вытекает из ра-
нее проведенных им исследований.

Абсолютная устойчивость
и линейные матричные неравенства

В своей докторской диссертации и работе 
[16] Е. С. Пятницкий использовал для решения 
задачи абсолютной устойчивости чрезвычайно 
популярную в то время теорию оптимального 
управления. Для этого им было показано, что 
задача абсолютной устойчивости в стандарт-
ной постановке эквивалентна устойчивости 
линейной нестационарной системы
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ловые матрица и векторы объекта; <•> — ска-
лярное произведение векторов. Если в качестве 
функции Ляпунова используется квадратичная 
форма v(x) = xтLx, то говорят, что v(x) — ква-
дратичная функция Ляпунова (КФЛ). Произво-
дная такой v(x) в силу системы (2) имеет вид
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т. е. линейно зависит от uj. Таким образом, не-
равенство ( , ) 0,v x u <�  x ≠ 0, достаточно прове-
рять лишь в крайних точках области изменения 
функции u(t), т. е. в вершинах m-мерного парал-
лелепипеда. Вершинами этого параллелепипе-
да H будут служить точки 
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(N = 2m), где величина hsj принимает одно из 
двух значений: 0 или kj. Поэтому требование 
отрицательной определенности квадратичной 
формы (3) при всех допустимых u эквивалентно 
выполнению системы (1), в которой матрицы As

имеют специальный вид: т
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Стоит отметить, что использование системы (2) 
для исследования задачи абсолютной устойчи-
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вости делает получение системы максимально 
простым и наглядным, однако не является не-
пременным условием для этого. В стандартной 
постановке задачи абсолютной устойчивости 
требуется, чтобы система
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была асимптотически устойчива в целом 

при любых нелинейностях 
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ϕ = ϕ  удов-
летворяющих секторным ограничениям 

20 ,j j j jkϕ σ σm m  1, .j m=  Производная КФЛ 
v(x) в силу системы (4) имеет вид (аналог (3))
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т. е. снова линейно зависит теперь от ϕj. Сек-
торные ограничения эквивалентны требова-
ниям [0, ]j j jkϕ ∈ σ  (или [ ,0]j j jkϕ ∈ σ ), 1, ,j m=  
поэтому неравенство ( , ) 0,v x u <�  x ≠ 0, доста-
точно проверять лишь в крайних точках об-
ласти изменения функций ϕj, т. е. при ϕj = 0 и 
ϕj = kjσj, что приводит в точности к системе (1) 
с матрицами As указанного выше вида.

Численные методы решения
линейных матричных неравенств

Работа [17] посвящена созданию численно-
го метода построения КФЛ для задачи абсо-
лютной устойчивости. В статье [8] аналогич-
ная задача решается для специальных диф-
ференциальных включений, которые будут 
описаны ниже. Поскольку в обоих случаях 
вопрос о существовании КФЛ сводится к во-
просу о разрешимости системы ЛМН (1), то, 
по-существу, и работа [8], и работа [17] по-
священы созданию численных методов реше-
ния системы неравенств (1). Подчеркнем, что 
Е. С. Пятницкий был активным сторонником 
и в определенном смысле первопроходцем 
во внедрении численных методов в процесс 
нахождения функций Ляпунова. По мне-
нию авторов работы [7], Е. С. Пятницкий и 
В. И. Скородинский были первыми [13, 15], 
кто сформулировал задачу поиска функции 
Ляпунова как задачу выпуклого программи-
рования и затем применили алгоритм, гаран-
тирующий решение этой задачи.

Кратко изложим численный метод решения 
системы (1) из работы [8]. Систему (1) можно 
заменить одним ЛМН, если матрицы, стоящие 
в левых частях неравенств в (1), разместить 
в качестве диагональных блоков большой ма-
трицы и потребовать ее отрицательной опреде-
ленности. Квадратичная форма, соответству-
ющая этой большой матрице, имеет вид

 т т
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где вектор X является объединением N век-
торов xs ∈ Rn. Теорема 2 из работы [8] уста-
навливает связь между множеством седловых 
точек функции F(L, X ) и множеством C всех 
решений системы (1): если C ≠ ∅, то множество 

{( ; ) : , 0}D L X L C X= ∈ =� � � �  является множеством 
всех седловых точек функции F(L, X ) из (6). 
Здесь и далее верхняя черта над множеством 
означает его замыкание.

Для поиска седловых точек функции (6) 
в работе [8] используется градиентный алго-
ритм вида

 ( , ) , ( , ) ,X F L X X L F L X L= ∂ ∂ = − ∂ ∂� �  (7)

для которого при C ≠ ∅ устанавливается по-
точечная сходимость решений (7) при любых 
начальных условиях к точкам вида ( ; ),L X� �  

0.X =�  С этой целью метод функций Ляпуно-
ва используется уже для дифференциальных 
уравнений поискового алгоритма (7), причем 
в весьма интересной форме: используется на-
бор функций Ляпунова, которые монотонно 
изменяются вдоль решений (7), но не являют-
ся положительно определенными.

В работе [11] теорема 2 [8] и результат 
о сходимости решений (7) цитируются весь-
ма подробно (им посвящен отдельный раздел:
"7.4. Kamenetskii-Pyatnitskii saddle point method") 
и даже эмоционально. В [11] говорится, что 
В. А. Каменецкий и Е. С. Пятницкий доказа-
ли "the remarkable fact" о сходимости решений 
системы (7) при любых начальных условиях 
к седловым точкам функции (6) в случае, если 
C ≠ ∅, и несмотря на то что (6) не является во-
гнутой по X при всех L. На самом деле в работе 

[8] показано, что предельные точки ( ; ) ,L X D∈� �  
кроме случаев сходимости решений (7) к не-
устойчивым стационарным точкам.
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Устойчивость гибридных систем
и линейные матричные неравенства

Поскольку специфика матриц As при разра-
ботке численных методов не играет той роли, 
как при получении частотных критериев [12], 
то естественно перейти от задачи абсолютной 
устойчивости систем (2) и (4) к задаче устойчи-
вости дифференциального включения [8]

 ( ), ( ) { : , },x F x F x y y Ax A A∈ = = ∈�  (8)

где A  — выпуклый многогранник в линейном 
пространстве RnЅn матриц порядка n. Счита-
ем, что многогранник A  задается своими вер-
шинами As, 1, ,s N=  т. е. 1conv{ , , }.NA A A= …  
Матрицы As теперь произвольного вида. Тре-
бования к производной функции Ляпунова 
v(x) для анализа устойчивости включения (8) 
с компактным F(x) сводятся к неравенству [18]

 
( )

/ , 0, 0.max
y F x

v x y x
∈

〈∂ ∂ 〉 < ≠  (9)

В случае КФЛ v(x) = xтLx функция под зна-
ком max в (9) имеет вид 2 ,Lx y〈 〉  и линейно 
зависит от y. Поскольку максимум линейной 
функции на многограннике достигается 
в крайних точках (вершинах), т. е. при y = Asx, 
то существование КФЛ v(x) = xтLx, удовлетво-
ряющей (9), эквивалентно разрешимости (1) 
при произвольных As, которые определяют (8).

В настоящее время весьма популярно изуче-
ние устойчивости гибридных систем, особенно 
систем с переключениями [19—21]. Наиболее 
простым классом таких систем являются си-

стемы с переключениями линейных автоном-
ных правых частей (линейные системы с пере-
ключениями). Множество решений линейных 
систем с переключениями является подмноже-
ством решений соответствующего включения 
(8), если в нем ограничиться кусочно-постоян-
ными и односторонне непрерывными в точках 
разрыва селекторами. Как отмечено в работе 
[20], замыкание множества решений линейной 
системы с переключениями совпадает с мно-
жеством решений включения (8), что вполне 
понятно, если принять во внимание некоторые 
свойства дифференциальных включений и то, 
как соотносятся кусочно-постоянные и изме-
римые функции. Таким образом, устойчивость 
линейных систем с переключениями при про-
извольных переключениях эквивалентна устой-
чивости дифференциального включения (8). Ре-
зультаты А. П. Молчанова и Е. С. Пятницкого 
[22, 23], Е. С. Пятницкого и Л. Б. Рапопорта [24] 
по устойчивости включения (8) остаются осно-
вополагающими применительно к задаче устой-
чивости систем с переключениями и широко 
цитируются (см., например, [20, 21] и таблицу).

Перечисленные в таблице работы Е. С. Пят-
ницкого и его учеников приведены также в ра-
ботах [25], [8], [23], [24] в томе I, [15] в томе II. 
Среди перечисленных работ, конечно, выделя-
ется статья [23] как по масштабу приведенных 
в ней результатов, так и по значению этих ре-
зультатов для теории устойчивости, в том чис-
ле и систем с переключениями. К сожалению, 
пик цитирований этой работы приходится на 
те годы, когда оба автора уже не могли порадо-
ваться своему заслуженному успеху.

Число цитирований по годам работ школы Пятницкого (по данным Scopus)

The number of citations by the years of publications of school of Pyatnitskiy (according to Scopus)

Год 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 87-02

PS [15] 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 5 0 2 0 1 2 15

KP [8] — 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 3

MP [23] — — — — — — — 1 0 2 3 4 4 10 7 9 40

PR [24] — — — — — — — — — 1 0 0 0 1 1 1 4

Год 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 03-18

PS [15] 1 1 0 4 0 0 0 1 0 0 1 1 2 0 0 0 11

KP [8] 1 4 1 5 2 1 5 3 1 4 1 0 1 3 6 5 43

MP [23] 8 12 14 14 17 14 21 17 16 8 26 17 13 19 14 6 236

PR [24] 3 5 4 8 11 3 3 4 8 2 5 4 4 1 2 0 67
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В работах по линейным системам с пере-
ключениями для КФЛ, доставляющих реше-
ние системе (1), используется термин — об-
щая квадратичная функция Ляпунова (ОКФЛ, 
Common Lyapunov function). Термин удачный, 
действительно, из (1) видно, что v(x) = xтLx 
является КФЛ для каждой линейной стацио-
нарной системы sx A x=�  (Linear Time-Invariant, 
LTI). Вместе с тем, в соответствии с (9) эта КФЛ 
является функцией Ляпунова для включения 
(8) (обратите внимание на год выхода работы 
[18]). Здесь уместно отметить, что термины 
"система с переключениями" и "общая функ-
ция Ляпунова" используются (по-видимому, 
впервые) в работе [26] для систем второго по-
рядка с переключениями между однородными 
системами.

Критерий неразрешимости системы
линейных матричных неравенств

Наконец, обратимся к следующему резуль-
тату, приведенному в работе [8] в виде вспомо-
гательного.

Лемма 1 [8]. Система матричных неравенств 
(1) не имеет решения если и только если суще-
ствуют такие, не равные нулю одновременно, 
матрицы Ns l 0, что

 т

1
( ) 0.

N

s s s s
s

A N N A
=

+ =∑  (10)

Решение каждого неравенства в системе (1) 
представляет собой открытый выпуклый ко-
нус, а наличие общего решения означает не 
пустое пересечение этих конусов. Из теории 

выпуклого анализа следует, что пустое пере-
сечение таких конусов эквивалентно наличию 
в сопряженных конусах элементов, не равных 
одновременно нулю, чья сумма равна нулю. 
Именно это и отражает соотношение (10).

Непосредственно лемма 1 используется в ра-
ботах [27, 28]. Во многом благодаря лемме 1 ци-
тирование работы [8] за последние 10 лет увели-
чилось на порядок (см. таблицу, рисунок).

В работе [6, с. 9] приводится следующий ре-
зультат, который для удобства сформулируем 
в виде утверждения.

Утверждение 1. У системы

 т0, 0, 1, , ,s sL A L LA s N> + < = …  (11)

отсутствует решение тогда и только тогда, когда 
существуют Ns l 0, не равные одновременно 0, 
такие что

 т
0

1
( ) .

N

s s s s
s

A N N A N
=

+ =∑  (12)

В библиографических комментариях к раз-
делу по поводу утверждения 1 в работе [6, с. 29] 
говорится, что в случае системы неравенств 
ляпуновского типа "эти" условия неразреши-
мости даются в работах [14] и [8, 17]. Отметим 
сразу, что в статье [17] результат, аналогичный 
лемме 1, отсутствует. В работе [14] рассматри-
ваются линейные алгебраические неравенства, 
аргументами которых являются эрмитовы ма-
трицы. Рассматривается чрезвычайно общая 
формулировка задачи о разрешимости таких 
неравенств. Одним из результатов является 
известная теорема о разрешимости Беллма-
на—Фаня. Попытки вывести в готовом виде 
лемму 1 (утверждение 1) из результатов [14] не 
привели к успеху. Кроме этого, в работе [14] 
соотнесение рассматриваемой там задачи с во-
просами устойчивости исчерпывается конста-
тацией того факта, что в самом тривиальном 
случае эта задача мало отличается от матрич-
ного уравнения Ляпунова с –E в правой части.

Другое дело — это используемая в работе [14] 
методика. Стоит выделить три момента. Во-
первых, используется техника выпуклых ко-
нусов. Во-вторых, исследование разрешимо-
сти системы матричных неравенств сводится 
к применению теоремы отделимости (см., на-
пример, [29, с. 124]). Наконец, система матрич-
ных неравенств сводится к одному "большому" 

Увеличение цитирований [8] по годам
Increasing of citations of [8] by the years
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матричному неравенству, матрица которого 
сформирована из диагональных блоков, кото-
рыми служат матрицы отдельных неравенств 
исходной системы.

В литературе в основном цитируется со-
отношение (12) со ссылкой на работу [6], что 
естественно, учитывая популярность моно-
графии [6] (см., например, [19, с. 28]), тем при-
ятнее находить работы более щепетильных 
авторов [20, 27, 30]. В [20] приводится (10) со 
ссылкой на [8] и (12) со ссылкой на [6] и от-
мечается, что второе легко следует из перво-
го. В работе [27] приводится вариант леммы 1 
для комплексных матриц (теорема 5 в [27]) и 
говорится, что задача нахождения ОКФЛ мо-
жет быть переформулирована как задача по-
луопределенного программирования. Затем 
переход к двойственной задаче приводит к те-
ореме 5 [27]. Там же отмечается, что трактовка 
этих идей дается в работе [31], а доказатель-
ство можно найти в статье [8].

Обсуждение результата леммы 1 было бы не-
полным, если не уделить внимание работе [31], 
которая в статье [27] названа "expozitory pa-
per". В этой работе показывается, как широ-
кий круг задач теории управления может быть 
решен с использованием тех моментов из ме-
тодики [14], о которых говорилось выше. При-
менительно к интересующей нас системе (1) 
в работе [31] рассматривается ее комплексный 
вариант из двух неравенств, дополненный тре-
бованием L > 0, ссылка на [8] отсутствует.

Отметим, что несмотря на приведенную ци-
тату и название работы [31] лемма 1 не имеет 
прямого отношения к задаче полуопределенно-
го программирования [32], так как задача полу-
определенного программирования — это в пер-
вую очередь экстремальная задача, а лемма 1 
всего лишь дает двойственное описание множе-
ства, являющегося допустимым в этой задаче.

Сопоставления, обоснования, пояснения

Покажем, что приведенное утверждение 1 [6] 
является тривиальным следствием леммы 1 [8]. 
Система (11) отличается от системы (1) наличи-
ем дополнительного неравенства L > 0. Пред-

ставим это неравенство в виде т
0 0 0A L LA+ <  

при A0 = –(1/2)En, где En — единичная матрица 
порядка n. Следовательно, система (11) пред-
ставлена в виде (1), и по лемме 1 [8] у этой си-
стемы отсутствует решение тогда и только тог-

да, когда существуют Ns l 0, не равные одно-
временно 0, такие что

 

т т
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Последнее соотношение в точности совпа-
дает с (12).

Обоснование утверждения 1, которое дано 
в работе [6], фактически используется в ста-
тье [31] в качестве теоретического фундамента 
(тео рема 1 [31]). Остановимся на этом попод-
робнее. Пусть S n — пространство симметриче-
ских n Ѕ n матриц (S n ⊂ RnЅn). В работах [6, 31] 
ЛМН рассматривается в канонической форме

 
1

[ ] 0,
m

i i
i

R x x A
=

= <∑  (14)

где xi ∈ Rm, Ai ∈ Sn. В [6, 31] в выражении для 
R[x] еще присутствовал свободный член A0, 
который в (14) отброшен, чтобы неравенство 
было действительно линейным по x, а не аф-
финным.

Пусть сначала система (1) состоит из одного 
неравенства

 т 0.A L LA+ <  (15)

О том, как неравенство (15) представить 
в канонической форме (14), можно посмотреть, 
например, в работе [3, с. 124]. В этом случае раз-
мерность вектора x совпадает с размерностью 
пространства S  n, т. е. m = n(n + 1)/2. Вектор x
этом случае отождествляется с симметриче-
ской матрицей X ∈ Sn. Неравенство (14) мож-
но еще представить как уравнение на конусе
R[X ] = Y, Y ∈ –K+, как это делается в работе [33]. 
Здесь K+ — конус положительно определенных 
матриц. Конус K+, как известно [33, 34], яв-
ляется открытым конусом, причем его замы-
кание K +  (конус неотрицательных матриц) 
есть самосопряженный конус, т. е. ( ) .K K+ ∗ +=  
Напомним, что конус K*, сопряженный кону-
су K по отношению к стандартному скаляр-
ному произведению , tr( )W V W V〈 〉 =  в про-
странстве S  n, определяется соотношением 

{ : , 0, }.K W W V V K∗ = 〈 〉 ∈l
Отсутствие решений у ЛМН (14) означает, 

что [ ]nR S K − = ∅∩  (K– = –K+). Тогда по тео-
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реме отделимости [29, с. 124] существует N ∈ Sn,
N ≠ 0, такой что , ,N Y N W〈 〉 〈 〉l  для любых
Y ∈ R[Sn] и W ∈ K–, или , [ ] ,N R X N W〈 〉 〈 〉l  для 
любых X ∈ Sn и W ∈ K–. Последнее соотноше-
ние можно переписать следующим образом:

 [ ], , , , ,nR N X N W X S W K∗ −〈 〉 〈 〉 ∈ ∈l  (16)

где оператор R*[•], сопряженный оператору 
R[•] по отношению к стандартному скалярно-
му произведению в пространстве S n, опреде-
ляется соотношением , [ ] [ ], ,W R V R W V∗〈 〉 = 〈 〉  
которое должно выполняться для любых W,
V ∈ S n. Выполнение условия (16) при некото-
ром W�  и любых X ∈ S n возможно, если и толь-
ко если R*[N] = 0. Таким образом, (16) при-
обретает вид: , 0N W〈 〉 l  для любых W ∈ K+, 
откуда следует, что ( )N K K+ ∗ +∈ =  или N l 0.

Оператор R*[•], сопряженный оператору из 
(15), определяется соотношением
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т т
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L WA AW L R W∗

〈 〉 = 〈 + 〉 =

= + = + =

= 〈 + 〉 = 〈 〉

 (17)

Таким образом, т[ ] .R W WA AW∗ = +  В ре-
зультате пришли к выводу, что у неравенства 
(16) отсутствует решение тогда и только тогда, 
когда существует матрица N l 0, N ≠ 0, такая 
что NAт + AN = 0.

Исходя из этого результата в работе [31] до-
казывается известный результат [27, 35]: не-
равенство (15) разрешимо, если и только если 
матрица A обладает регулярной инерцией (до-
казательство приводится для комплексного 
случая, но результат верен и для действитель-
ного). Напомним, что инерцией матрицы A на-
зывается [27, 35] упорядоченная тройка чисел:

 0In( ) ( ( ), ( ), ( )),A i A i A i A+ −=

где i+(A), i–(A), i0(A) — число собственных чи-
сел матрицы A с положительной, отрицатель-
ной и нулевой действительными частями со-
ответственно. Если i0(A) = 0, то матрица A об-
ладает регулярной инерцией.

От одного неравенства вернемся к систе-
ме (1). В доказательстве леммы 1 [8] говорится,
что из гурвицевости матриц As следует невы-
рожденность (обратимость) линейных опера-

торов т[ ] .s s sR L A L LA= +  Ключевые слова здесь 
не гурвицевость матриц, а невырожденность 
линейных операторов. Гурвицевость матриц As,
очевидно, предполагается в утверждении из 
работы [6], так как это является необходи-
мым условием совместности системы (11). На 
самом деле лемма 1 [8] справедлива при усло-
вии невырожденности операторов Ляпунова 

т[ ] ,s s sR L A L LA= +  т. е. при ( ) ( ) 0,i s j sA Aλ + λ ≠  
, 1, ,i j n=  1,s N=  (при таких условиях лемма 1 

приведена в кандидатской диссертации авто-
ра, 1984 г.). Таким образом, лемма 1 примени-
ма для исследования разрешимости (1) в зада-
чах абсолютной неустойчивости систем (2) и 
(4) и неустойчивости включения (8). В работе 
[8] рассматриваются как задача устойчивости, 
так и задача неустойчивости, поэтому отсут-
ствие соответствующих разъяснений в доказа-
тельстве леммы 1 [8] теперь можно объяснить 
только стремлением к краткости изложения.

В работах [8, 17, 36] все результаты обобща-
ются на системы матричных неравенств обще-
го вида

 [ ] 0, 1, , ,sR L s N< = …  (18)

где Rs[•] — линейные операторы в простран-
стве Sn. В случае т[ ]s s sR L A L LA= +  система 
(18) совпадает с (1). Приведем полную версию 
леммы 1 для системы (18) из упомянутой дис-
сертации.

Лемма 2. Пусть в (18) Rs[•] являются не-
вырожденными и имеют обратные операторы 

1[•]sR − . Тогда система матричных неравенств 
(18) не имеет решения в том и только в том 
случае, если существуют такие не равные нулю 
одновременно матрицы Ns l 0, что

 
1

[ ] 0,
N

s s
s

R N∗

=
=∑  (19)

где [•]sR ∗   — оператор, сопряженный операто-
ру Rs[•].

Доказательство леммы 2. Пусть множество Cs
представляет собой совокупность всех реше-
ний s-го неравенства Rs[L] < 0 из системы (18). 
Следовательно, множество C всех решений си-
стемы (18) является пересечением конусов Cs, 
т. е. 1 .N

ssC C== ∩  В соответствии с теоремой 
Дубовицкого—Милютина [37] пересечение вы-
пуклых открытых конусов Cs пусто в том и 
только в том случае, если существуют такие не 
равные одновременно нулю матрицы Ms, что
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1

0, , 1, , ,
N

s s s
s

M M C s N∗

=
= ∈ = …∑  (20)

где sC ∗  — конус, сопряженный конусу Cs. 
Очевидно, что Cs является образом конуса 
K  – при линейном отображении 1[ ],sR − ⋅  т.  е. 

1[ ].s sC R K− −=  Матрицы Ns определим через 
матрицы Ms с помощью соотношений

 1( ) [ ], 1, , ,s s sN R M s N− ∗= − = …  (21)

где 1( ) [ ]sR − ∗ ⋅  — оператор, сопряженный опера-
тору 1[ ].sR − ⋅  Из невырожденности операторов 
получим

 1 1(( ) ) [ ] [ ], 1, , .s s s s sM R N R N s N− ∗ − ∗= − = − = …  (22)

Последнее соотношение вместе с (20) дает (19).
Осталось показать, что для матриц Ns из (21) 

справедливы соотношения Ns l 0. Для скаляр-
ного произведения матрицы Ns и произволь-
ной матрицы W ∈ K  + имеем соотношение
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1
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, [ ] 0.

s s s

s s

N W R M W

M R W
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−

〈 〉 = 〈− 〉 =

= 〈 − 〉 l
 (23)

Поясним последнее неравенство. s sM C ∗∈  
означает, что , 0sM L〈 〉 l  при всех L ∈ Cs,
а 1[ ] .s sR W C− − ∈  Таким образом, из соотноше-
ния (23) следует, что ( ) ,sN K K+ ∗ +∈ =  s = 1, ..., N.
Лемма 2 доказана.

Разумеется, в случае одного неравенства 
подход, основанный на теореме Дубовицкого—
Милютина, требует изменений. Как сказано 
выше, отсутствие решений у ЛМН (14) означа-
ет, что [ ] .nR S K − = ∅∩  Множества R[S n] и 
K  – — выпуклые конусы, причем K  – — откры-
тый. Поэтому по теореме Дубовицкого—Милю-
тина [37] пересечение этих конусов пусто тогда 
и только тогда, когда существуют такие не рав-
ные одновременно нулю матрицы N1 ∈ (R[S n])* 
и N2 ∈ (R–)*, что N1 + N2 = 0. N1 ∈ (R[S n])* оз-
начает, что 1, 0N P〈 〉 l  при всех P ∈ R[S n] или

 т т
1 1 1, , 0N A X XA N A AN X〈 + 〉 = 〈 + 〉 l  (24)

при всех X1 ∈ S n, что возможно только если 
т

1 1 0.N A AN+ =  Вместе с тем N2 ∈ (K –)* озна-
чает, что 2, 0N W〈 〉 l  при всех W ∈ K  – или 

1 2N N K += − ∈  — искомые соотношения по-
лучены.

В теореме 5 [27] и преамбуле к ней гурви-
цевость матриц As (равно как и невырожден-

ность соответствующих операторов) не огова-
ривается. Тем не менее лемма 1 в работе [27] 
используется для исследования системы (1), 
в которой матрицы As всего лишь обладают 
регулярной инерцией. В связи с этим возни-
кает вопрос о справедливости леммы 1 для та-
ких матриц. Требование регулярной инерции 
матриц As в (1) применительно к системе (18) 
эквивалентно требованию разрешимости каж-
дого из неравенств этой системы по отдель-
ности. Требование это ограничительным не 
является. Если в системе (18) i-е неравенство 
неразрешимо, то, принимая во внимание при-
веденное выше условие неразрешимости одно-
го неравенства, для выполнения соотношения 
(19) в нем достаточно положить все Ns = 0 при 
s ≠ i. Исходя из этого сделаем необходимые по-
правки в лемме 2.

В доказательстве леммы 2 до формулы (20) 
все остается по-прежнему, а дальше появляют-
ся обратные операторы, которых теперь нет. 

Поэтому рассмотрим множества [ ]s sD R K∗ +=  — 
образы K  + при действии операторов [ ].sR ∗ ⋅  
Каждое Ds — конус, сопряженное к нему мно-
жество sD ∗  определяется соотношением

 т

т

{ : , 0, }

{ : , 0, }

{ : , 0, }.

s s

s s

s s

D M M P P D

M M WA A W W K

M A M MA W W K

∗

+

+

= 〈 〉 ∈ =

= 〈 + 〉 ∈ =

= 〈 + 〉 ∈

l

l

l

 (25)

Таким образом, ( ) .s sD C∗− =  Так как 
( ) ( )K K∗ ∗=  (см., например, [38, с. 25]), то 
( ) ( ) ( ) .s s sD C C∗ ∗ ∗ ∗− = =  Так как ,s sD D=  то 
( ) ( )s s sD D C∗ ∗ ∗− = − =  (см. там же, с. 26). Теперь 
понятно, что матрицы s sM C ∗∈  из (20) мож-
но определить соотношением [ ],s s sM R N∗− =  

,sN K +∈  s = 1, ..., N. В результате получена сле-
дующая модификация (расширение) леммы 2.

Лемма 2*. Система матричных неравенств 
(18) не имеет решения в том и только в том 
случае, если существуют такие не равные нулю 
одновременно матрицы Ns l 0, что выполнено 
соотношение (19).

Для полноты картины приведем доказа-
тельство леммы 2*, используя методику работ 
[6, 14, 31]. В соответствии с этой методикой си-
стема матричных неравенств (18) сводится 
к одному "большому" матричному неравенству, 
матрица R[L] которого сформирована из N диа-
гональных блоков, которыми служат матрицы 
Rs[L]  отдельных неравенств исходной систе-
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мы, т.  е. 1[ ] diag( [ ], , [ ]).NR L R L R L= …  Таким 
образом, определен оператор [ ] : ,nR L S → S  где 

... .n n nNS S S= × × ⊂S  Скалярное произведе-
ние в пространстве S определяется соотноше-

нием 
1 1

, , tr( ),
N N

s s s s
s s

W V W V W V
= =

〈 〉 = 〈 〉 =∑ ∑S  W =

= diag(W1, ..., WN), V = diag(V1, ..., VN), Ws, Vs ∈ S n.
Аналогом конуса K + в пространстве S служит 
множество (конус) .K K+ + += × ×�K

Отсутствие решений у системы (18) означа-
ет, что [ ]nR S − = ∅∩K  ( )− += −K K . Тогда по 
теореме отделимости [29, с. 124] существует 

1diag( , , ) ,NN N N= ∈… S  N ≠ 0, такой что 
, ,N Y N W〈 〉 〈 〉lS S  для любых Y ∈ R[S n] и

W ∈ K  –, или , [ ] ,N R X N W〈 〉 〈 〉lS S  для любых
X ∈ S  n и W ∈ K  –. Последнее неравенство мож-
но переписать следующим образом:

 [ ], , , , ,nR N X N W X S W∗ −〈 〉 〈 〉 ∈ ∈l KS  (26)

где оператор R*[•], сопряженный оператору 
R[•] по отношению к скалярному произведе-
нию в пространстве S, определяется соотно-
шением

 
1 1

1

, [ ] , [ ] [ ],

[ ], [ ], ,

N N

s s s s
s s

N

s s
s

W R V W R V R W V

R W V R W V

∗

= =

∗ ∗

=

〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 =

= = 〈 〉

∑ ∑

∑

S

которое должно выполняться для любых W ∈ S

и V ∈ Sn, т.  е. 
1

[ ] [ ].
N

s s
s

R W R W∗ ∗

=
= ∑  Выполнение 

(26) при некотором W�  и любых X ∈ Sn возмож-

но если и только если 
1

[ ] [ ] 0.
N

s s
s

R N R N∗ ∗

=
= =∑  Та-

ким образом, (26) приобретает вид: , 0N W〈 〉 lS  
для любых W ∈ K +, откуда следует, что
N ∈ (K +)*. Действительно,

1
( ) : , , 0, .

N

s s s
s

N N W N W W K+ ∗ +

=

⎧ ⎫= 〈 〉 = 〈 〉 ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑SK l

Другими словами, ( ) K K+ ∗ + + += × × =�K K  
и 1diag( , , ) ( )NN N N + ∗= ∈… K  означает, что 

sN K +∈  и Ns l 0. "Другое" доказательство 
леммы 2* завершено.

Вопрос о наличии ОКФЛ для дискретной 
системы с переключениями (дискретного 
включения) сводится [8] к вопросу о разреши-
мости системы

 т 0, 1, , .s sA LA L s N− < = …  (27)

В работе [31] для исследования системы (27) 
предлагается с помощью дробно-линейного 
преобразования перейти к исследованию эк-
вивалентной системы (1). Этого можно не де-
лать. Оператор R*[•], сопряженный дискретно-

му оператору Ляпунова т[ ] ,R L A LA L= −  опре-
деляется соотношением

 

т

т т

т

[ ], ,

tr( ) tr( ( ))

, , [ ] .

R L W A LA L W

A LAW LW L AWA W

L AWA W L R W∗

〈 〉 = 〈 − 〉 =

= − = − =

= 〈 − 〉 = 〈 〉

 (28)

Таким образом, т[ ] .R W AWA W∗ = −  Систе-
ма (27) совпадает с системой (18) при 

т[ ] ,s s sR L A LA L= −  ее разрешимость определя-
ется леммой 2*, в которой сопряженные опера-
торы имеют вид т[ ] .s s sR W A WA W∗ = −

Приведенный в следующем разделе пример 
является, с одной стороны, искусственным и эк-
зотическим, с другой стороны, показывает, как 
можно использовать лемму 2* для получения ус-
ловий локализации собственных чисел матриц.

Пример

Приведем пример следующей системы из 
двух матричных неравенств:

 
т

1
т

2

[ ] 0;

[ ] 0.

R L A L LA

R L A LA L

= + <

= − <
 (29)

Операторы [ ],sR W∗  сопряженные операто-
рам из (29), определяются соотношениями (17) 
и (28), т. е. имеют вид

 т т
1 2[ ] , [ ] .R W WA AW R W AWA W∗ ∗= + = −

В соответствии с леммой 2* соотношение, 
определяющее совместность системы (29), 
имеет вид

 т т
1 1 2 2 0.N A AN AN A N+ + − =  (30)

Если из соотношения (30) и Ns l 0 следует 
N1 = N2 = 0, то система (29) разрешима. Однако 
из этого не следует, что решения положитель-
но определены (L > 0), или матрица A гурвице-

ва ( )max Re ( ) 0i
i

Aλ <  или шурова ( )max ( ) 1i
i

Aλ <  

( 0L >/  — случай неустойчивости). Если в си-
стеме (29) дополнительно потребовать гурви-
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цевость матрицы A, то из ее совместности бу-
дет автоматически следовать L > 0 и шуровость 
матрицы A, если потребовать шуровость ма-
трицы A, то автоматически получим L > 0 и 
гурвицевость A (L > 0— случай устойчивости). 
Если в системе (29) дополнительно потребо-
вать L > 0, то к системе (29) добавится третье 
неравенство 0[ ] 0,R L L= − <  0[ ] .R W W∗ = −  В со-
ответствии с леммой 2* совместность расши-
ренной системы из трех неравенств определя-
ется соотношением

 т т
0 1 1 2 2 0.N N A AN AN A N− + + + − =  (31)

Если из соотношения (31) и Ns l 0 следует
Ns = 0, то расширенная система совместна (ана-
лог утверждения 1), а из ее совместности ав-
томатически следует и гурвицевость, и шуро-
вость матрицы A. В этом случае все собствен-
ные числа матрицы A расположены в левом 
открытом единичном полукруге комплексной 
плоскости.

Заключение

В работе дается краткий обзор результатов, 
полученных на начальном этапе развития тео-
рии ЛМН. В работе [11] говорится, что систе-
ма (1) впервые рассмотрена в работах школы
Е. С. Пятницкого. Вместе с тем в работе[14] рас-
сматривается система матричных неравенств 
гораздо более общего вида, чем система (1). 
Выбирая индексы в системе из работы [14], 
можно получить систему (1). В [14] практиче-
ски отсутствует соотнесение рассматриваемой 
там задачи с вопросами устойчивости. В рабо-
тах Е. С. Пятницкого и его учеников система 
(1) появляется как необходимое и достаточное 
условие, говоря современным языком, суще-
ствования ОКФЛ. Таким образом, приходим 
к выводу: в работе [14] система (1) присутству-
ет в качестве алгебраического объекта, а в ра-
ботах [12, 15] — как критерий существования 
ОКФЛ в задаче устойчивости.

В работе показано, что утверждение 1 [6] яв-
ляется простым следствием леммы 1, но дело не 
только в этом. Дополнительное условие L > 0 
в утверждении 1 с необходимостью влечет тре-
бование гурвицевости матриц As, что означает 
невырожденность соответствующих операто-
ров. Требование невырожденности снимается 
в полученной здесь лемме 2*, которая обобщает 
и уточняет лемму 1. Доказательство леммы 2* 

дается как с помощью теоремы Дубовицкого—
Милютина (методика [8]), так и с помощью ме-
тодики из работы [14]. Востребованность и ци-
тируемость (что, к сожалению, не всегда одно и 
то же) работы [8] (см. таблицу) имеет огромную 
задержку по времени, которая скорее означает 
не тот факт, что работа слабая, а то, что работа 
опередила свое время.
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Abstract

Some aspects of the development of the theory of linear matrix inequalities are considered. A number of results obtained 
at the initial stage of the development of this theory, both in the development of numerical methods and in obtaining analyti-
cal conditions for their solvability, are highlighted. The main attention is focused on the system of linear matrix inequali-
ties arising in solving the absolute stabi lity problem. E. S. Pyatnitskiy and his followers showed that the solvability of this 
system is a criterion for the existence of a quadratic Lyapunov function and a sufficient condition for absolute stability. 
The prerequisites leading to this result are considered here. The use of the considered system of inequalities for studying 
the stability of hybrid systems described by differential inclusions and switching systems is shown. An analysis is given of 
citing some works of Pyatnitskiy’s school on the theory of stability and the theory of systems of linear matrix inequalities, 
from which the relevance of the results of these works at the present time follows.

In developing numerical methods, it was first shown in the work of Pyatnitskiy and Skorodinskiy that the solvabili-
ty problem for a system of linear matrix inequalities reduces to a convex programming problem. An interesting gradient 
algorithm for finding solutions to such a system is also presented. In analyzing analytical conditions of solvability, an 
unsolvability criterion for the system of our interest obtained by Kamenetskiy and Pyatnitskiy is noted. In modern terms, 
this result can be considered as a description of an admissible set in the dual semidefinite programming problem. A similar 
result is given in the famous book by S. Boyd et al. The paper shows that the result of Boyd et al. is a simple corollary of 
the unsolvability criterion. Here the unsolvability criterion is generalized and refined.

Keywords: quadratic Lyapunov functions, linear matrix inequalities, absolute stability, switched systems
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