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Рассматривается задача управления тележкой-краном с закрепленным на стержне грузом. Под действием управ-
ляющей силы тележка способна совершать перемещение массивных грузов, что определяется целями промышленного 
производства. Математическая модель, описывающая движение тележки-крана, представлена лагранжевой системой 
нелинейных уравнений с двумя степенями свободы и одним управляющим воздействием. Предполагается, что стержень 
невесом, его жесткостью пренебрегается, и трение во всех сочленениях отсутствует. Ставится задача стабилизации 
заданного положения тележки-крана с неопределенными массо-инерционными характеристиками при действии кусоч-
но-гладких ограниченных внешних возмущений и при отсутствии полного комплекта измерительных устройств. На 
основе свойства пассивности системы строится закон управления, содержащий линейную и сигмоидальную части, ре-
шающий задачу стабилизации заданного положения. Полагается, что измерениям доступно только положение тележ-
ки-крана, шумы измерений отсутствуют. В целях получения оценки скорости тележки, необходимой для реализации 
закона управления, вводится наблюдатель состояния пониженного порядка с сигмоидальным корректирующим воз-
действием. Показано, что использование сигмоидальной функции как допредельной реализации функции знака в задаче 
управления обеспечивает инвариантность с заданной точностью по отношению к внешним возмущениям, а в задаче 
наблюдения позволяет получить с заданной точностью текущие оценки неизмеряемых сигналов. В силу ограниченности 
сигмоидальная функция помогает избежать излишнего расхода ресурсов управления и уменьшить возможную величину 
перерегулирования в начале переходных процессов. При этом в отличие от функции знака она является реализуемой 
в электромеханических системах с учетом динамики исполнительных устройств, в которых в силу физических огра-
ничений обобщенные моменты и силы не могут быть разрывными функциями. В системе MATLAB-Simulink проведено 
моделирование разработанного закона управления с линейной и сигмоидальной частью применительно к механической 
системе. В целях сравнения также представлены результаты моделирования для классически используемого ПД регу-
лятора. Приведенные результаты моделирования подтверждают эффективность разработанного подхода.
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Система стабилизации положения тележки крана
с использованием сигмоидальной функции1

В ведение

Транспортировочные  краны широко рас-
пространены в промышленности для переме-
щения массивных грузов в производственных 
целях. При этом предъявляются требования 
по быстроте и безопасности транспортировки 
различных грузов в заданное положение.

В работе рассматривается задача построения 
системы управления перемещением грузов в за-
данный пункт. В качестве объекта управления 
выступает тележка-кран, ее математическая 
модель представляет собой нелинейную дина-
мическую систему с двумя степенями свобо-
ды. Сложность управления подобной системой 
возникает из-за наличия только одного управ-
ляющего воздействия. В настоящее время раз-
работано множество алгоритмов управления 
системами с недостатком управляющих воздей-
ствий. Классически, ориентируясь на линей-
ную теорию управления, законы управления 

1Статья подготовлена при частичной финансовой под-
держке гранта РФФИ № 18-01-00846A.

строили на основе линеаризации подобных си-
стем [1—3]. Такие методы позволяют добиться 
локальной стабилизации в окрестности лине-
аризуемого положения. Другой подход осно-
ван на свойствах пассивности исследуемых си-
стем, построении для них функций Ляпунова 
и глобальной стабилизации [4—7]. В частности, 
стандартным решением является использова-
ние пропорционально-дифференцирующего 
(ПД) регулятора, зависящего от положения и 
скорости, а также пропорционально-интеграль-
но-дифференцирующего (ПИД) регулятора
[4, 5]. Строятся различные модификации дан-
ных законов. Например, в работе [7] синтезиру-
ют модифицированный закон управления, до-
бавляя в ПД регулятор угловую координату с ее 
производной и, тем самым, улучшая качество 
переходных процессов. При наличии внешних 
возмущений и неопределенностей в модели 
естественным подходом к управлению высту-
пают силовые методы, такие как управление на 
скользящих режимах [8, 9]. Для рассматрива-
емых систем широко распространены методы 
иерархии скользящих режимов [10, 11], согласно 
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которым обеспечивается последовательное по-
падание на заданные поверхности скольжения, 
выбранные исходя из целей управления. Одна-
ко на практике нельзя использовать разрывные, 
высокочастотные сигналы в качестве управля-
ющих моментов.

В данной работе изучается задача стаби-
лизации заданного положения тележки-крана 
при действии неизвестных внешних ограни-
ченных возмущений, которые являются со-
гласованными. Предложен подход к синтезу 
закона управления, основанный на свойстве 
пассивности системы. В законе управления 
присутствует часть с сигмоидальной функци-
ей. Являясь гладкой допредельной реализаци-
ей функции знака, сигмоидальная функция 
в обратной связи позволяет подавить согла-
сованные внешние возмущения. Ограничен-
ность сигмоидальной функции помогает избе-
жать излишнего расхода ресурсов управления, 
который нередко приводит к перерегулирова-
нию в начале переходных процессов.

При построении законов управления для си-
стем с недостатком управляющих воздействий 
нередко предполагают наличие всех необходи-
мых измерений и не ставят задачу наблюдения. 
На практике обычно удается получить измере-
ния обобщенных координат, но организация 
измерения обобщенных скоростей является 
сложной и дорогостоящей задачей. В предпо-
ложении, что измерению доступно только по-
ложение тележки, для оценивания ее скорости 
предложен оригинальный метод синтеза на-
блюдателя пониженного порядка. В отличие 
от стандартных укороченных наблюдателей, 
где отбрасывается динамика измеряемой пере-
менной, мы, наоборот, не используем в наблю-
дателе дифференциальное уравнение неизме-
ряемой переменной, считая ее внешним огра-
ниченным возмущением, оценкой которого, 
начиная с заданного момента времени, служит 
сигмоидальное корректирующее воздействие.

Постановка задачи

В качестве объекта управления рассматри-
вается тележка-кран с массой M, к которой на 
невесомом стержне длиной l прикреплен груз 
с массой m (рис. 1). Тележка может совершать 
горизонтальные перемещения под действием 
управляющей силы u. Для описания ее дви-
жения вводятся следующие обобщенные ко-

ординаты: q11 — горизонтальное перемещение 
тележки; q12 — угол отклонения стержня от 
вертикальной оси.

Математическая модель объекта управле-
ния имеет вид
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g — ускорение свободного падения; η(t) — 
обобщенная сила, трактуемая как неизвестное 
ограниченное возмущение. Выдвигаются сле-
дующие предположения:
 � η(t) полагается кусочно-гладкой ограни-

ченной функцией с ограниченными одно-
сторонними производными; ( ) ,t Nη m

1 1( ) 0, ,t N t N Nη ∀� m l  — известные кон-
станты;

 � параметры l, m, M точно не известны;

Рис. 1. Схема тележки-крана
Fig. 1. The scheme of convey-crane
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 � груз рассматривается как точечная масса, 
жесткость и масса стержня не учитываются;

 � измерению подлежит только положение те-
лежки q11(t), шумы измерений отсутствуют.
Ставится задача синтеза закона управления u

в форме обратной связи, обеспечивающего за-
данное положение тележки q11d = const и ста-
билизацию остальных переменных состояния. 
В условиях неопределенности данная задача 
может быть решена с заданной точностью:

 11 11 21 21( ) ,  ( ) 0,e t q t t Tδ δ ∀ > >m m  (2)

где 11 11 11de q q= −  — ошибка регулирования.

Характеристика сигмоидальной функции

В целях дальнейшего синтеза закона 
управления рассмотрим нелинейную глад-
кую ограниченную сигмоидальную функ-
цию ( ) 2/(1 ) 1,xx −ασ α = + −e  const 0,α = >  ко-
торая является допредельной реализацией 
функции знака signy x=  в следующем 
смысле: ( ) ( ),x xσ −α = −σ α  

0
( ) /2,

x
x x

→
σ α ∼ α  

( ) sign .x x
α→+∞

σ α ∼  Первая производная сигмои-

дальной функции — положительная ограни-
ченная четная функция 2( ) (1 ( ))/2,x x′σ α = α − σ α  
вторая производная — ограниченная нечетная 
функция ( ) ( ) ( ).x x x′′ ′σ α = −ασ α σ α

Для сигмоидальной функции и ее первой 
производной в указанных интервалах справед-
ливы следующие оценки [12]:
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Из оценок (3) следу ет, что при |x| > Δ сигмо-
идальная функция близка к постоянной функ-
ции, а при |x| m Δ — к линейной. В качестве 
границы рекомендуется принять точку αΔ = c, 
где ±c ≈ ±3 — абсциссы вершин сигмоидаль-
ной функции, в которых ее кривизна достигает 
максимума, при этом

 ( 3) 0,9,  ( 3) 0,1 ,  3.′σ ± ≈ ± σ ± ≈ α αΔ ≈  (4)

Синтез закона управления

Для решения поставленной задачи (2) пред-
лагается использовать комбинированный за-
кон управления

 1 11 2 21( ),u k e M q= − − σ α  (5)

где 
2121

2
( ) 1

1 qq −ασ α = −
+ e

 — сигмоидальная 

функция; α, M = const > 0. Данный закон со-
стоит из двух частей — линейной и сигмои-
дальной. Линейная часть служит для стаби-
лизации ошибки регулирования e11, скорость 
сходимости зависит от выбора k1 > 0, а нели-
нейная (сигмоидальная) — для обеспечения 
инвариантности по отношению к внешнему 
возмущению [12].

Для выбора параметров закона управления 
(5) и исследования устойчивости замкнутой 
системы (1), (5) в качестве кандидата на функ-
цию Ляпунова рассмотрим [4, 7] функцию
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С учетом (1), (5) производная функции (6) 
имеет вид

 21 1 11 21 2 21( ) ( ( )).V q u k e q M q= + η + = η − σ α�  (7)

При выборе параметра M2 в указанном виде 
(7) за конечное время t1 > 0 в замкнутой систе-
ме (1), (5) обеспечивается сходимость перемен-
ных e11(t), q21(t), q12(t), q22(t) в некоторые окрест-
ности нуля. Параметр α, который играет роль 
большого коэффициента, выбирается исходя 
из заданной точности (2) в силу (3), (4) на ос-
нове следующих соотношений:
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Построенный базовый закон управления 
(5) определяется сигналами e11 = q11 – q11d и 
q21. Для его реализации необходимо получить 
оценку скорости тележки q21(t) по имеющимся 
измерениям положения q11(t). В условиях су-
щественной неопределенности модели объекта 
управления и действия внешних возмущений, 
динамическая модель  которых не вводится 
в построение, эту задачу можно решить только 
с заданной точностью.
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Ниже представлен оригинальный метод 
синтеза наблюдателя состояния пониженного 
порядка с сигмоидальным корректирующим 
воздействием. Данный наблюдатель строится 
на основе подсистемы 11 21,q q=�  где перемен-
ная q21(t) трактуется как внешнее ограничен-
ное возмущение с ограниченной производной 

21 21( ) ,q t qm  21 31( ) 0,q t q t∀� m l  и имеет вид

 11 ,z = ν�  (9)

где 11z ∈ ℜ  — переменная состояния, 
( )U kν = σ ε  — сигмоидальное корректирующее 

воздействие наблюдателя; 11 11q zε = − ∈ ℜ  — 
ошибка наблюдения. Задача наблюдения сво-
дится к стабилизации систем относительно 
ошибки наблюдения и ее производной

21 21 21( ), ( )q q U k q U k′ε = − ν = − σ ε ε = − σ ε ε�� �� �  (10)

с заданной точностью:

 ( ) , ( ) , 0 .t t t t t T∗ ∗ε Δ ε Δ ∀ > <�m m m  (11)

При выполнении (11) из уравнения статики 
имеем: 21( ) ( ) ( ) .t q t t t t ∗ε Δ ⇒ − ν Δ ∀ >� m m  Сле-
довательно, корректирующее воздействие слу-
жит искомой оценкой обобщенной скорости: 

21( ) ( ) .t q t t t ∗ν ≈ ∀ >
Желаемая точность стабилизации (11) до-

стигается за счет выбора параметров k, U > 0
в сигмоидальном корректирующем воздей-
ствии. Для данного выбора при анализе систем 
(10) используются свойства сигма-функции (3), 
(4). При |ε| > 3/k имеем:

 21

21 21

( ( ))

( 0,9 ) 0 1,1 ,

q U k

q U U q

εε = ε − σ ε

ε − < ⇒ >

� m

m
 (12)

что обеспечивает выполнение ( ) 3/t kε m  за ко-
нечное время. При t > t* из достаточных усло-
вий получим нижнюю оценку для выбора вто-
рого параметра сигмоидальной функции:

21 21

31 31

21 31

( 0,3 ) 0 3,3 /( );

( 0,1 ) 0 10 /( )

max{3,3 ; 10 }/( ).

q Uk k q U

q Uk k q U

k q q U

εε ε − ε < ⇒ > ε

εε ε − ε < ⇒ > ε ⇒

⇒ > Δ

�

��� � � �
m

m  (13)

В замкнутой системе (1) с наблюдателем со-
стояния (9) закон управления (5) реализуется 
в виде

 1 11 2 ( ),u k e M= − − σ αν  (14)

и обеспечивает решение поставленной задачи (2).

Результаты моделирования

Для иллюстрации эффективности описан-
ного подхода было проведено моделирование 
в среде MATLAB-Simulink. В ходе моделиро-
вания приняты следующие параметры си-
стемы: M = 10 [кг] — масса тележки-крана;
l = 2,5 [м] — длина стержня; m = 50 [кг] — мас-
са груза. Внешние возмущения описывались 
кусочно-гладкой периодической функцией
η(t) = 0,2t с главным периодом T = 1 [c].

Требовалось стабилизировать заданное поло-
жение тележки q11d = 10 [м] с точностью 0,07 [м].

На основе условий (7), (8) обеспечения за-
данной точности (2) приняты параметры k1 = 2,
α = 300, M2 = 5 в комбинированном законе 
управления (5).

В целях сравнения был также построен 
классический закон управления в виде ПД ре-
гулятора [3]:

 1 11 2 21,p pu k e k q= − −  (15)

где параметры kp1 = 10, kp2 = 20 были приня-
ты из аналогичных условиям ( 7), (8) условий 
обеспечения заданной точности (2).

Для оценки скорости q21 и реализации за-
конов управления строился наблюдатель состо-
яния п ониженного порядка с сигмоидальным 
корректирующим воздействием. Из условий 
(12), (13) выбраны его параметры: k = 250, U = 1.

В замкнутой системе (1) с наблюдателем (9) 
закон управления (15) реализуется следующим 
образом:

 1 11 2 .p pu k e k= − − ν  (16)

На рис. 2, 3 для законов управления (14), (16) 
представлены графики ошибок регулирования 
заданного положения e11(t) = q11(t) – q11d и угла 
отклонения стержня от вертикальной оси q12(t) 
соответственно (сверху — для комбинирован-
ного закона, снизу — для ПД регулятора). На 
рис. 4 приведены графики ошибок оценивания 
скорости q21(t) с помощью корректирующего 
воздействия наб людателя ν(t). На рис. 5 отра-
жен ы графики управляющих воздействий u(t).

Таким образом, результаты моделирования 
подтвердили эффективность разработанного 
подхода. Построенный комбинированный  за-
 кон управления (5) стабилизировал заданное 
положение с требуемой точностью, а наблюда-
тель состояния (9) в течение 30 с обеспечил его 
реализацию. Из рис. 3, 5 следует, что благодаря 
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использованию ограниченной сигмоидальной 
функции комбинированный закон управления 
по сравнению с ПД регулятором обеспечивает 
примерно в 10 раз меньшее перерегулирование 
q12(t) и позволяет расходовать меньшие ресур-
сы управления u(t)

Заключение

Тележка-кран представляет собой сложную 
механическую систему с двумя степенями сво-
боды и одним управляющим воздействием. 
В работе  предложен комбинированный закон 
управления с линейной и сигмоидальной частя-
ми, решающий задачу стабилизации заданного 
поло жения в условиях параметрической не-
определенности. Для реализации закона управ-
ления построен наблюдатель с сигмоидальным 
корректи рующим воздействием. Разработан-
ный подход к решению задачи стабилизации 
подтверждается результатами моделирования. 

Показано, что использование сигмоидальных 
функций обеспечивает инвариантность с за-
данной точностью по отношению к имеющим-
ся неопределенностям и позволяет снизить воз-
можное значение перерегулирования.
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Abstract

In this paper, we consider the convey-crane system, which can transport loads for industrial purposes. The mathematical 
model, describing the motion of convey-crane, is presented by a Lagrangian mechanical system of nonlinear equations with two 
degrees of freedom and one control action. It is supposed that the rope has no mass, its stiffness is not taken into account, and 
there is no friction in the joints. The stabilization problem of the desired convey-crane position is posed under  uncertain mass 
inertia characteristics, an action of non-smooth bounded disturbances and incomplete measurements. Based on the passivity 
property, the control law with linear and sigmoidal parts is constructed for the solution of the problem. The only measurement 
of the convey-crane position is available without a noise in the measurements. We use the low order observer with sigmoidal 
corrective action to obtain the needed velocity estimates for the control law. It is shown that the using of sigmoidal function as a 
prelimit realization of sign-function provides disturbances invariance with the given accuracy. With respect to the smoothness and 
boundness, sigmoidal function helps to avoid overshoot in the transient responses and excessive consumption of control resources. 
Moreover, unlike the sign-function, a sigmoidal function is realized in the electromechanical systems with actuator dynamics, 
in which the physical restrictions on the forces and general moments are posed. The constructed control law with linear and 
sigmoidal parts is simulated for the convey-crane system in MATLAB- Simulink. The classical PD-controller is simulated too 
for the purpos e of comparison. The results of modeling are proved the effectiveness of the proposed approach.

Keywords: mechanical system, underactu ated system, convey-crane, passivity, sigmoidal function, invariance, reduced 
order state observer, stabilization, disturbance, parametric uncertainties
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