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Оптимальная стабилизация квазилинейной стохастической системы 
с управляемыми параметрами

Работа посвящена задаче оптимальной стабилизации квазилинейной стохастической системы с управляемыми 
параметрами. Системы такого вида описываются линейными стохастическими дифференциальными уравнениями 
с мультипликативными возмущениями, матрицы которых, в общем случае нелинейно, зависят от управления. Критерий 
качества представляет собой модификацию классического квадратичного критерия качества управления. Задача со-
стоит в минимизации критерия на множестве допустимых процессов управления. Данная постановка задачи интерес-
на тем, что она позволяет изучать широкий спектр вопросов оптимизации линейных систем с мультипликативными 
возмущениями, в том числе: оптимизацию конструктивных параметров системы, задачи оптимальной стабилизации 
при наличии ограничений на коэффициенты линейного регулятора в виде неравенств, задачи оптимальной стабилизации 
линейных стохастических систем при наличии информационных ограничений. Основным результатом работы являют-
ся необходимые условия оптимальности вектора параметров в задаче оптимальной стабилизации квазилинейной сто-
хастической системы с управляемыми параметрами. Предложена процедура градиентного типа синтеза оптимального 
стабилизирующего вектора параметров. Кроме того, на основе полученных условий оптимальности построен алгоритм 
синтеза субоптимального программного управления в рассматриваемой задаче. Результатом работы предложенного 
алгоритма является кусочно-постоянное управление, которое дает значение критерия гарантированно не хуже, чем 
оптимальный стабилизирующий вектор. Полученный алгоритм отличается простотой и позволяет проводить рас-
чет в реальном времени. Полученные результаты применены к задаче оптимальной стабилизации с информационными 
ограничениями, в которой также получены необходимые условия оптимальности и предложена процедура синтеза 
управления градиентного типа. Использование полученных результатов продемонстрировано на модельном примере.
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Введение

Модели, описываемые стохастическими диф-
фе ренциальными уравнениями, нашли широ-
кое применение в экономике, физике, биологии, 
социологии, авиационной и ракетно-космиче-
ской технике. При этом естественный инте-
рес представляет собой проблема управления 
подобными системами, в частности проблема 
стабилизации движения. Одним из самых из-
ученных классов систем теории стохастиче-
ских дифференциальных уравнений являются 
линейные системы с аддитивными шумами. 
Данные системы характеризуются тем, что ин-
тенсивность воздействующих на них случай-
ных возмущений является функцией времени 
и не зависит от состояния или управления. 
По этой причине система подвергается посто-
янному воздействию случайных возмущений, 
которые выводят систему из положения равно-
весия, вследствие чего невозможно обеспечить 
ее асимптотическую устойчивость. При этом не 
имеет содержательного смысла постановка во-
проса об оптимальном управлении линейными 
системами на бесконечном интервале времени 
с классическим квадратичным критерием ка-
чества управления. Однако имеется широкий 
класс систем, которые называют линейными 

системами с мультипликативными шумами 
или квазилинейными, для которых можно обе-
спечить асимптотическую устойчивость в сред-
нем квадратичном нулевого решения.

Задачи оптимальной стабилизации линей-
ных систем с мультипликативными возмуще-
ниями рассматривались в работах [1—6] и др. 
В этом направлении можно выделить две груп-
пы работ: задачи при наличии полной обратной 
связи и с наличием информационных ограни-
чений. К первой группе относятся работы [1—4],
в которых при различных предположениях 
о системе получены условия оптимальности 
линейного стационарного регулятора. Ко вто-
рой группе можно отнести работы [5, 7], в ко-
торых рассматривается задача с усредненным 
по времени критерием качества управления, 
и работу [8], в которой получены достаточные 
условия оптимальности при управлении по вы-
ходу. В данной работе рассмотрена задача опти-
мального подавления случайных возмущений 
при наличии информационных ограничений 
более общего вида. Рассматриваемые информа-
ционные ограничения заключаются в том, что 
каждая компонента управления зависит от от-
дельного вектора измерений. Получены необхо-
димые условия в классе линейных стационар-
ных регуляторов для данной задачи.
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Нередко при синтезе так называемого мар-
ковского управления удается получить лишь 
условия оптимальности для линейного стацио-
нарного регулятора. Если же сразу задаться це-
лью найти линейный стационарный регулятор, 
то мы приходим к задаче оптимального пода-
вления случайных возмущений в квазилиней-
ной стохастической системе с управляемыми 
параметрами. Системы такого вида описывают-
ся линейными стохастическими дифференци-
альными уравнениями с мультипликативны-
ми возмущениями, матрицы которых, в общем 
случае нелинейно, зависят от управления. Де-
терминированные линейные системы с управ-
ляемыми параметрами рассматривались в рабо-
те [9], их обобщение на стохастические уравне-
ния изучались в работах [6, 10]. Результатов для 
рассматриваемой в данной работе задачи оп-
тимальной стабилизации в подобных системах 
не известно. В работе получены необходимые 
условия оптимальности для данных систем, 
предложены процедуры синтеза оптимального 
стабилизирующего вектора параметров, а так-
же предложена процедура построения субопти-
мального программного управления.

Результаты данной работы частично были 
доложены на Международных конференци-
ях "Устойчивость и колебания нелинейных 
систем управления" в 2016 и 2018 гг. [11, 12], 
а также Всероссийском совещании по пробле-
мам управления в 2019 г.

1. Постановка задачи

Рассматривается векторное стохастическое 
дифференциальное уравнение Ито вида
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Обозначим 
0XD  — множество допустимых 

процессов управления z = (X, u), которые явля-
ются парами случайных процессов X и функ-
ций управления u, таких что

1) функция u является ограниченной кусоч-
но-непрерывной на каждом конечном интер-
вале времени;

2) при заданном u непрерывный случайный 
процесс X является решением уравнения (1) 
с заданным начальным условием;

3) выполнено условие
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Определение. Управление u, для которого 
существует допустимый процесс управления 

0
( , ) ,Xz X u= ∈D  будем называть допустимым.

Определение. Управление u будем назы-
вать стабилизирующим, если оно является 
допустимым при любом начальном условии 

2
0 0, || || .X X < +∞E
Замечание 1. Управление u является стаби-

лизирующим тогда и только тогда, когда зам-
кнутая по u система асимптотически устойчи-
ва в среднем квадратичном.

На множестве 
0XD  определим функционал 

0
:  :XJ →D R
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где : m n nF ×→R R  — дифференцируемая на 
mR  матричнозначная функция, которая при-

нимает значения из множества неотрицатель-
но определенных симметрических матриц: 

( )  0,F v �  .mv ∈R
Задача состоит в поиске процесса управле-

ния 
0

= ( , ) ,Xz X u ∈D  который будет миними-
зировать критерий (3) на 

0XD :
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2. Вспомогательный функционал
качества управления

Аналогично тому, как это было сделано 
в работах [2, 6, 13], построим для данной за-
дачи вспомогательный функционал качества 
управления. Для этого фиксируем некоторый 
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процесс управления 
0
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т( , ) = ,t x x Mxϕ  где n nM ×∈R  — симметриче-
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Возьмем математическое ожидание от ле-
вой и правой частей этого равенства. Тогда с 
учетом свойств стохастического интеграла Ито 
[14, теорема 3.2.1] получим
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Устремляя t к бесконечности, учитывая (2), 
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Теперь рассмотрим вспомогательный функ-
ционал к ачества управления 

0
: XΓ →D R

т т
0 0 0

0

т т
0

1=

( ) : ( ) ( )= ( ( ))

( ( )) ( ) .( ( )) ( ( )) ( ( ))
q

i i
i

z X MX X s MA u s

A u s M X s dsA u s MA u s F u s

+∞ ⎛Γ + +⎜
⎝

⎞
+ + + ⎟

⎠

∫

∑

E E

Нетрудно видеть, что в силу равенства (7) и 
произвольности выбора процесса управления z 
выполнено следующее важное свойство:
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которое не зависит от выбора симметрической 
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С помощью отображения H можно перепи-
сать функционал Γ в более компактном виде:

т
0

0

( ) = tr[ ] ( ) ( ( ), ) ( ) ,z MP X s H u s M X s ds
+∞
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где 0
n nP ×∈R  — матрица вторых начальных 

моментов вектора X0, tr[•] — оператор следа 
матрицы.

3. Стабилизирующий вектор параметров

В данном и следующем разделах будут 
рассмотрены постоянные по времени 
стратегии управления ( ) .mu t v≡ ∈R  При этом 
будем отождествлять вектор параметров v и 
соответствующую этому вектору стратегию 
управления u(t) ≡ v и писать 

0
( , ) .= Xz X v ∈D

Если соответствующая вектору стратегия 
управления является допустимой или стаби-
лизирующей, то вектор будем также называть 
допустимым или стабилизирующим соответ-
ственно. Множество всех стабилизирующих 
векторов обозначим ,m⊂V R  а множество со-
ответствующих процессов управления — 

0
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Позже нам потребуется следующий резуль-
тат, касающийся стабилизирующих векторов.
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Лемма 1. Если вектор v является стабилизиру-
ющим, то существует неотрицательно определен-

ная симметрическая матрица ,n nM ×∈R  которая 
является единственным решением уравнения
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0 0

1
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q

i i
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Линейное матричное уравнение (11) называ-
ют обобщенным уравнением Ляпунова, и оно 
играет ключевую роль при анализе устойчиво-
сти уравнения (1). Подробное изучение свойств 
данного уравнения имеется в монографии [2]. 
Доказательство леммы 1 приведено в работе
[6, стр. 68]. Прямым следствием данной леммы 
и равенств (8), (9), (10) является следующее ут-
верждение.

Утверждение 1. Пусть имеется процесс 
управления 

0
= ( , ) .Xz X v ∈ VD  Значение крите-

рия J(z) можно вычислить по формуле

 J(z) = tr[MP0], (12)

где неотрицательно определенная симметри-

ческая матрица n nM ×∈R  — единственное ре-
шение уравнения (11).
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вается линейным обыкновенным матричным 
дифференциальным уравнением
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Далее нам потребуется оператор симметри-
ческой векторизации svec[•], который уста-
навливает взаимно однозначное соответствие 
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С помощью оператора симметрической век-
торизации можно следующим образом опре-
делить симметрическое произведение Кроне-

кера матриц. Пусть заданы , ,n n n nA B× ×∈ ∈R R  
тогда симметрическое произведение Кронеке-

ра sA B⊗  — это матрица из 
( 1) ( 1)
2 2 ,

n n n n+ +
×

R  ко-
торая для каждой симметрической матрицы 

n nP ×∈R  удовлетворяет условию

 ( ) т т1
svec[ ] = svec[ ].

2sA B P APB BPA⊗ +

Можно показать, что такая матрица суще-
ствует и единственна. Подробная информация 
о симметрическом произведении Кронекера 
содержится в работе [15, стр. 249—255].

Используя симметрическое произведение 
Кронекера и оператор симметрической век-
торизации, уравнения (13) и (14) можно пере-
писать в виде линейных векторных уравнений 

относительно svec[ ( )]P t  и svec[ ]P� :

 
0

svec[ ( )] = ( )svec[ ( )], 0;

svec[ (0)] = svec[ ];

P t v P t t

P P

Λ� l
 (15)

 
0

0
1

( )svec[ ] = svec[ ];

( ) : 2 ( ) ( ) ( ),=
q

s i s i
i

v P P

v A v I A v A v
=

Λ −

Λ ⊗ + ⊗∑

�

 (16)

где n nI ×∈R  — единичная матрица. Верны 
следующие утверждения.

Утверждение 2. Вектор v является стабили-
зирующим тогда и только тогда, когда веще-
ственные части собственных чисел матрицы 
Λ(v) строго меньше нуля.

Доказательство. Как было отмечено в заме-
чании 1, вектор v является стабилизирующим 
в том и только в том случае, когда замкнутая 
система асимптотически устойчива в среднем 
квадратичном. Как известно (см., наприме р,
[2, стр. 11—13]), система (1) асимптотически 
устойчива в среднем квадратичном, если и толь-
ко если асимптотически устойчивы матричное 
дифференциальное уравнение (13) или эквива-
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лентная ей система линейных дифференциаль-
ных уравнений (15). Из теории устойчивости де-
терминированных систем хорошо известно, что 
линейная система с постоянными коэффици-
ентами (15) асимптотически устойчива тогда и 
только тогда, когда спектр матрицы системы Λ(v) 
принадлежит левой открытой полуплоскости. ∎

Утверждение 3. Множество V  является от-
крытым.

Доказательство. Из свойств симметрическо-
го произведения Кронекера и дифференцируе-
мости отображений , = 1, ,iA i m  по v на mR  

следует, что отображение 
( 1) ( 1)

2 2:
n n n n

m
+ +

×
Λ →R R  

также является дифференцируемым по v на mR .
В частности, оно является непрерывным. Из 
утверждения 2 следует, что при отображении Λ 
множество V  есть полный прообраз множества 
асимптотически устойчивых матриц, которое яв-
ляется открытым. Таким образом, множество V  
как прообраз открытого множества при непре-
рывном отображении является открытым. ∎

Утверждение 4. Если v ∈ V , то существует не-
отрицательно определенная симметрическая ма-
трица P� , которая является единственным реше-
нием уравнения (14). При этом P�  можно рассма-
тривать как дифференцируемую функцию от v.

Доказательство. Рассмотрим эквивалентное 
(14) линейное векторное уравнение с постоян-
ными коэффициентами (16). Из утверждения 2 
следует, что матрица системы не вырождена и, 
следовательно, существует единственное реше-
ние данного уравнения:

 1
0svec[ ] = ( ) svec[ ].P v P−−Λ�

Полученная таким образом матрица P�  бу-
дет удовлетворять уравнению (14) и по постро-
ению является неотрицательно определенной. 
Более того, в этом случае можно рассматри-
вать P�  как дифференцируемую функцию 
от v. Действительно, частные производные

( ) : ( ), = 1,=i
i

P v P v i m
v
∂′

∂
� �  можно найти из ра-

венств (14) или (16) как производные неявной 
функции. Продифференцируем, например, (16)
по vi и получим

 ( ) svec[ ( )] ( )svec[ ( ) ] = 0,i iv P v v P v′ ′Λ + Λ� �

откуда

 
1

1 1
0

svec[ ( ) ] = ( ) ( ) svec[ ( )] =

= ( ) ( ) ( ) svec[ ].

i i

i

P v v v P v

v v v P

−

− −

′ ′−Λ Λ

′−Λ Λ Λ

� �
 (17)

Поскольку по условию задачи отображения 
( ), = 0, ,iv A v i q�  непрерывно дифференциру-

емы по v, из равенства (17) следует, что част-
ные производные отображения ( )v P v��  так-
же яв ляются непрерывными функциями на 
множестве V . Таким образом, выполняются 
достаточные условия для того, чтобы отобра-
жение ( )v P v��  являлось дифференцируемым 
на множестве V . ∎

Пусть m mM ×∈R  — некоторая симметриче-
ская матрица. С помощью интеграла матрицы 
вторых моментов ( )P v�  мы можем представить 
функционал Γ на множестве 

0X
VD  в следую-

щем виде:

 

�

т
0

0

т
0

0

0
0

0

( ) tr[ ] ( ) ( , ) ( ) =

= tr[ ] tr[ ( , ) ( ) ( ) ] =

= tr[ ] tr =( , ) ( )

= tr[ ] tr[ ( , ) ( )] : ( ),=

z MP X s H v M X s ds

MP H v M X s X s ds

MP H v M P s ds

MP H v M P v v

+∞

+∞

+∞

Γ = +

+

⎡ ⎤
+ ⎢ ⎥

⎣ ⎦

+ Γ

∫

∫

∫

�

E

E
 (18)

где симметрическая неотрицательно определен-

ная матрица ( ) n nP v ×∈R  является единствен-
ным решением уравнения (14) при данном v.

Таким образом, на множестве 
0X
VD  функционал 

Γ представим в виде функции � : mΓ →R R , 
дифференцируемой по v на V . Заметим также, 
что если v является допустимым вектором, то 

значение �( )vΓ  не зависит от выбора матрицы M.

4. Оптимальный стабилизирующий вектор

Получены следующие необходимые ус-
ловия в задаче поиска процесса управления 

0
= ( , ) ,Xz X v ∈ VD  который минимизирует кри-

терий (3) на суженном множестве допустимых 

процессов управления 
0
:X

VD

 

0

( ) = ( ).min
z X

J z J z
∈ VD

 (19)

Теорема 1. Если процесс управления 

0
= ( , ) Xz X v ∈ VD  оптимален на множестве 

0X
VD  

в задаче (1)—(3), (19), то выполнено следующее 
условие:

 
т т

0 0
1

tr[( ( ) ( ( ) ) 2 ( ( ) )

( ) ( ) ) ( )] = 0, = 1, ,

q

i i j i
j

j i

MA v A v M A v Ѕ

Ѕ MA v F v P v i m

=
′ ′ ′+ +

′+

∑

�
 (20)
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где неотрицательно определенные симметри-
ческие матрицы n nM ×∈R  и ( ) n nP v ×∈� R  — 
единственные решения уравнений

т т
0 0

1

т т
0 0 0

1

( ) ( ) ( ) ( ) = ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = .

q

i i
i

q

i i
i

MA v A v M A v MA v F v

P v A v A v P v A v P v A v P

=

=

+ + −

+ + −

∑

∑� � �
(21)

Доказательство. Пусть процесс управле-
ния 

0
= ( , ) Xz X v ∈ VD  является точкой миниму-

ма функционала Γ на 
0X
VD . Из леммы 1 и

утверждения 4 следует, что найдутся един-
ственные неотрицательно определенные сим-

метрические матрицы n nM ×∈R  и ( ) ,n nP v ×∈� R
удовлетворяющие уравнениям (21). При этом 
выполняется равенство

 ( , ) = 0.H v M  (22)

Ранее было показано, что функционал Γ на 
множестве 

0X
VD  можно представить в виде 

функции �Γ  от переменной v.  При этом про-
цесс управления 

0
= ( , ) Xz X v ∈ VD  является точ-

кой минимума функционала Γ на множестве 

0X
VD  тогда и только тогда, когда v является точ-

кой минимума функции �Γ  на множестве V . 
Поскольку �Γ  дифференцируема на V , и V  яв-
ляется открытым, для точки v выполнены не-
обходимые условия экстремума первого поряд-
ка, а именно

 �( ) = 0, = 1, .iv i m′Γ  (23)

С учетом равенства (22) получим

 0

т т
0

=1

( ) = tr[ ( , ) ( )] =

= tr[ ( , ) ( ) ( , ) ( ) ] =

= tr[ ( , ) ( )] = tr[( ( )

( ( ) ) 2 ( ) ) ( )

( ) ) ( )], = 1, ,

i i

i i

i i

q

i j i j
j

i

v H v M P v

H v M P v H v M P v

H v M P v MA v

A v M A v MA v

F v P v i m

′ ′Γ

′ ′+

′ ′ +

′ ′+ + +

′+

∑

�

� �

�

�

 (24)

откуда в совокупности c условием (23) полу-
чаем условие (20). ∎

Выражение (24) для частных производных 
функции �Γ  может быть применено для по-
строения следующей процедуры градиентного 
типа. Пусть имеется процесс управления 

( ) ( ) ( )
0

= ( , )l l l
Xz X v ∈ VD . Тогда мы можем улуч-

шить значение функционала качества, выбрав 
новый вектор ( 1)lv +  по следующей формуле:

 �( 1) ( ) ( )( ) , 1, ,l l l
ii iv v v i m+ ′= − θ Γ =  (25)

где θ > 0 — достаточно малый шаг.

5. Субоптимальное программное управление

Нахождение оптимального программного 
управления в задаче (1)—(4) сопряжено с ря-
дом трудностей, и точного численного алго-
ритма ее решения не известно. Поэтому при-
влекательными являются приближенные алго-
ритмы синтеза субоптимальных программных 
управлений. Отметим тот факт, что получен-
ные выше в теореме 1 условия содержат матри-
цу P0 вторых начальных моментов вектора X0. 
Этот факт приводит к идее алгоритма синтеза 
кусочно-постоянного программного управле-
ния, основанного на рекуррентном вычисле-
нии стабилизирующего вектора, удовлетворя-
ющего условиям теоремы 1. Примером такого 
алгоритма является следующий.

Ш а г  1. Задать разбиение 0 = t0 < t1 < ... <
< tq < +∞ интервала [0, )+∞ ; (0)v  — начальное 
приближение (стабилизирующий вектор, удов-
летворяющий условиям теоремы 1); > 0ε  — 
параметр алгоритма, отвечающий за условие 
остановки. Положить номер итерации = 0l .

Ш а г  2. Вычислить 1( )lP t + , решая задачу 
Коши (13) на интервале времени 1[ , )l lt t +  при 

( )( ) lu t v≡  с начальным условием 0 0( ), ( ) = .lP t P t P
Ш а г  3. С помощью предложенной выше 

процедуры в задаче вычислить стабилизирую-
щий вектор ( 1)lv + , удовлетворяющий уравне-
ниям теоремы 1 при 0 1= ( )lP P t + . За начальное 
приближение алгоритма взять ( )lv .

Ш а г  4. Проверить выполнение условий 

1|| ( )|| <lP t + ε  и 1 <l q+ . Если не выполнено, то 
увеличить l на единицу и перейти к шагу 2. 
Иначе искомую стратегию u(t) положить рав-
ной функции вида

 

(0)
1

(1)
1 2

( 1)
1

, 0 ;

, ;
( )

, .l
l

v t t

v t t t
u t

v t t+
+

⎧ <
⎪

<⎪= ⎨
…⎪

⎪ < +∞⎩

m

m

m

Полезное свойство данного алгоритма за-
ключается в том, что он является не ухудша-
ющим, т. е. каково бы ни было разбиение ин-
тервала времени, значение критерия, соответ-
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ствующее найденному управлению u, будет не 
хуже, чем соответствующее вектору v(0). Кроме 
того, данный алгоритм отличается относи-
тельной простотой производимых вычислений 
и обладает свойством рекуррентности по вре-
мени, т. е. можно проводить расчет в реальном 
времени. Среди недостатков стоит отметить 
тот, что результат работы может значительно 
зависеть от выбора разбиения интервала вре-
мени. При этом вопрос выбора на илучшего 
разбиения остается открытым.

6. Связь с задачей
с информационными ограничениями

Полученные результаты могут быть при-
менены в задаче оптимальной стабилизации 
линейных стохастических систем с мульти-
пликативными возмущениями при наличии 
информационных ограничений. Рассмотрим 
данную задачу подробнее. Процесс управле-
ния описывается векторным стохастическим 
дифференциальным уравнением Ито

( )

( )

0 0

0
1

( ) ( ) ( , ( ))

( ) ( , ( )) ( ), (0) ,
q

i i i
i

dX t A X t B u t Y t dt

A X t B u t Y t dW t X X
=

= + +

+ + =∑
 (26)

где t l 0 — время; X — случайный процесс со 
значениями в nR ; W — стандартный вине-
ровский процесс со значениями в qR ; 

( , ) : [0, ) p my u t y +∞ × →� R R  — стратегия 
управления; n n

iA ×∈R , n m
iB ×∈R , = 0,i q  — 

постоянные матрицы; ( ) = ( ), ,p nY t CX t C ×∈R  — 
измеряемый выход системы. Предполагается, 
что случайный вектор X0 не зависит от W(t),
t l 0, и удовлетворяет условию 2

0 <X +∞E � � .
Для того чтобы свести задачу к рассмотрен-

ной ранее в данной работе, ограничим множе-
ство стратегий управления линейными регуля-
торами ( , ) ( ) , ( ) , 0.m pu t y L t y L t t×= − ∈ lR  При 
этом далее управлением, подлежащим опреде-
лению, будем считать не u, а L. Заметим, что из 
описания системы следует, что

 ( , ( )) = ( ) ( ), 0.u t Y t L t CX t t− l  (27)

Обозначим 
0XD  — множество процессов уп-

равления z = (X, L), которые являются пара-
ми случайных процессов X и отображений L, 
таких что

1) отображение ( )t L t�  является ограни-
ченным и кусочно-непрерывным на каждом 
конечном интервале;

2) при заданной стратегии управления 
( , ) = ( )u t y L t y−  непрерывный случайный про-

цесс X является решением уравнения (26) с за-
данным начальным условием;

3) выполнено условие (2).
На множестве 

0XD  определим функционал 

0
: XJ →D R

 
т т

0

т т т

( ) = ( ( ) ( ) ( ) ( , ( ))

( , ( )) ( ) ( , ( )) ( , ( ))) ,

J z X s QX s X s Su s Y s

u s Y s S X s u s Y s Eu s Y s ds

+∞
+ +

+ +

∫E

который с учетом равенства (27) принимает вид

 
т

0

т т т т т

( ) = ( ) ( ( )

( ) ( ) ( ) ) ( ) ,

J z X s Q SL s C

C L s S C L s EL s C X s ds

+∞
− −

− +

∫E
 (28)

где n nQ ×∈R  и m mE ×∈R  — симметрические 
матрицы, 0Q � , 0E � ; матрица n mS ×∈R  

удовлетворяет условию 1 т 0Q SE S−− � .
Задача состоит в поиске такого процесса 

управления 
0

= ( , ) Xz X L ∈D , который миними-
зирует критерий (28) на допустимом множестве:

 
0

( ) = ( ).min
z X

J z J z
∈D

 (29)

Полученная задача (26)—(29) представляет 
собой частный случай задачи (1)—(4), и к ней 
могут быть применены предложенные условия 
оптимальности и процедуры улучшения. 
В роли компонент оптимизируемого управле-
ния u здесь выступают координатные функции 
отображения ( )t L t� . Однако с учетом ли-
нейной структуры данной задачи полученные 
условия оптимальности можно конкретизиро-
вать и далее улучшить.

Аналогично тому, как это было проделано 
выше, далее будут рассмотрены постоянные по 
времени отображения ( ) m pL t K ×≡ ∈R , мы бу-
дем отождествлять матрицы K и соответствую-
щие постоянные по времени отображения 

( )L t K≡  и писать 
0

= ( , ) Xz X K ∈D . Также бу-
дем считать, что понятия допустимого и стаби-
лизирующего управления, определения кото-
рых даны в разделе 3, аналогичным образом 
применимы к отображениям ( )t L t�  или ма-
трицам K. Множество стабилизирующих ма-
триц обозначим m p×⊂K R , а множество соот-
ветствующих процессов управления 

0 0
:X X⊂KD D

 { }0 0
: ( , ) : ( , ) , .=X XX K X K K∈ ∈KD D K
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Имеют место следующие необходимые ус-
ловия в задаче поиска процесса управления 

0
= ( , ) Xz X K ∈ KD , который минимизирует кри-

терий (28) на суженном множестве допустимых 
процессов управления 

0
:X

KD

 

0

( ) = ( ).min
z X

J z J z
∈ VD

 (30)

Теорема 2. Если процесс управления 

0
= ( , ) Xz X K ∈ KD  оптимален на множестве 

0X
KD  

в задаче (26)—(28), (30), то выполнено условие
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где неотрицательно определенные симметри-
ческие матрицы n nM ×∈R  и ( ) n nP K ×∈� R  — 
единственные решения уравнений
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 (32)

Доказательство. Выше отмечалось, что за-
дача (26)—(29) представляет собой частный 
случай рассмотренной ранее в данной работе 
задачи (1)—(4).

Действительно, рассмотрим взаимно одно-
значное отображение vec : m p mp× →R R :

 
11 21 31

т
1 12 22 2

vec[ ] : ( , , , ,=

..., , , , , , , ) , .m p
m m mp

K K K K

K K K K K K ×∈

…

… … R

Обратное к vec отображение обозначим 
mat : mp m p×→R R . Отметим также, что ото-
бражения vec и mat являются дифференцируе-
мыми всюду на области определения.

Произвольную матрицу m pK ×∈R  можно 
считать результатом применения оператора mat 
к некоторому вектору mpv ∈R . Если выполнить 
в задаче (26)—(29) замену ( ) = mat[ ( )], 0,L t u t t l  
где : [0, ) mpu +∞ → R  — ограниченная кусочно-
непрерывная на каждом конечном интервале 
времени функция, мы получаем эквивалент-
ную задачу поиска оптимального управления u,

которая является частным случаем задачи (1)—
(4), в которой

 т т т

т т

( ) = (mat[ ]), = 0, ;

( ) = mat[ ] mat[ ]

mat[ ] mat[ ] , .

u
i i

mp

A v A v i q

F v Q S v C C v S

C v E v C v

− − +

+ ∈R

 (33)

Нетрудно видеть, что при этом все утвержде-
ния, касающиеся допустимых управлений u и 
векторов v, полученные в разделе 5, переносят-
ся и на допустимые отображения L и матрицы 
K соответственно, с точностью до равенств (33). 
В частности, множество K  как прообраз от-
крытого множества V  при непрерывном ото-
бражении vec является открытым. Кроме того, 
функция ( ) := (vec[ ])P K P K� �

K  как композиция 
дифференцируемых отображений является 
дифференцируемым на K  отображением.

Пусть задана некоторая симметрическая 
матрица n nM ×∈R . Введем в рассмотрение 
функцию � : m p×Γ →K R R :

�
0

т
0 0

т т т т т т

1

( ) : tr[ ] tr[ ( , ) ( )],=

( , ) : ( ) ( )=

( ) ( ) .

u u

q
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K

Отметим, что с учетом (33) выполнено ра-
венство

 � �( ) = (vec[ ]), .K K KΓ Γ ∈K K  (34)

Пусть процесс управления 
0

= ( , ) Xz X K ∈ KD  
оптимален на множестве 

0X
KD  в задаче (26)—(28), 

(30). Из вышесказанного следует, что вектор
v = vec[K] удовлетворяет условиям теоремы  1. 
С учетом отношений (33) условия (21) совпадают 
с условиями (32). Пусть далее мат рицы M и 

( )P K�  — неотрицательно определенные симме-
трические матрицы, удовлетворяющие равенствам 
(32). При этом будет выполнено соотношение

 ( , ) = 0.H K MK  (35)

Покажем, что условия (20) совпадают с (31). 
Используя аппарат матричного дифференци-
рования, с учетом дифференцируемости ( )P K�K  
и с помощью тождества (35) можно найти гра-
диент функции �ΓK  в точке K:
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 (36)
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Из этого выражения и тождества (34) следу-
ет, что условия (20) и (31) совпадают. ∎

Полученный результат может быть обоб-
щен на задачу стабилизации со структурными 
ограничениями на матрицу регулятора. Пусть 
задана матрица m pG ×∈R , состоящая из нулей 
и единиц.

Определение. Будем говорить, что матрица 
m pK ×∈R  удовлетворяет структурным ограни-

чениям, если выполнено условие тtr[ ] = 0G K . 
Множество матриц, удовлетворяющих струк-
турным ограничениям, образует подпростран-
ство в m p×R . Обозначим данное множество S .

Множество стабилизирующих матриц, 
удовлетворяющих структурным ограничени-
ям, обозначим , := ∩G G K S . Будем предпола-
гать, что данное множество не пусто. Множе-
ство соответствующих процессов управления 
обозначим 

0 0 0
:X X X⊂ ⊂G KD D D

 { }0 0
: ( , ) : ( , ) , .=X XX K X K K∈ ∈GD D G

Докажем следующие необходимые усло-
вия в задаче поиска процесса управления 

0
( , ) ,Xz X K= ∈ GD  который минимизирует кри-

терий (28) на суженном множестве допустимых 
процессов управления 

0X
GD :

 

0

( ) = ( ).min
X

z
J z J z

∈ GD
 (37)

Теорема 3. Если процесс управления 

0
= ( , ) Xz X K ∈ GD  оптимален на множестве 

0 0X X⊂GD D  в задаче (26)—(28), (37), то для всех 
i, j, таких что Gij = 0, выполнены условия
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где неотрицательно определенные симметри-
ческие матрицы n nM ×∈R  и ( ) n nP K ×∈� R  — 
единственные решения уравнений (32).

Доказательство. Множество G  как пересе-
чение открытых множеств является открытым, 
а функция �ΓK  является дифференцируемой на 

⊃K G . Условия (31) в совокупности представ-
ляют собой условие равенства проекции гра-
диента (36) на подпространство S . Таким об-
разом, условия теоремы представляют собой 
необходимые условия экстремума первого по-
рядка функции �ΓK  в точке K. ∎

Примером задачи, в которой могут возникнуть 
структурные ограничения на матрицу регулято-
ра, является задача с информационными ограни-
чениями общего вида. Действительно, пусть за-

даны числа 
=1

> 0, = 1, , =
m

i i
i

p i m p p∑ . Определим 

матрицу m pG ×∈R  следующим образом:
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При этом подпространство S , которое зада-
ется матрицей G, состоит из матриц m pK ×∈R , 
которые можно представить в виде блочной
матрицы
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…

R  (38)

На содержательном уровне данные инфор-
мационные ограничения заключаются в том, 
что каждая компонента управления зависит от 
своего вектора выхода:

 ( )т
1 1( ( )) = ( ( )), , ( ( )) ,m mu Y t u Y t u Y t…  (39)

где : ; ( ) = ( ), ,p p ni i
i i i iu Y t C X t C ×→ ∈R R R  

= 1, .i m  Для решения поставленной задачи 
можно воспользоваться теоремой 3.

Обозначим �pr[ ( )]K∇ΓK  ортогональную 
проекцию градиента функции �ΓK  в точке K на 
подпространство S :

 � � �pr[ ( )] = ( ) ( ),K K G K∇Γ ∇Γ − ∇Γ�K K K  (40)

где m pA B ×∈� R  обозначает поэлементное про-
изведение матриц (произведение Адамара). Ис-
пользуя полученные условия оптимальности и 
выражение для проекции градиента (40), сфор-
мулируем следующую процедуру градиентного 
типа. Пусть имеется процесс управления 

( ) ( ) ( )
0

= ( , )l l l
Xz X K ∈ KD . Тогда мы можем улуч-

шить значение функционала качества, выбрав 
новую матрицу ( 1)lK +  по следующей формуле:

 �( 1) ( ) ( ) ( )= pr ( ) ,l l l lK K K G K+ ⎡ ⎤− θ ∇Γ − γ⎣ ⎦ �K  (41)

где 0, 0θ > γ >  достаточно малы. Здесь проек-
ция градиента обеспечивает движение вдоль 
структурных ограничений, а дополнительное 
слагаемое обеспечивает сходимость к подпро-
странству S . Такая процедура улучшения име-
ет существенное преимущество в том, что на-
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чальное приближение K(l) может не принадле-
жать S . Более того, начальным приближением 
для численного метода на основе данной про-
цедуры может служить управле ние с полной 
обратной связью, что существенно упрощает 
процедуру подбора начального приближения.

Для задач со структурными и информаци-
онными ограничениями, так же как это было 
сделано ранее в работе, можно построить суб-
оптимальное программное управление. Алго-
ритм построения по своей структуре полно-
стью совпадает с предложенным ранее.

7. Модельный пример

Продемонстрируем применение получен-
ных результатов на модельном примере. Пусть 
имеется следующая задача оптимальной ста-
билизации:
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Данная задача является частным случаем 
задачи (1)—(4). Если мы ограничимся рассмо-
трением только постоянных стратегий управ-
ления ( )u t v≡ ∈R , то получим задачу (1)—(3), 
(19), для которой в разделе 4 получены условия 
оптимальности и градиентная процедура по-
иска. Найденное с помощью численного мето-
да постоянное управление u, удовлетворяющее 
условиям теоремы 1, и соответствующее значе-
ние критерия равны

 0,6776, 6,777.u J≈ ≈

С использованием алгоритма синтеза субоп-
тимального программного управления, пред-
ложенного в разделе 5, найдены программная 
кусочно-постоянная функция управления с од-
ним переключением в момент времени t1 = 1,4200
и значение критерия

 1

1

0,6776, 0 < ;
( ) = 6,1854.

1,2389, < ;

t t
u t J

t t
⎧

≈⎨ +∞⎩

m
m

Таким образом, даже используя кусочно-
постоянную стратегию управления с одним 
переключением, удалось значительно улуч-
шить значение критерия.

Заключение

В данной работе был решен ряд вопросов оп-
тимальной стабилизации квазилинейных стоха-
стических систем. Вместе с тем, некоторые во-
просы остаются открытыми. Не были получены 
условия оптимальности программной стратегии 
управления в задаче раздела 1. Остается нере-
шенным вопрос о выборе наилучшего разбие-
ния интервала в алгоритме из раздела 5. Также 
открыты для изучения вопросы оптимальной 
стабилизации по части координат. В задаче с ин-
формационными ограничениями не рассмотрен 
случай наличия помех в канале измерений. Эти 
и другие вопросы являются предметом дальней-
ших исследований в данной области.
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Abstract

The main concern of this paper is the problem of optimal stabilization of a quasilinear stochastic system with controllable 
parameters. Systems of this type are described by linear stochastic differential equations with multiplicative noises whose ma-
trices, in general case, are nonlinear functions of control. The performance criterion is a modification of the classic quadratic 
performance cost. The goal is to minimize the criterion on the set of admissible control processes. This formulation of the 
problem is interesting because it allows us to study a wide range of optimization problems of linear systems with multiplicative 
perturbations, including: optimization of design parameters of the system, the problem of optimal stabilization under constraints 
on the gain matrix of the linear regulator in the form of inequalities, the problem of optimal stabilization of linear stochastic 
systems under information constraints. The main result of this paper is the necessary conditions for the optimal vector in the 
problem of stabilization of a quasilinear stochastic system with controllable parameters.The numerical gradient-type procedure 
for synthesis of the optimal stabilizing vector is also proposed. In addition, using obtained results we construct the algorithm 
for synthesis of a suboptimal time-dependent control. The result of the proposed algorithm is piecewise constant control, which 
gives the value of the criterion is guaranteed not worse than for the optimal stabilizing vector. This algorithm is relatively simple 
and one may use it for calculations in real time. The obtained results are applied to the problem of optimal stabilization under 
information constraints, in which the necessary optimality conditions are also obtained and the gradient-type procedure for the 
synthesis of the optimal control is proposed. The use of the obtained results is demonstrated by a model example.
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tion, linear systems with multiplicative noise, information constraints
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