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Планирование движения мобильных роботов
при выполнении задач вероятностного поиска

Введение

Задачи покрытия и поиска в сфере робото-
техники разрабатываются в целях применения 
в самых разных областях, например, для туше-
ния пожаров и при поисковых операциях, вы-
полняемых не только в воздухе и на земле, но 
и в воде. Сутью задачи покрытия и поиска яв-
ляется то, что агенты должны сканировать всю 
поисковую зону, избегая при этом повторных 
поисков и затрачивая минимальное время на 
обнаружение целей с большой вероятностью. 
Кроме того, важно учитывать характеристики 
датчиков и поисковой зоны в каждой конкрет-
ной задаче. Таким образом, очевидна необхо-
димость оптимального планирования траекто-
рии и скорости движения агентов.

Алгоритмы покрытия и поиска были пред-
метом обсуждения многих ученых [1], особен-
но остро их интересовал вопрос планирования 
траекторий. Но недостатком существующих 
работ является то, что в них лишь объясняет-
ся, по каким траекториям должны двигаться 
роботы, чтобы покрыть всю поисковую зону, 
а вопросы оптимальных скоростей и вероятно-
сти нахождения целей с учетом характеристик 
датчиков и поисковой зоны освещались мало. 
В статьях [2, 3] предложен очень распростра-
ненный в настоящее время метод поиска, в ос-
нове которого лежат теории Байеса и Гаусса. 
Преимущество этого метода состоит в том, что 
на каждой итерации обновляются вероятност-
ная карта и вероятность распределения целей. 
В то же время движения агентов планируются
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таким образом, чтобы они стремились дви-
гаться в направлении, в котором вероятность 
нахождения целей выше и которое обеспечи-
вает более высокую скорость решения задачи 
поиска несколькими кооперативными агента-
ми. Однако этот метод не помогает избежать 
повторных поисков и отсканировать поиско-
вую зону целиком. Кроме того, его недостат-
ком является необходимость больших вычис-
лений в процессе итераций.

В данной работе рассматривается подход 
к поиску целей в зоне одним агентом на осно-
ве теории вероятности, плотности распределе-
ния вероятностей нахождения цели и условной 
вероятности ее обнаружения. Цель работы со-
стоит в получении соотношений, связываю-
щих вероятность обнаружения цели и траекто-
рию движения агента.

Постановка задачи

На основе сказанного выше мы поставим 
следующую задачу: агент, в данной статье — 
беспилотный летательный аппарат (БПЛА), 
выполняет задачу обнаружения цели в пло-
скости известных размеров. Задачей агента 
является сканирование всей поисковой зоны 
за заданное время и нахождение вероятности 
обнаружения цели.

Создание вероятностных моделей поиска

Пусть имеется карта местности Lx Ѕ Ly, на 
которой находится цель. Для каждой точки
(x, y) на карте имеется априорная информация 
о плотности распределения вероятности на-
хождения цели в ней ρ(x, y), причем суммарная 
вероятность нахождения цели на карте равна

 ( , ) 1.x y dxdyρ� m  (1)

Дискретизируем непрерывную карту сеткой 
размером M Ѕ N, где M — число строк разбие-
ния, а N— число столбцов. Для каждой ячейки 
сетки (m, n) легко находится вероятность на-
хождения цели c(m, n). Суммарная вероятность 
нахождения цели на сетевой карте равна

 
1 1

( , ) 1.
M N

m n
c m n

= =
∑ ∑ m  (2)

Пусть параметры поиска (высота полета и
т. д.) остаются постоянными, и агент ищет 
цель с помощью радиолокатора, гидролокатора 
и т. д. При этом существуют две возможности:
(1) датчик при любом элементарном наблюде-
нии может обнаружить цель, эти элементар-
ные наблюдения следуют через две-три ми-
нуты одно за другим; (2) датчик может вести 
непрерывные наблюдения: примером является 
визуальное наблюдение.

В случае дискретных наблюдений имеет 
значение: условная вероятность обнаружения 
цели при условии, что цель находится в обла-
сти видимости датчика, при одном просмотре 
записывается как s, зависящая от характери-
стики и среднего расстояния между датчика-
ми и целью. При рассмотрении случая непре-
рывного поиска: каждый просмотр занимает 
малое время Δt, при этом условная вероятность 
обнаружения цели в ячейке равна s = αΔt,
α зависит от характеристики и среднего рас-
стояния между датчиками и целью.

Точнее, вероятность обнаружения целей — 
это непрерывная убывающая функция рас-
стояния между датчиками и целями [4, 5]: 

( )( | ) ,k k ks z d d= λ  показана на рис. 1, где на-
блюдение zk — бинарный параметр: zk ∈ {1, 0}, 
1 означает обнаружение цели, а 0 — необна-
ружение; dk — расстояние между датчиками и 
целями; PD —вероятность обнаружения датчи-
ка (учитывает неопределенности наблюдения 
PD ∈ [0, 1]); PF —вероятность ложной тревоги 
датчика, PF ∈ [0, 1]; din — наибольшее расстоя-

Рис. 1. Условная вероятность обнаружения цели
Fig. 1. Conditional probability of target detection (approximate 
relationship between probability of detection and distancе)
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ние, с которого датчик наблюдает цель с веро-
ятностью PD; dout — наименьшее расстояние, на-
чиная с которого датчик не может обнаружить 
цель, но сообщает, что она существует с веро-
ятностью PF (ложная тревога датчика). Тогда [6],
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Пусть T  — время, отпущенное на поиск; 
PT — вероятность обнаружения цели за время 
T, rt является траекторией поиска. На основе 
знания PT требуется проанализировать пара-
метры и процедуру поиска, точнее, найти

 ( )( ), , , .T T tP P r x y T= ρ  (4)

В случае поисково-спасательной ситуации 
необходимо обследовать всю зону поиска (пло-
скость) или ее часть. В связи с этим агент мо-
жет летать, например, по параллельным лини-
ям, как показано на рис. 2.

Исследование процесса поиска 
с использованием теории вероятности

Основываясь на анализе приведенных выше 
моделей и целевой функции (4), делаем вывод, 
что важной задачей является нахождение веро-
ятности поиска. В этой задаче имеются два из-
вестных вероятностных параметра: плотность 
распределения вероятности нахождения цели 
ρ(x, y) в точке (x, y) и вероятность обнаружения 
датчиком цели за один просмотр при условии, 
что цель находится в данной точке. Обозначим 
этот параметр s = αΔt. В этом разделе сначала 
рассмотрим случай, когда агент исследует одну 

ячейку, затем несколько ячеек, а далее рассмо-
трим случай, когда агент исследует плоскость 
непрерывно.

1. Агент исследует одну ячейку.
А. Пусть разыскиваемый объект (цель) на-

ходится в некоторой ячейке, при этом c — ве-
роятность нахождения цели в ячейке, s — ус-
ловная вероятность обнаружения цели за один 
просмотр при условии, что цель находится 
в ячейке.

Тогда вероятность обнаружения цели за 
один просмотр равна P1 = cs.

Пусть теперь датчик осуществляет n про-
смотров одной ячейки. Тогда вероятность об-
наружить цель за один из n просмотров со-
ставляет

 Pn = {вероятность обнаружения
 за 1-й просмотр} ИЛИ
 {(вероятность необнаружения за 1-й просмотр)
  И (обнаружение за 2-й просмотр)}
 ИЛИ... {вероятность необнаружения с 1-го
 до (n – 1)-го просмотра)
 И (обнаружение за n-й просмотр)}

т. е.

2 1(1 ) (1 ) ... (1 )

(1 (1 ) ).

n
n

n

P cs s cs s cs s cs

c s

−= + − + − + + − =

= − −
 (5)

Сделаем здесь три замечания:
1) очевидно, что Pn → c при n → +∞;
2) вероятностные характеристики датчиков 

и цели разделены;
3) нетрудно получить рекуррентные соот-

ношения для Pn. Действительно, из (5) следует:

 1 1 ,i i iP P P
s

c c c
+ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

откуда

 ( )1 01 , 0, 0,1,2,..., .i iP s P cs P i n+ = − + = =  (6)

Б. Рассмотрим теперь непрерывный случай. 
Сделаем следующие допущения:

1) каждый просмотр ячейки занимает малое 
время h;

2) условная вероятность обнаружения цели 
за время h есть s = αh (α — характеристика 
датчика, которая зависит от расстояния между 
датчиками и целью).

Рис. 2. Метод поиска в плоскости
Fig. 2. The search method of robot in the plane
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Тогда из соотношения (6) следует: 
( )1 ,t h tP h P c h+ = − α + α  откуда при h → 0 име-

ем: ,t tP hP c= −α + α�  или ( ) 0, 0.t tP c P P= α − =�  
Решение этого дифференциального уравнения 
имеет вид

 (1 ),t
tP c −α= − e  (7)

где Pt — вероятность обнаружить цель в ячей-
ке за время t, т. е. это функция распределения 
вероятности обнаружения цели в зависимости 
от времени. График Pt представлен на рис. 3.

В. Пусть теперь в процессе наблюдения ве-
роятность нахождения цели в ячейке меняется 
во время просмотров.

Тогда выражение (5) имеет вид

 
2

1 2 3

1

(1 ) (1 ) ...

... (1 ) ,

n

n
n

P c s s c s s c s

s c s−

= + − + − +

+ −
 (8)

где ci — вероятность того, что цель находится 
в ячейке во время i-го измерения.

Очевидно, что соответствующее выраже-
нию (8) рекуррентное соотношение имеет вид

 1 1 0(1 ) , 0.n
n n nP P s sc P+ += + − =  (9)

Обозначим Qn = (1 – s)n, тогда рекуррент-
ные соотношения для (9) имеют вид

 ( )
1 1 0

0

,� � 0;

1 ,� � � 1.
n n n n

t h t

P P Q sc P

Q Q s Q
+ +

+

= + =⎧
⎨ = − =⎩

 (10)

Г. Теперь рассмотрим непрерывный про-
цесс. Пусть, по-прежнему, просмотры ячейки 

требуют времени t, каждый просмотр занимает 
малое время h, при этом условная вероятность 
обнаружения цели в ячейке равна s = αth, а ве-
роятность нахождения цели в ячейке зависит от 
времени: c = ct. Тогда уравнения (10) примут вид

 ( )
;

1 ,
t h t t t h t h

t h t t

P P Q c h

Q Q h
+ + +

+

= + α⎧
⎨ = − α⎩

и соответствующие дифференциальные урав-
нения можно записать в виде

 0

0,

, 0;

1.
t t t t

t t t

P Q c P

Q Q Q

⎧ = α =⎪
⎨

= −α =⎪⎩

�

�  (11)

Допустим, что αt = α = const, тогда из второ-
го уравнения (11) следует Qt = e–αt, для Pt:

 0, 0.t
t tP c P−α= α =e�  (12)

Решением (12) является

 
0

.
t

t
t tP c dt−α= α∫ e  (13)

2. Агент исследует несколько ячеек
А. Рассмотрим случай, когда датчик осма-

тривает k ячеек, в одной из которых может на-
ходиться цель (рис. 4).

Пусть ci — вероятность нахождения цели 
в i-й ячейке, ci не зависит от числа сделанных 
датчиком просмотров, т. е. цель неподвижна, 
Σci m 1; s — по-прежнему условная вероятность 
обнаружения цели при условии, что цель на-
ходится в исследуемой ячейке (характеристика 
датчика); ni — число просмотров датчиком i-й 
ячейки.

Нетрудно увидеть, что вероятность обнару-

жения цели после 
1

K

i
i

n n
=

= ∑  просмотров K ячеек 
имеет вид

 
1

(1 (1 ) ),i
K

nn
K i

i
P c s

=
= − −∑  (14)

при этом, естественно, 
1

1.
K

i
i

c
=
∑ m

Рис. 4. Модель обнаружения цели
Fig. 4. Target detection model

Рис. 3. Функция распределения вероятности обнаружения 
цели от времени
Fig. 3. The distribution function of target detection probability 
over time
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Б. Пусть теперь датчик осматривает те же 
ячейки, каждую в течение времени ti, как по-
казано на рис. 4. Тогда вероятность обнару-
жить цель, по крайней мере, в одной из ячеек 

за время 
1

K

i
i

T t
=

= ∑  имеет вид

 
1

(1 ).i
K

tT
K i

i
P c −α

=
= −∑ e  (15)

Ясно, что вероятность T
KP  не зависит от по-

рядка просмотра ячеек, но зависит от распре-
деления времени осмотра ячеек.

Будем теперь искать {ti}, максимизирующие 

T
KP  при условии, что 

1

K

i
i

T t
=

= ∑  — время, отпу-

щенное на поиск. Это простая задача на поиск 
условного экстремума. Введем обозначения 

1
.

K
T T
K K i

i
P P t T

=

⎛ ⎞
= − λ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑�  Необходимые условия 

экстремума имеют вид
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Уравнения (16) представляют собой систему 
K + 1 уравнений из K + 1 неизвестных t1, t2, t3, 
..., tK, λ. Ее решением являются значения вре-
мени наблюдения за каждой из ячеек:

 
1

1
ln , 0, 1,2,..., ,

K
j

i i
j i

cT
t c i K
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первый член в этом выражении обозначает 
среднее время осмотра i-й ячейки, а второй —
предпочтение, отдаваемое ячейке с большей 
вероятностью нахождения в ней цели. Нетруд-

но также проверить, что условие 
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K

i
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= ∑  вы-

полнено. Заметим, что если ci = c = const, то
время наблюдения распределяется между все-
ми ячейками поровну ti = T/K, что кажется 
естественным.

Сделаем одно замечание. Использование из-
вестного метода условного экстремума (метод 
множителей Лагранжа) предполагает наличие 
ограничений в виде равенств (в нашем слу-

чае: 
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i
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Tt
=

=∑ ). Однако этот метод может при-

вести к физически недопустимым результатам: 
например, некоторые из результатов могут ока-
заться отрицательными или нулевыми (ti m 0). 

Добавление ограничений в виде неравенств
(в нашем случае ti > 0) существенно усложняет 
процедуру поиска. Рассмотрим тогда решение 
этой проблемы, состоящее в поиске ограниче-
ний на параметры, входящие в выражения для 
оптимальных времен ti, т. е. T, K, α, ci, обеспечи-
вающих положительность параметров ti. Имеем:
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Таким образом, окончательно имеем следую-

щее ограничение на параметры:  
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1,2,..., .i K=  Здесь параметр T/K означает 
среднее время, затрачиваемое на осмотр одной 
ячейки, а параметр 1/α — аналог постоянной 
времени эквивалентного апериодического зве-
на, описывающего работу бортового датчика.

Ясно, что непосредственное использование 

соотношения 
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приемлемым, поскольку может потребовать 
изменения параметров для каждой ячейки. 
Для того чтобы решить эту проблему, вос-
пользуемся следующим подходом. Обозначим 
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и является окончательным результатом иссле-
дования.

В. Рассмотрим теперь развитие предыдущей 
задачи. Пусть агент движется вдоль оси x, осма-
тривая последовательно одну за другой неболь-
шие ячейки, в которых может располагаться 
цель. Вероятное положение цели задается ста-
ционарной плоскостью распределения. Пробле-
ма состоит в нахождении скорости движения 
агента, обеспечивающей максимум вероятно-
сти обнаружения цели за заданное время. Рас-
смотрим сначала дискретный вариант задачи.

Пусть во время εk датчик находится в ячей-
ке k и просматривает ячейки от k до k + L – 1, 
уже просмотрев до этого ячейки от 1 до k – 1 
(рис. 5, см. третью сторону обложки).
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Здесь вероятности нахождения цели в ячей-
ках обозначены 1 1, , ,k k k Lc c c+ + −…  (мы по-
прежнему считаем цель неподвижной), где k — 
номер ячейки; εk — время нахождения датчика 
над ячейкой k. Обозначим Pk вероятность того, 
что до ячейки k цель будет найдена. Тогда не-
трудно увидеть, что для Pk верно следующее 
рекуррентное соотношение:
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Учитывая, что времена εi малы, имеем
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Непрерывный аналог последнего соотноше-
ния (18) имеет вид
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где εt — малое время прохождения агентом 
ячейки; z — положение исследуемой точки 
вдоль оси x; c(z) — плотность распределения 
вероятности нахождения цели; xt — положе-
ние датчика вдоль оси x в момент времени t; 
α — условная вероятность обнаружения цели; 
L — диапазон сканирования датчиков за один 
просмотр.

Из последнего соотношения нетрудно по-
лучить дифференциальное уравнение относи-
тельно Pt:
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решением которого является выражение
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Если обозначить вероятность нахождения 
цели в области видимости датчика, находяще-
гося в момент времени t в точке xt, как
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то соотношение (21) примет вид
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Максимум Pt в каждый момент времени t 
достигается тогда, когда максимума в момент t 
достигнет функция
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Рассматриваемая задача оптимального по-
иска состоит в выборе xt, максимизирующего 
выражение (23) с учетом соответствующих ди-
намических свойств объекта, несущего на бор-
ту датчик обнаружения цели.

Моделирование

Пусть в плоскости находятся n Ѕ n дискрет-
ных ячеек, в одной из которых может нахо-
диться цель. Вероятность того, что цель нахо-
дится в определенной ячейке i, равна 

, 1,2,...,ic i n n= × , и 1 2 1n nc c c ×+ + … + = , время 
поиска T. Для нахождения оптимального вре-
мени поиска цели в каждой ячейке использу-
ются формулы (14)—(17). Результат моделиро-
вания при n = 20, T = 400 c, α = 0,5, размере 
ячейки 1 Ѕ 1 м2 показан на рис. 6 (см.  третью 
сторону обложки).

На рис. 6, а вероятность нахождения цели 
в ячейке представляет собой параболу. Тогда 
максимальная вероятность обнаружения цели 
равна 0,4025. Если время поиска равномерно 
распределяется по каждой ячейке, тогда веро-
ятность обнаружения цели 0,3935. На рис. 6, б
показаны результат оптимального распреде-
ления времени и средняя скорость в каждой 
ячейке, где сплошная линия соответствует 
распределению времени, а штриховая — рас-
пределению скорости.

На рис. 6, в вероятность нахождения цели 
в ячейке представляет собой прямую линию. 
Тогда вероятность обнаружения цели равна 
0,4050; если время поиска равномерно распре-
деляется по каждой ячейке, тогда вероятность 
обнаружения цели 0,3935. На рис. 6, г пока-
заны результат оптимального распределения 
времени и средняя скорость в каждой ячей-
ке (сплошная линия соответствует распреде-
лению времени, штриховая — распределению 
скорости).

В случае, когда n велико, следует воспользо-
ваться соотношениями (21)—(23).

Из рис. 6 (см. третью сторону обложки) не-
трудно видеть, что чем больше вероятность на-
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хождения цели в ячейке и чем меньше скорость 
движения агента, тем больше вероятность об-
наружения цели.

Однако на рис. 6 разница между двумя ме-
тодами не слишком заметна из-за того, что 
время поиска достаточно велико. На рис. 7  
(см. третью сторону обложки) показаны веро-
ятности нахождения цели при разных време-
нах поиска с помощью предлагаемого метода 
и метода равномерного распределения времени 
между ячейками.

Из рис. 7 нетрудно видеть, что если время 
поиска слишком маленькое или большое, тог-
да вероятности обнаружения цели либо малы, 
либо велики, разница между двумя методами 
небольшая. Когда время поиска среднее, на-
пример, около 320 с, тогда разница в вероятно-
стях обнаружения цели достигает 75,3 %. Пред-
лагаемый метод показал свое преимущество 
перед известными методами.

Заключение

В работе предложен и исследован метод по-
иска цели и покрытия зоны поиска мобильным 
роботом с учетом характеристик датчиков и 
особенностей поисковой зоны. Метод основан 
на использовании теории вероятности, плот-
ности распределения вероятностей, а также 
условной вероятности, из которых выведены 

формулы вероятности нахождения цели, оп-
тимизирующие скорость поиска. Проведенное 
моделирование подтверждает правомерность 
предложенного подхода.

Дальнейшее направление исследований ав-
торы видят в расширении области поиска на 
прямоугольные зоны с препятствиями, выпол-
нении распределенного кооперативного поиска 
целей несколькими роботами, а также в нахож-
дении нескольких целей в наблюдаемой зоне.
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Abstract

The article is devoted to the development of searching and covering task in different areas, for example, for extin-
guishing fires, during search operations in the air, on the ground, etc. Two probabilistic models were created based on the 
characteristics of the sensors and the search zone, that is, the probability density of the target position and the conditional 
probability of detecting the target by the sensor under the conditions that the target is at the point of observation (depending 
on the distance between the sensor and the point of observation). Based on these models, the parameters and the search 
procedure were analyzed; more precisely, the relationship and formulas between the target detection probability, the search 
time and other parameters were found. The main difference of the proposed research lies in the fact that by optimizing the 
obtained relations and formulas it is possible to obtain an optimal distribution of time in the search process, as a result, to 
increase the probability of target detection. In the research process, at first, the case where the distribution probability of 
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target position in the search area represents a discrete form (network map) is investigated, then a formula for the probability 
of target detection in a discrete and continuous probe is obtained. Using the method of Lagrange multipliers and dynamic 
programming, the optimal distribution of search time in each cell was obtained. Further, according to the result obtained, 
the study was expanded to a continuous distribution probability of target position in the search area, the functional prob-
ability of detecting the target of search time, probability density of target and the search trajectory (velocity) was derivated. 
As a result of solving this functional, for a given search time and probability density distribution of target, optimal control 
(trajectory and speed) was obtained. The simulation confirmed the efficiency of the proposed search method. The simula-
tion result shows that the greater the probability density of target and the slower the agent’s movement speed, the greater the 
probability of target detection, for some values of the search parameters, the difference in probabilities of target detection 
reaches 75.3 %.
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