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Синтез робастного динамического Н¥-регулятора низкого порядка
с использованием линейных матричных неравенств

и прое кционных лемм

1. Для объекта высокого порядка проектиру-
ется регулятор высокого порядка, а затем с ис-
пользованием различных подходов (например, 
балансного усечения, аппроксимации ганкелевой 
нормы и др. [6]) синтезируется регулятор низкого 
порядка. Возможна следующая проблема: редуци-
рованный регулятор может приводить не только к 
значительной потере качества, но и даже к потере 
устойчивости.

2. Редуцируется модель высокого порядка 
объекта управления, и для полученной редуци-
рованной модели объекта строится регулятор по-
ниженного порядка. Возможна следующая про-
блема: понижение порядка модели объекта огра-
ничено сохранением его существенных свойств.

3. Прямой метод: для модели высокого порядка 
сразу синтезируется регулятор низкого порядка. 
Возможна следующая проблема: потеря качества 
управления для редуцированного регулятора, од-
нако устойчивость обеспечивается.

В данной статье рассматривается третий под-
ход. Для синтеза робастного Н∞-регулятора низ-
кого порядка для объектов с политопической 
неопределенностью используется лемма об огра-
ниченности Н∞-нормы передаточных функций 
(так называемая BR-лемма (bounded real lemma) 
[12, 13]) для линейных матричных неравенств и 
две процедуры проектирования: 1) проекцион-
ная лемма для линейных матричных неравенств 
[2, 3, 12], далее — просто проекционная лемма
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Введение

В настоящее время существует множество ме-
тодов и алгоритмов синтеза динамических регуля-
торов (регуляторов, для которых входом является 
вектор измеряемых переменных, но не исполь-
зуется наблюдатель) для объектов с неопреде-
ленными параметрами. Предложены алгоритмы 
робастного модального синтеза динамических 
Н∞-регуляторов [1]; алгоритмы, использующие 
проекционную лемму для линейных матричных 
неравенств [2—5]; синтез с использованием дроб-
но-линейных преобразований [6]; алгоритмы, 
использующие параметризацию Юлы и взаимно 
простую факторизацию передаточных функций 
[7]. Но всегда возникает одна проблема: спро-
ектированные регуляторы, как правило, име-
ют высокий порядок, равный порядку объекта 
управления или превышающий его. Достаточно 
привести пример из работы [6], где для объекта 
второго порядка с тремя интервально неопреде-
ленными параметрами спроектированный регу-
лятор имеет двадцатый порядок. Поэтому про-
блема синтеза регуляторов низкого порядка име-
ет как теоретический, так и, что более важно, 
практический интерес. Данная проблема всегда 
стояла перед разработчиками, менялись только 
подходы и объекты управления [8—11].

Следует отметить, что при проектировании регу-
ляторов низкого порядка имеют место три подхода.
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(аналог элиминационной леммы П. Финслера [14]); 
2) проектирование неотрицательно определенных 
матриц в редуцированное пространство также 
неотрицательно определенных матриц. Подробно 
рассмотрен пример синтеза регулятора для высо-
коколебательного объекта четвертого порядка с 
политопической неопределенностью. Показано, 
что порядок регулятора можно снизить с первона-
чального четвертого до второго при незначитель-
ном ухудшении показателей качества.

Постановка задачи

Задан объект управления:
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где pnR∈x  — вектор состояния; znR∈z  — век-
тор регулируемых переменных (определяет цели 
управления; чаще всего состоит из ошибок 
слежения, а также позволяет косвенно ограни-
чить уровень входного управляющего сигнала и 
др.); ynR∈y  — вектор измеряемых переменных; 

unR∈u  — вектор управления; wnR∈w  — вектор 
возмущений (неконтролируемых воздействий, 
куда относятся различного рода шумы, команд-
ные сигналы). Матрицы объекта управления 
имеют соответствующие размерности:
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Требуется для выбранного уровня Н∞-качества 
γ > 0 и заданной политопической неопределен-
ности синтезировать робастный динамический 
регулятор по выходу U(s) = K(s)Y(s) (где K(s) — 
матричная передаточная функция регулятора) 
минимально возможного порядка, обеспечиваю-
щий выполнение условия

 ||Ww → z (s)||∞ < γ;

Ww → z(s) — передаточная функция системы по 
каналу "возмущение — регулируемая переменная"; 
||•||∞ — Н∞-норма передаточной функции.

Процедура синтеза динамического регулятора

В пространстве состояний динамический ре-
гулятор имеет следующий вид:
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где , ,cn
K c pR n n∈x m  т.е. размерность вектора со-

стояния регулятора совпадает с размерностью 
вектора состояния объекта управления (регуля-
тор полного порядка) либо имеет меньший поря-
док. Матрицы динамического регулятора имеют 
соответствующие размерности:

 : ; : ; : ; : .K u y K u c K c y K c cn n n n n n n n× × × ×D C B A

Используя уравнения (1) и (2), найдем переда-
точную функцию замкнутой системы от возму-
щения w к регулируемой переменной z. Получим
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где I — единичная матрица соответствующей 
размерности.

Представим матрицу A* замкнутой системы в 
следующем виде:
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 — матричные параметры иско-

мого регулятора. Заметим, что матрицы , ,A B C  
связаны только с объектом управления.

Для синтеза стабилизирующего Н∞-ре гу ля-
тора используем BR-лемму [12, 13] и проекци-
онную лемму. В соответствии с BR-леммой зам-
кнутая система устойчива и имеет Н∞-норму не 
больше γ, ||Ww → z(s)||∞ < γ, если существует поло-



221Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 4, 2018

жительно определенная матрица P � 0 (в даль-
нейшем используем символы {≺, �} для указания 
знакоопределенности матрицы или матричного 
неравенства) размерности (np + nc)Ѕ(np + nc) та-
кая, что выполнено следующее неравенство от-
носительно неизвестной матрицы P, но содержа-
щее матрицы, зависящие от искомых, а значит, 
тоже неизвестных параметров регулятора (см. 
формулы (4)—(7)):
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Для нахождения параметров регулятора из не-
равенства (9) сначала преобразуем его. Для этого 
представим матрицу Р и обратную к ней в блоч-
но-матричной форме, а именно:
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Подстановка (10) в формулу (9) с учетом со-
отношений (4)—(8) приводит к следующему не-
равенству:
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Обозначим:
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Тогда неравенство (11) можно записать в сле-
дующей компактной форме:

 т( ) ( ) ( ( ) ) ,L R L R+P + P P 0≺W Y QY Y QY  (13)

где аргументы в скобках указывают на зависи-
мость соответствующего слагаемого или мно-
жителя от матрицы Р, а точнее, от элементов ее 
блочно-матричного представления (10). Теперь 
воспользуемся проекционной леммой [2—5], где 
показано, что для разрешимости неравенства 
(13) необходимо и достаточно, чтобы были вы-
полнены следующие два неравенства:
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столбцовых пространств т,L RΨ Ψ . Отметим, что 
для произвольной матрицы G ортогональное 
дополнение G⊥ совпадает с нульпространством 
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С учетом (15) неравенства (14) представляются 
в следующем виде:
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Рассмотрим вначале неравенство (16б), так как 
его ортогональное дополнение не зависит от неиз-
вестной матрицы P. Из соотношения (12) имеем
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где Vi, i = 1, 2, — любые матрицы соответствую-
щих размерностей, обеспечивающие выполнение 
равенства
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Используя выражение (17), преобразуем (16б) 
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где матрица
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теперь зависит только от неизвестной блочной 
матрицы R и
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Переходим к неравенству (16а). Имеем
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Ker

L

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

B R B M 0 D
P

M V 0 0

R M 0 0

B 0 0 D M V 0 0

0 I 0 0 0 0 I 0

0 0 0 I

Y

 

 

1

T T T
2 12

T T T
2 12

= Ker

Ker ,

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

R M 0 0

M V 0 0 B 0 0 D

0 0 I 0 0 I 0 0

0 0 0 I

S N 0 0

N U 0 0 B 0 0 D

0 0 I 0 0 I 0 0

0 0 0 I

 (21)

где использованы соотношения (10) и легко до-
казываемое равенство ( ) 1Ker Ker−=QH H Q  для 
любой невырожденной матрицы H. Подставим 
(21) в (16а), после преобразований получим

 

T
T T
2 12

T T
1 1

T T T T
1

T T
1 11

1 1 11

T T
2 12

Ker

 Ker .

Ѕ

Ѕ Ѕ

Ѕ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞+
⎜ ⎟
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⎜ ⎟−γ⎝ ⎠

⎛ ⎞
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⎝ ⎠

B 0 0 D

0 I 0 0

SA AS AN B SC

N A 0 0 N C

B 0 I D

C S C N D I

B 0 0 D
0

0 I 0 0
≺

 (22)

Рассмотрим в формуле (22) составляющую

 

3
T T
2 12

4

Ker .

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

V 0

0 0B 0 0 D
0 I0 I 0 0
V 0

 (23)

Подстановка выражения (23) в соотношение 
(22) после проведения преобразований приводит 
к неравенству

 

T T T
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1
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4
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 (24)
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Используя матрицу перестановок

 

I 0 0
= 0 0 I
0 I 0

1 T, −
⎛ ⎞
⎜ ⎟ = =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P P P P

для неравенства (24), получим

T TT
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T
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Ѕ
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⎛ ⎞
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⎝ ⎠
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
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⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

SC B V 0

C S I D 0 I

V 0B D I

B D 0

0 I

SA + AS SC B

C S I D

B D I

B D 0 B D 0

0 I 0 I

B D 0
S 0

0 I
≺W

 (25)

где матрица

 ( )

T T
1 1

2 1 11
T T
1 11

−

⎛ ⎞+
⎜ ⎟

= −γ⎜ ⎟
⎜ ⎟−γ⎝ ⎠

SA AS SC B

S C S I D

B D I

W  (26)

теперь зависит только от неизвестной блочной 
матрицы S.

Теперь видно, что разрешимость неравенств 
(16а), (16б) сводится к следующей системе линей-
ных матричных неравенств:

 

( )

( ) ( )
1

T
2 21

2 21

Ker

Ker
,

Ѕ

Ѕ −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
Ω ⎜ ⎟

⎝ ⎠

C D 0

0 I

C D 0
R 0

0 I
≺

 (27а)

 

( )

( ) ( )

T
T T
2 12

T T
2 12

2

Ker

Ker

Ѕ

Ѕ −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B D 0

0 I

B D 0
S 0

0 I
≺W

 (27б)

относительно неизвестных матриц ,R 0 S 0� � , 
где матрицы ( )1 ,−Ω R  ( )2

− SW  определяются фор-
мулами (19) и (26) соответственно. Однако не-
равенств (27) недостаточно, так как матрицы 

,R 0 S 0� �  связаны соотношениями (10).
Для поиска дополнительных условий рассмо-

трим обращение блочных матриц. Известно [15, 
16], что для блочной матрицы

 , det 0
⎛ ⎞

= ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

A B
X D

C D

ее обратная (один из возможных вариантов) 
определяется как

 
1 1 1

1
1 1 1 1 1

,
− − −

−
− − − − −

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠

T T BD
X

D CT D D CT BD
 (28)

где 1 , det 0.−= − ≠T A BD C T
Пусть блочная матрица V = I в матрице P будет 

единичной. Тогда из соотношения (28) получаем

 ( ) 1T 1 T .
− −− = ⇒ − =R MM S R S MM 0�  (29)

Так как p cn nR ×∈M  и nc m np, то

 ( ) ( )1 Trank rank .cn−− =R S MM m  (30)

Используя дополнение Шура [12] для выраже-
ния (29), имеем следующее дополнительное ли-
нейное матричное неравенство для нахождения 
матриц (R, S):

 1 .− ⎛ ⎞
− ⇔ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

R I
R S 0 0

I S
� �  (31)

Ивасаки и Скелтон [3] показали, что для дан-
ной пары матриц (R, S) достигается минимальный 
порядок *

cn  регулятора, если матрица M имеет 
полный ранг по столбцам, т.е.

 ( ) ( )1 T *rank rank .cn−− = =R S MM  (32)

Для регулятора не обязательно минимального 
порядка *

c c pn n n<m  соотношение (32) имеет вид 
неравенства

 ( ) ( )1 Trank rank .cn−− =R S MM m  (33)
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Итак, окончательно имеем следующую теорему 
о субоптимальном редуцированном Н∞-регуляторе 
с Н∞-нормой передаточной функции замкнутой 
системы ||Ww → z(s)||∞ < γ и заданным параметром 
γ > 0.

Теорема. Следующие утверждения эквива-
лентны:

1) существует субоптимальный Н∞-ре гу ля тор 
порядка nc;

2) существуют положительно определенные 
матрицы ,R 0 S 0� �  такие, что выполнены не-
равенства (27), (31), (33). �

Однако возникает одна проблема. Если нера-
венства (27), (31) являются линейными матрич-
ными неравенствами, а значит, определяют вы-
пуклые множества, то неравенство (33) является 
таковым только для nc = np [3]. При nc < np, что 
является обычной практикой и целью данной ра-
боты, условие (33) уже не является выпуклым, так 
как ранговое условие (33) не определяет выпукло-
го множества в параметрическом пространстве 
(R, S). Поэтому решить неравенства (27), (31), 
(33) с использованием, например, средств пакета 
МATLAB не представляется возможным.

Для решения данной проблемы используем 
проекционный метод и следующую двухэтапную 
процедуру синтеза.

1 этап. На первом этапе решим ослабленную 
задачу (27), (31) без учета условия (33). Для по-
лучения регулятора редуцированного поряд-
ка необходимо использовать некоторую про-
цедуру оптимизации, а именно: найти матрицы 

, ,R 0 S 0� �  которые минимизируют след ма-
трицы (31) (линейная целевая функция)

 ( )
, ,

min tr min tr trJ
⎛ ⎞

= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠R 0 S 0 R 0 S 0

R I
R S

I S� � � �
 (34)

при выполнении ограничений (неравенств) (27), 
(31) и заданном параметре γ > 0.

Такой выбор целевой функции обусловлен 
следующими соображениями. Рассмотрим пре-
дельный случай, когда динамический регулятор 
(nc > 0) переходит в статический (nc = 0). Для 
статического регулятора имеем матрицы M = 0,  

, ,= = =N 0 U 0 V 0  и 1 ,−=S R 0�  1 1, ,− −= =P R P R  
а целевая функция (34) представляется как

 ( )1
0 1

min tr min tr +tr .J −
−

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠R 0 R 0

R I
R R

I R� �
 (35)

Нетрудно показать, что при отсутствии ка-
ких-либо ограничений 

1* *
pn

−
= =R R I  и опти-

мальное значение целевой функции *
0 2 .pJ n=�  

При наличии ограничений, как в нашем случае, 
* * *

0 0 .J J J> > �  Поэтому целевая функция вида (34) 
вполне адекватна решаемой задаче.

2 этап. Для получения редуцированного ре-
гулятора и учета рангового условия (33) исполь-

зуем полученные после первого этапа матрицы 
(R, S) и процедуру ортогонального проектирова-
ния симметричной неотрицательно определен-
ной матрицы R – S–1 на множество редуциро-
ванных неотрицательно определенных матриц. 
Для этого воспользуемся модификацией леммы 
из работы [17].

Лемма. Пусть T , n r
r r r S += ∈Q Q 0 Q�  — неко-

торая неотрицательно определенная матрица раз-
мерности nЅn, ранга r < n и

 ( )
T
1T

1 2 T
2

r
r

+ ⎛ ⎞⎛ ⎞Σ
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

U0
Q U U U U

0 0 U
S

— ее сингулярное разложение, где U — орто-
гональная матрица, ( )1 :,1 : r=U U  — матрица 
размерности nЅr, ( )2 :, 1 :r n= +U U  — матрица 
размерности ( ),n n r× −  r

+Σ  — диагональная ма-
трица ее положительных собственных значений 
(сингулярных чисел), n rS +  — множество неотри-
цательно определенных матриц размерности nЅn, 
ранга r. Тогда ортогональная проекция матрицы 
Qr на множество неотрицательно определенных 
матриц n p

p S +∈Q  размерности nЅn и ранга p < r 
определяется следующей формулой:

 ( )
T
1 T

1 2 1 1T
2

,p
p p

+
+

⎛ ⎞⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

U0
Q U U U U

0 0 U

�
� � � �

�
S

S  (36)

где ( )1 2diag , ,.., ,p p
+ = σ σ σS  1 2 ... 0,pσ σ σ >l l l  

p < r — диагональная матрица ненулевых син-
гулярных чисел матрицы Qr , полученная при-
равниванием нулю (r – p) самых малых (практи-
чески нулевых) сингулярных чисел матрицы Qr, 

( )1 :,1 : .p=U U�
Доказательство. Скалярное произведение (A, B) 

неотрицательно определенных матриц , ,n pS +∈A B
p < n, определяется следующим выражением [16]:

 ( ) ( ), tr ,=A B AB

где tr(Y) — след матрицы Y. Тогда ортогональ-
ная проекция n qS⊥ +∈A  матрицы n pS +∈A  на не-
которое замкнутое и выпуклое подмножество 

,n q n pS S q p+ +⊂ <  находится по формуле

 ( ), 0.⊥ ⊥− =A A A

Нетрудно показать, что подстановка представ-
ленных выше выражений для спроектированной 
матрицы дает необходимый результат, т.е.

 ( ), 0.p r p− =Q Q Q  �
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Воспользовавшись этой леммой, проведем 
сингулярное разложение матрицы R – S–1 (фор-
мула (29)) и рассмотрим ее ортогональную про-

екцию на множество , .p cn n
c pS n n+ m  Получим

 
( )

( ) ( )

1 T
1 1

1/2 1/2 T T
1 1 ,

c

p c

c c

n

n n
n n S

− +

+

+ +
+

− = =

= = ∈

R S U U

U U MM

S

S S
 (37)

где ( )1 2diag , ,.., ,
c cn n

+Σ = σ σ σ  1 2 ... 0,
cnσ σ σ >l l l  

0 < nc m np. Такая процедура проектирования по-

казывает, что матрица ( )1/2

1 cn
+=M U S  имеет пол-

ный ранг, т.е. порядок *,c cn n=  
*

,p cn nR ×∈M  рав-
ный минимальному порядку регулятора.

Однако после отбрасывания только (практи-

чески) нулевых сингулярных чисел в матрице *
cn

+S  
могут остаться сингулярные числа очень малых 
значений, близких к нулю. В этом случае воз-
можна дальнейшая редукция порядка регулятора
удалением таких сингулярных чисел. Структу-
ра регулятора становится проще. Но при этом 
с каждым отбрасыванием малых сингулярных 
чисел качество регулирования может ухудшать-
ся. Необходим компромисс и количественные 
оценки работы полученного редуцированного 
регулятора. Далее рассматривается решение этой 
проблемы.

Синтез редуцированного регулятора

Далее мы рассматриваем регуляторы, у которых 
*,r

c cn nm  т.е. регуляторы, где отбрасываются ма-

лые ненулевые сингулярные числа матрицы *
c

n
+Σ .

Обозначим редуцированную матрицу

 
( ) ( )

( ) ( )
*

1 T
1 1

1/2 1/2
T T

1 1 ,

c

r
p c

r r
c c

rr

n

n n

n n
S

− +

+

+ +
+

− = Σ =

= Σ Σ = ∈

R S U U

U U MM� � � �
 (38)

где

 ( ) *
1 2diag , ,.., , ,r r

c c

r
c cn n

n n+Σ = σ σ σ m

 ( ) ( )1/2

1 1 1, :,1 : ,r
c

r
cn

n+= Σ =M U U U� � �

 *1 2 1
... ... 0,r r

c c cn n n+σ σ σ σ σ >�l l l l l

 rank( ) ,r
cn=M�  *.r

c cn nm

После отбрасывания малых сингулярных чи-
сел необходимо проверить выполнение основного 
линейного матричного неравенства (13), из кото-

рого после подстановки полученных матриц ,P M�
определяются матрицы регулятора AK, BK, CK, DK. 
Ясно, что при редукции порядка регулятора не-
равенство (13) для некоторого *r

c cn n<  может не 
выполняться. При этом возможны два решения:

1) вернуться к регулятору более высокого по-
рядка, который обеспечивает выполнение этого 
неравенства;

2) увеличить параметр γ и/или изменить ве-
совые коэффициенты матриц регулируемого вы-
хода (ухудшение качества управления), решить 
задачу первого этапа и попробовать найти регу-
лятор для выбранного порядка r

cn .
Представленный алгоритм синтеза редуциро-

ванного регулятора рассмотрим на примере син-
теза робастного регулятора для объекта управ-
ления с политопической неопределенностью. 
Объектом управления выступает спутник, со-
единенный нежесткой связью с инструменталь-
ным блоком (двухмассовая система) [18]. Необ-
ходимо управлять угловым положением инстру-
ментального блока, на котором стоят звездный 
датчик и датчик углового положения самого 
блока, а привод управляет угловым положением 
спутника. Ввиду нежесткости связи имеет место 
несогласованность движений привода и датчика 
углового положения инструментального блока, 
в западной литературе этот эффект получил на-
звание "noncollocated" [18].

Пример

Рассматривается двухмассовая система (рис. 1), 
где J1, J2 — моменты инерции масс спутника и 
инструментального блока соответственно, свя-
занных гибкой связью с неопределенными пара-
метрами: k ∈ [kmin, kmax] — жесткость пружины, 

Рис. 1. Схематическое изображение объекта управления
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f ∈ [ fmin, fmax] — коэффициент вязкого трения; 
τ — вращающий момент, приложенный к первой 
массе.

Фиксированные и интервально неопределен-
ные параметры объекта управления: k ∈ [0,09...0,4], 
f ∈ [0,0038...0,042], J1 = 1 кг•м2, J2 = 0,1 кг•м2.

Требуется синтезировать регулятор низкого 
порядка, обеспечивающего следующие пока-
затели качества для любых параметров объекта 
управления:

1) время переходного процесса не более 20 с;
2) перерегулирование не более 15 %.
Решение. Синтезируем Н∞-регулятор. Пере-

менные состояния: 1 1 2 1, ,x x= θ = θ�  3 2 4 2,x x= θ = θ�  
(объект четвертого порядка, np = 4). Управление: 
u = τ. Матрицы объекта управления (1) имеют 
следующий вид:
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0 1 0 0

0 0 0 1

0 1 0 0
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B

B

Дополнительные индексы внизу у матриц при-
ведены для того, чтобы показать, что данные ма-
трицы еще не в полной мере соответствуют урав-
нениям полного объекта управления (1), имеется 
еще эталонная модель (ЭМ). Целью использова-
ния ЭМ является обеспечение синтезированным 
регулятором максимально точного отслеживания 
объектом управления желаемой динамики в пе-
реходном процессе. Структурная схема системы 
управления представлена на рис. 2.

Собственные значения матрицы A0 изменя-
ются в широких пределах: наряду с наличием 
двойного нуля (двойного интегратора) имеются 
комплексные полюса с высоким значением по-
казателя колебательности и малой собственной 
демпфированной частотой. В табл. 1 приведены 
собственные значения системной матрицы A0 для 
четырех вершин политопа неопределенности.

Измеряется только угол поворота инстру-
ментального блока θ2, т.е. матрица выхода C2,0 =
= (0 0 –1 0). Знак минус указывает на то, что 

на вход регулятора поступает рассогласование 
( ) ( ) ( )*

2 ,y t t t= θ − θ  где ( ) ( )* t w tθ =  — желаемая 
траектория угловой координаты инструменталь-
ного блока (внешнее нерегулируемое воздейст-
вие). В качестве регулируемого вектора выхода z
рассматривается вектор взвешенных угловых ко-
ординат спутника и инструментального блока, 
управления и рассогласования углового поло-
жения инструментального блока с выходом эта-
лонной модели. Матрицы регулируемого выхода 
объекта управления:

 

1

1,0 2

3

3 1
11 4 1 12 21

0 0 0

0 0 0 ,

0 0 0

, , 1,
u

×
×

α⎛ ⎞
⎜ ⎟= α⎜ ⎟
⎜ ⎟−α⎝ ⎠

⎛ ⎞
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C

0
D 0 D D

 (39)

где числовые значения весовых коэффициентов 
α1, ..., α3, βu будут приведены ниже.

Для формирования матрицы A полного объек-
та управления к системной матрице A0 добавим 
системную матрицу

 M

0 1 0

0 0 1

a b c

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

A

ЭМ, где коэффициенты a, b, c определяют пере-
даточную функцию третьего порядка для жела-

Рис. 2. Структурная схема системы управления:
Р — регулятор; ОУ — объект управления; ЭМ — эталонная 
модель; α1, ..., α3, βu — весовые коэффициенты регулируемо-
го выхода z

Таблица 1

Собственные значения системной матрицы A0

для угловых вершин политопа

Вершина политопа Собственные значения

(kmin, fmin) –0,0209±j0,9948; 0; 0

(kmin, fmax) –0,2310±j0,9678; 0; 0

(kmax, fmin) –0,0209±j2,0975; 0; 0

(kmax, fmax) –0,2310±j2,0849; 0; 0
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емой динамики объекта управления. Выход мо-
дели θM = x5 сравнивается с измеряемым углом 
θ2 для формирования сигнала рассогласования, 
затем ошибка взвешивается и формирует одну из 
координат регулируемого выхода. Полная модель 
объекта управления в этом случае имеет следу-
ющие матрицы:
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 (40)

Остальные матрицы определены соотношени-
ем (39). Порядок полной модели объекта управ-
ления с учетом эталонной модели np = 7.

Замечания:
1) состояние ЭМ не управляется регулятором, 

поэтому размерность реально управляемого объ-
екта np, o = 4. Относительно этого порядка объ-
екта мы и будем синтезировать регулятор;

2) на первых эт  апах выбора матриц регули-
руемого выхода использовался алгоритм слеже-
ния за эталонным входом (без ЭМ, в этом случае
np = np, o = 4). Но получить удовлетворительный 
результат во всем диапазоне политопической не-
определенности не удалось. Переход к введению 
ЭМ и использованию алгоритма слежения за ее 
выходом позволил решить поставленную задачу.

Синтез робастного регулятора. По представ-
ленному выше алгоритму синтезированы три ре-
гулятора: четвертого, третьего и второго поряд-
ков. Весовые коэффициенты для матриц регу-
лируемого выхода и параметр γ (выражения (39)) 
для каждого регулятора представлены в табл. 2.

Передаточные функции ЭМ выбраны таким 
образом, чтобы максимально обеспечить выпол-
нение требуемых показателей качества для всех 
регуляторов, а именно:
 � регулятор четвертого порядка

 ( )M4 3 2

0,113
;

0,9 0,54 0,113
W s

s s s
=

+ + +

 � регулятор третьего порядка

 ( )M3 3 2

0,022
;

0,84 0,24 0,022
W s

s s s
=

+ + +

 � регулятор второго порядка

 ( )M2 3 2

0,078
.

0,89 0,43 0,078
W s

s s s
=

+ + +

На первом этапе поиска матриц R, S для син-
теза робастного регулятора в линейных матрич-
ных неравенствах использовали либо все вер-
шины политопической неопределенности, либо 
номинальную усредненную матрицу и пару вер-
шинных матриц (определены моделированием).

Сингулярные числа симметричной матрицы 
R – S–1, полученные после первого этапа син-
теза, отражены в табл. 3 (выделены сингулярные 
числа, определяющие порядок регулятора).

Практически нулевые сингулярные числа σ7
∼ 10–8 ≈ 0 для всех регуляторов определяют 
rank(R – S–1) = 6. Однако малые сингулярные 
числа σ5, σ6 ∼ 0,01...0,03, учитывающие влияние 
ЭМ и нами отбрасываемые, позволяют начинать 
с регулятора четвертого порядка.

Из табл. 3 видно, ч  то для регуляторов 4-го и 
3-го порядков максимальное отбрасываемое син-
гулярное число при редукции порядка регуля-
тора на порядок меньше, чем оставленное мини-
мальное сингулярное число. Для регулятора вто-
рого порядка эта величина равна одной четверти, 
что, как мы увидим ниже, напрямую отражается 
на показателях качества в худшую сторону.

Полученные после второго этапа передаточ-
ные функции регуляторов — все неминимально 
фазовые и имеют нуль с малой частотой сопря-
жения (реальное дифференцирующее звено):
 � регулятор четвертого порядка

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

p4

2

2

0,975 0,764 0,0003 1,84 1,61
;

10,84 0,87 0,85 0,60

W s

s s s s

s s s s

=

− − + + +
=

+ + + +

Таблица 2

Весовые коэффициенты регулируемого выхода и параметр g 
(выделены столбцы, одинаковые для всех регуляторов)

Порядок 
регулятора

α1 α2 α3 βu γ

4 0,014 0,0084 0,0018 0,0021 0,0174

3 0,014 0,0084 0,0018 0,0021 0,0174

2 0,014 0,0084  0,00074 0,0032 0,0174

Таблица 3

Сингулярные числа матрицы R – S–1

Порядок
регуля-

тора
Сингулярные числа матрицы R – S–1

4 1600000; 9,31; 1,44; 0,50; 0,036; 0,011; 8,8•10–10

3 250000; 37,4; 7,05; 0,81; 0,05; 0,013; 1,6•10–8 

2 20870; 2,66; 0,72; 0,26; 0,032; 0,0083; 6,4•10–9
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Рис. 4. Переходные характеристики с регулятором четвертого порядка:
а — график углового движения спутника; б — график углового движения инструментального блока

Рис. 3. Отмеченные точки политопической неопределенности 
параметров, с которыми проводилось моделирование. Выде-
лена область 

2PU - , где для регулятора второго порядка полу-
чены худшие результаты

 � регулятор третьего порядка
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( ) ( )p3 2
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s s s
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+ + +

 � регулятор второго порядка

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )p2

2,84 0,89 0,001
.

27,6 0,51

s s
W s

s s

− − +
=

+ +

Моделирование. Моделирование проводили во 
всем диапазоне политопической неопределенности 
параметров k и f (рис. 3).

Результаты моделирования — переходные про-
цессы по углам θ1(t), θ2(t) для различных регулято-
ров — представлены на рис. 4—6.

Обсуждение полученных результатов. По ре-
зультатам моделирования можно сделать следу-
ющие выводы:
 � наибольшим быстродействием обладает си-

стема с регулятором четвертого порядка. При 
этом по углу θ1(t) показатели качества удов-
летворяются в полном объеме. По углу θ2(t)
для некоторых параметров k, f имеется неболь-
шое (5...7 %) превышение допустимого пере-
регулирования. При этом норма w z→ ∞

=W
= 0,0182 > γ = 0,0174, что объясняется коле-
бательным, а не апериодическим переходным 
процессом в объекте управления, как в ЭМ;

 � регулятор третьего порядка обеспечива-
ет практически апериодический переходной 
процесс по обеим угловым координатам, но 
есть небольшое увеличение (порядка 1...2 с) 
допустимого времени переходного процесса. 
Здесь норма 0,0162 0,0174;w z→ ∞

= < γ =W
 � регулятор второго порядка обеспечивает 

требуемые показатели качества по углу θ1(t), 
но переходные процессы по углу θ2(t) имеют 
больший разброс, а для отдельных траекторий 
(область 

2
,PU −  см. рис. 3) имеют место колеба-

тельность и превышение требуемого времени 
переходного процесса (около 4 с). При этом 
норма 0,0164 0,0174.w z→ ∞

= < γ =W
Заметим, что в монографии [18] требуемый пе-

реходной процесс был получен только для двух из 
четырех рассмотренных регуляторов (для регуля-
тора с полным измерением вектора состояния и 
регулятора с наблюдателем), причем для случаев: 
а) номинального (усредненного по параметрам) 
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объекта управления и б) абсолютно жесткого со-
единения спутника и инструментального блока.

Заключение

В работе рассмотрен алгоритм прямого син-
теза робастного редуцированного регулятора 
с использованием линейных матричных нера-
венств и проекционных лемм. Решение задачи 
осуществляется в два этапа. На первом этапе 
проекционная лемма позволяет определить не-
обходимые положительно определенные матри-

цы, характеризующие робастность проектиру-
емой системы. Этап не включает нахождение 
матриц динамического регулятора, но гаранти-
рует, что решение задачи синтеза регулятора с 
заданным уровнем показателя качества γ > 0 су-
ществует. На втором этапе использование про-
цедуры проектирования в пространстве неотри-
цательно определенных матриц (процедуры ре-
дукции порядка регулятора) дает возможность 
найти параметры регулятора соответствующей 
размерности. Рассмотренный практический 
пример показал эффективность и простоту 
предлагаемого метода.

Рис. 5. Переходные характеристики с регулятором третьего порядка:
а — график углового движения спутника; б — график углового движения инструментального блока

Рис. 6. Переходные характеристики с регулятором второго порядка:
а — график углового движения спутника; б — график углового движения инструментального блока
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In this article the direct method of synthesis of a robust regulator of the low order is considered. For synthesis robust 
Hinf-regulator of the low order for plant with polytopic uncertainty are using bounded real lemma for linear matrix 
inequalities and two procedures of projection: 1) the projective lemma for linear matrix inequalities and 2) projection of 
nonnegative matrixes to reduced space also nonnegative matrixes. At the first stage of design the weakened problem with 
a convex linear matrix inequality is solved. For performance of not convex rank condition a procedure of orthogonal 
projection of singular value decomposition of a matrix and by rejection zero singular values is used. The order reduction 
a regulator is carried out by rejection small singular values. The submitted algorithm of synthesis of the reduced regulator 
is considered on an example of synthesis of robust regulator for plant with polytopic uncertainty. The plant is a satellite 
connected by a flexible boom with the sensor package (two-mass system). It is necessary to control angular position of the 
sensor package on which there is a star sensor and the sensor of angular position of the package, and the actuator control 
by angular position of the satellite. In view of no rigid connections inconsistency of movements of the actuator and the sensor 
of angular position of the sensor package takes place, i.e. there is a noncollocated system. Synthesis of a robust regulator 
for the weak damping plant of the fourth order with polytopic uncertainty is in detail considered. It is shown, that the 
order of a regulator it is possible to lower with initial the fourth to the second at insignificant deterioration of performance. 
specifications.

Keywords: robust, linear matrix inequalities, a projective lemma, polytopic uncertainty, two-mass system, a regulator 
of the low order
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