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Расчет параметров математической модели
электрического шагового двигателя гибридного типа

на основе анализа картины магнитостатического поля

Можно выделить два типа резонансных яв-
лений в шаговом двигателе. Низкочастотный 
резонанс проявляется в виде вибрации маши-
ны при низких частотах вращения (порядка 
1...2 с–1). Он вызван несимметричностью токов 
в обмотках статора. Современные драйверы 
для управления шаговыми двигателями имеют 
механизм устранения низкочастотного резо-
нанса с помощью подстройки фазных токов.

Среднечастотный резонанс проявляется 
в виде шума на средних частотах вращения 
(порядка 5...15 с–1) и возникает при совпаде-
нии частоты собственных колебаний ротора 
с частотой подачи импульсов фазных напря-
жений. Частота собственных колебаний рото-
ра зависит, прежде всего, от конструктивных 
параметров двигателя: момента инерции, гео-

Представлен вариант решения задачи расчета параметров математической модели электрического шагового 
двигателя гибридного типа на основе анализа картины его магнитостатического поля. Показан один из основных 
недостатков такого двигателя — среднечастотный резонанс, возникающий из-за совпадения частоты собственных 
колебаний ротора с частотой подачи импульсов напряжения питания. Обоснована необходимость учета данного 
фактора при проектировании системы дискретного электропривода на основе исполнительного двигателя данного 
типа путем расчета значений резонансных частот и использования их при разработке алгоритма управления при-
водом. Поставлена задача разработки математической модели двигателя, позволяющей выполнить анализ влияния 
его конструктивных параметров на спектр резонансных частот. Сформирована методика расчета параметров за-
данной математической модели. Рассмотрены варианты математического описания данной электрической машины 
и выполнен подбор ее известной математической модели на основе схемы замещения электрической цепи. Выполнен 
численный расчет пространственной картины магнитостатического поля электродвигателя. На основе анализа 
результатов расчета сформирована система допущений для разработки эквивалентной схемы замещения магнитной 
цепи электрической машины. Разработана эквивалентная схема замещения магнитной цепи и соответствующая ей 
система уравнений. Сформирована система уравнений математической модели на основе схем замещения электриче-
ской и магнитной цепей. На основе системы уравнений разработана имитационная модель дискретного электропри-
вода в программном пакете Simulink. С помощью полученной имитационной модели выполнен расчет переходных про-
цессов по углу поворота ротора и электромагнитному моменту и проведен анализ влияния одного из конструктив-
ных параметров на частоту собственных колебаний ротора. На основе результатов моделирования показано, что 
при увеличении высоты воздушного зазора у гибридного шагового двигателя уменьшается значение результирующего 
электромагнитного момента, и снижается частота собственных колебаний ротора, соответственно снижается и 
частота, при которой возникает среднечастотный резонанс. Полученная математическая модель может быть ис-
пользована на этапе поверочного расчета выбранного двигателя, так как позволяет проанализировать влияние кон-
кретного конструктивного параметра машины, в частности воздушного зазора, на частоту собственных колебаний 
ротора, а следовательно, на спектр резонансных частот дискретного электропривода.
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Введение

Электрические шаговые двигатели гибрид-
ного типа на сегодняшний день являются од-
ним из перспективных типов исполнительных 
устройств дискретного электропривода высо-
коточных систем и комплексов гражданского 
и оборонного назначения. Важное преиму-
щество такого привода — возможность реа-
лизации позиционного контура управления 
без использования обратной связи. Наиболее 
существенным его недостатком является ха-
рактерный для всех типов шаговых двигате-
лей резонанс, вызывающий шум, вибрацию, 
уменьшение развиваемого двигателем момента 
и пропуск шагов при определенных скоростях 
вращения.
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метрических размеров магнитопровода и воз-
душного зазора.

При реализации системы управления дис-
кретным электроприводом возникает задача 
минимизации негативного влияния среднеча-
стотного резонанса, что может быть достигну-
то путем расчета соответствующих резонанс-
ных частот и их учета при разработке алгорит-
ма управления. Соответственно актуальной 
является задача подбора математической мо-
дели, которая позволит оценить влияние кон-
структивных параметров машины на частоту 
собственных колебаний ротора, а следователь-
но, и на спектр резонансных частот. Это помо-
жет оптимизировать подбор конкретной марки 
двигателя и реализовать алгоритм управления 
приводом таким образом, чтобы негативное 
влияние резонансных явлений на его характе-
ристики было минимальным.

Постановка задачи

Для расчета статических и динамических 
характеристик систем электрического привода 
применяются математические модели исполни-
тельного двигателя разной степени идеализа-
ции. Математическое описание электрических 
машин, как правило, основано на системе урав-
нений Лагранжа—Максвелла, описывающих 
основные моменты процесса электромеханиче-
ского преобразования энергии. Конструктив-
ные параметры конкретного электрического 
двигателя в модели отражены в соответствую-
щих постоянных коэффициентах системы диф-
ференциальных и алгебраических уравнений, 
таких как потокосцепление, индуктивность 
фазы, коэффициент момента и противоЭДС и 
других, заданных заводом-изготовителем в при-
лагаемой технической документации. Однако в 
инженерной практике возникают задачи, реше-
ние которых требует непосредственного учета в 
математическом описании машины геометри-
ческих размеров магнитопровода и воздушного 
зазора, свойств конструкционных материалов 
ротора и статора, параметров обмоток. Одной 
из таких задач и является анализ влияния кон-
структивных параметров шагового двигателя 
на присущие данному типу электрических ма-
шин резонансные явления.

Различные аспекты формирования матема-
тического описания гибридного шагового дви-
гателя (ГШД) рассмотрены в целом ряде работ 
[1—7]. На основе анализа данных источников 

можно выделить модель, основанную на схе-
ме замещения электрической цепи обмотки 
статора. В частности, согласно работе [7] для 
двухфазного ГШД соответствующая система 
уравнений имеет следующий вид:
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Здесь U, i, R, ψ, L — напряжение, ток, сопро-
тивление, потокосцепление и индуктивность 
соответствующей фазы; θ, ω, Jдв, p — угол пово-
рота, угловая частота вращения ротора, момент 
инерции ротора, число пар полюсов ротора;
Mэ — электромагнитный момент; Mст max — ам-
плитудное значение статического фиксирую-
щего момента, определяемого постоянными 
магнитами ротора; Mc — момент статического 
сопротивления вала двигателя.

Модель включает в себя:
 � уравнения напряжений каждой из фаз, по-

лученные согласно схеме замещения обмо-
ток статора;

 � выражение для электромагнитного момен-
та, полученное из уравнения баланса мощ-
ностей;

 � уравнение движения ротора двигателя под 
действием электромагнитного вращающего 
момента и момента статического сопротив-
ления.
В системе уравнений (1) параметры L — ин-

дуктивность обмотки статора и ψ — потоко-
сцепление обмотки статора заданы в виде по-
стоянных коэффициентов без учета изменения 
модуля вектора магнитного потока, а также 
геометрии магнитопровода и воздушного зазо-
ра двигателя в процессе электромеханического 
преобразования энергии. В связи с этим зада-
чу получения математической модели ГШД на 
основе анализа конструктивных параметров 
машины фактически будем рассматривать как 
задачу расчета параметров L и ψ как функций 
угла поворота ротора двигателя θ, зависящих 
также от геометрических соотношений маг-
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нитной системы, свойств конструкционных 
материалов, параметров обмоток статора.

Общий подход к построению эквивалентной 
схемы замещения магнитной цепи ГШД

Для расчета значений индуктивности и по-
токосцепления обмотки статора в зависимости 
от параметров магнитной системы целесоо-
бразно использование эквивалентной схемы 
замещения магнитной цепи ГШД.

Общий подход к построению эквивалентной 
схемы замещения магнитной цепи, применимый 
для любого электромеханического преобразова-
теля, рассмотрен, в частности, в работе [2].

Магнитодвижущие силы (МДС) обмоток 
статора и постоянных магнитов ротора создают 
магнитный поток, который замыкается через 
элементы магнитопровода. В силу специфики 
конструкции данного типа электрических ма-
шин схему замещения магнитной цепи ГШД 
целесообразно представить в виде простран-
ственной структуры, включающей: источники 
МДС, линейные магнитные сопротивления, 
нелинейные магнитные сопротивления.

В качестве источников МДС могут высту-
пать обмотки с током либо постоянные магни-
ты. МДС обмотки статора Fоб рассчитывается 
по формуле

 Fоб = iw, (2)

где i — ток в обмотке соответствующей фазы ста-
тора; w — число витков обмотки фазы статора.

Если источником МДС выступает посто-
янный магнит, вводится понятие фиктивной 
МДС постоянного магнита Fпм:

 Fпм = Hкфlм, (3)

где Hкф — фиктивная коэрцитивная сила по-
стоянного магнита ротора; lм — длина элемен-
та постоянного магнита ротора (как правило, 
длина по средней линии).

Значение Hкф может быть рассчитано ана-
литически на основе анализа кривой размаг-
ничивания материала постоянного магнита 
[2], либо численно при решении задачи магни-
тостатики средствами одного из специализи-
рованных программных пакетов.

Магнитное сопротивление участка магни-
топровода может быть вычислено по формуле

 ,i
i

i i

h
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S
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где hi — соответствующие длины участков маг-
нитопровода двигателя; Si — площадь, пере-
секаемая магнитным потоком на заданном 
участке магнитопровода; μi — относительная 
магнитная проницаемость материала заданно-
го участка магнитопровода.

Магнитная проводимость участка магнито-
провода очевидно является величиной, обрат-
ной магнитному сопротивлению:
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В соответствии с общими принципами фор-
мирования магнитная цепь условно разбивает-
ся на участки с равномерным сечением и по-
стоянной магнитной проницаемостью. Затем 
каждый участок магнитной цепи заменяется 
магнитным сопротивлением, а МДС, распре-
деленная на участке, заменяется источником 
МДС соответствующего вида.

Согласно принятым выше обозначениям 
выражение для закона полного тока магнит-
ной цепи может быть записано в виде

 об пм
1 1

,
n k

i
i j

R F F
= =
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где Φ — магнитный поток на рассматриваемом 
участке магнитной цепи двигателя; n — число 
участков магнитной цепи с соответствующим 
магнитным сопротивлением; k — число фаз 
обмотки статора.

Методика расчета параметров математической 
модели ГШД на основе эквивалентной схемы 

замещения магнитной цепи

Для построения эквивалентной схемы заме-
щения магнитной цепи ГШД необходимо учи-
тывать структуру магнитной системы в целом,
а также параметры рабочего воздушного зазора. 
При расчете магнитной цепи необходимо знать 
магнитную проводимость рабочего воздушно-
го зазора и проводимости потоков рассеяния. 
Значение магнитной проводимости определя-
ется конфигурацией поверхностей полюсов, 
ограничивающих воздушный зазор, их разме-
рами и непосредственно высотой воздушного 
зазора. Для расчета магнитных проводимостей 
участков магнитных цепей применяется целый 
ряд методов, в том числе: аналитический ме-
тод, метод вероятного пути потока, метод рас-
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четных полюсов, метод построения картины 
поля и др.

Конструктивная схема ГШД представлена 
на рис. 1 (см. вторую сторону обложки).

Анализ данной схемы позволяет сделать 
вывод, что в силу специфики конструкции 
двигателя магнитное поле, созданное фазны-
ми обмотками и постоянными магнитами, 
имеет сложную трехмерную конфигурацию, 
и для подтверждения выводов по элементам и 
структуре магнитной системы целесообразно 
выполнить расчет его пространственной кар-
тины для серии взаимных положений ротора 
и статора. На основе полученных результатов 
моделирования можно будет сформировать си-
стему допущений для разработки схемы заме-
щения магнитной цепи. Расчет картины поля 
может быть проведен с помощью численных 
методов средствами специализированных про-
граммных пакетов.

Соответственно, методика расчета параме-
тров модели на основе анализа магнитной си-
стемы машины включает в себя:

1) анализ физических свойств и характе-
ристик применяемых конструкционных ма-
териалов;

2) численное моделирование магнитного 
поля машины с помощью метода конечных эле-
ментов средствами специализированных про-
граммных пакетов и формулировка выводов по 
структуре и параметрам магнитной системы;

3) формирование системы допущений для 
описания структуры магнитной системы ма-
шины;

4) разработку схемы замещения магнитной 
системы машины;

5) формирование аналитических зависимо-
стей для расчета полной проводимости маг-
нитной цепи согласно полученной схеме заме-
щения;

6) формирование системы уравнений с уче-
том полученных аналитических зависимостей 
для потокосцепления и индуктивности фаз 
двигателя.

Расчет картины магнитостатического поля ГШД

Исходя из анализа конструкции двигателя 
решение задачи расчета магнитного поля ма-
шины осуществляется в трехмерной постанов-
ке. В качестве исходных данных выступают 
трехмерная модель ГШД, выполненная в паке-

те SolidWorks, и параметры соответствующих 
конструкционных материалов.

Решение задачи магнитостатики выполня-
ется с помощью численного метода конечных 
элементов средствами демоверсии программ-
ного пакета JMAG Designer. Численный расчет 
магнитного поля ГШД позволит решить сле-
дующие задачи:

1) выполнить анализ пространственной 
структуры пути магнитного потока и полу-
чить соответствующие геометрические разме-
ры элементов магнитопровода;

2) выполнить анализ значения магнитной 
проницаемости участков магнитной цепи.

На рис. 2 (см. вторую сторону обложки) 
представлен вариант разбиения в рабочем 
окне программного пакета трехмерной модели 
секции двигателя с помощью сетки конечных 
элементов. Построение сетки выполняется в 
автоматическом режиме. Свойства конструк-
ционных материалов элементов машины вы-
бираются из библиотеки материалов Jmag 
Designer исходя из соответствия располагае-
мых кривых намагничивания магнитомягких 
материалов и кривых размагничивания магни-
тотвердых материалов заданным.

Результаты моделирования представлены на 
рис. 3, 4 (см. вторую сторону обложки).

В результате решения задачи магнитостати-
ки получены картины линий вектора магнит-
ной индукции и плотность ее распределения 
по магнитопроводу машины при заданных 
режимах подачи питания на обмотки статора.
В соответствии с анализом полученных ре-
зультатов была сформулирована система допу-
щений для разработки схемы замещения маг-
нитной цепи машины:

1) путь магнитного потока по магнитопро-
воду разбивается на участки, имеющие форму 
прямоугольного параллелепипеда;

2) вследствие малого значения воздушного 
зазора магнитные потоки рассеяния и выпу-
чивания не учитываются;

3) при перемещении ротора относитель-
но статора на один шаг угловые перемещения 
ввиду малости угла поворота считаются ли-
нейными;

4) магнитопровод и обмотки принимаются 
симметричными, т. е. имеющими одинаковые 
геометрические размеры на всех полюсных де-
лениях, а в пределах одного деления — сим-
метричными относительно продольных и по-
перечных осей;
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5) для симметричных элементов конструк-
ции машины (зубцы ротора, полюсные нако-
нечники статора) анализ и расчет выполняют-
ся лишь для одного из элементов с последую-
щим отображением результатов на остальные;

6) значение относительной магнитной про-
ницаемости участков магнитопровода из маг-
нитомягких материалов значительно пре-
восходит данный показатель для воздушного 
зазора двигателя, следовательно, согласно вы-
ражению (4) при разработке схемы замещения 
магнитной цепи в расчет принимаем лишь 
магнитное сопротивление воздушного зазора;

7) результирующее магнитное поле в воз-
душном зазоре формируется в результате на-
ложения полей фазных обмоток и постоянного 
магнита.

Разработка эквивалентной схемы замещения 
магнитной цепи ГШД

При разработке схемы замещения магнит-
ной цепи, помимо сформулированных выше 
допущений необходимо учитывать направле-
ния магнитодвижущих сил фазных обмоток 
двигателя, направления которых определяют-
ся заданными токами. Направление магни-
тодвижущей силы постоянного магнита одной 
секции ротора соответствует правилу о на-
правлении линий вектора магнитной индук-
ции постоянного магнита от его северного по-
люса N к южному полюсу S.

Эквивалентная схема замещения магнит-
ной цепи с учетом принятых выше допущений 
представлена на рис. 5.

В соответствии с анализом распределения 
линий магнитной индукции воздушного зазора 
при моделировании вращения двигателя и при-
нятых допущений о структуре магнитной си-
стемы выполним эскиз области динамического 
воздушного зазора для одной пары зубцов ста-
тора и ротора, представленный на рис. 6.

На рис. 6 hзаз — высота воздушного зазора 
между ротором и статором; bзр — ширина зубца 
ротора; lзр — длина зубца ротора; bзс — ширина 
зубца статора; bзаз — ширина воздушного зазора.

Формирование системы уравнений 
математической модели на основе 
схем замещения электрической

и магнитной цепей

Соответствующая система 
уравнений по структуре повторя-
ет математическую модель на ос-
нове схемы замещения электри-
ческой цепи, однако заданные 
в ней в качестве констант зна-
чения индуктивности L и пото-
косцепления ψ рассчитываются 
в соответствии с аналитическим 
выражением зависимости прово-
димости воздушного зазора G от 
угла поворота ротора двигателя θ.

Выражения для расчета маг-
нитных сопротивлений и со-

Рис. 6. Эскиз области воздушного зазора для одной пары зуб-
цов статора и ротора гибридного шагового двигателя с соот-
ветствующими геометрическими соотношениями
Fig. 6. Sketch of the air gap area for one pair of teeth of the sta-
tor and rotor of the hybrid stepper motor with the corresponding 
geometric relations

Рис. 5. Эквивалентная схема замещения магнитной цепи гибридного шагового 
двигателя
Fig. 5. The equivalent circuit of the magnetic circuit of the hybrid stepper motor
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ответствующих им магнитных 
проводимостей зазоров полюсов 
ротора и статора можно предста-
вить в следующем виде:
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Из анализа уравнений (7) и (8) следует, что 
модель позволяет варьировать следующие кон-
структивные параметры двигателя: высоту воз-
душного зазора hзаз, ширину зубца ротора  bзр, 
длину зубца ротора lзр, число витков обмотки 
одной фазы w, параметры постоянного магни-
та ротора Hкф и lм.

Simulink-модель ГШД на основе эквивалентных 
схем замещения электрической и магнитной цепей

Имитационная модель ГШД в пакете расши-
рения MATLAB Simulink на основе уравнений 
(7) и (8) представлена на рис. 7. Переходные про-
цессы по результирующему электромагнитному 
моменту и углу поворота ротора приведены на 
рис. 8 и 9. Модель полностью соответствует рас-

Рис. 9. Результаты моделирования переходного процесса по 
углу поворота ротора при частоте питания 10 Гц
Fig. 9. The results of the simulation of the transition process in 
the angle of rotation of the rotor with a power frequency of 10 Hz

Рис. 8. Результаты моделирования переходного процесса по 
электромагнитному моменту при частоте питания 10 Гц
Fig. 8. The results of the simulation of the transition process elec-
tromagnetic moment at a frequency of 10 Hz

Рис. 7. Имитационная модель ГШД на основе эквивалентных схем замещения 
электрической и магнитной цепей в программном пакете Simulink
Fig. 7. Simulation model of a hybrid stepper motor based on equivalent circuits of elec-
tric and magnetic circuits in the software package Simulink
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смотренной выше системы уравнений (9) и со-
стоит из следующих подсистем:

— подсистема расчета параметров обмоток фаз;
— подсистема расчета индуктивности фаз;
— подсистема расчета потокосцепления фаз;
— подсистемы расчета составляющих мо-

мента фаз;
— подсистема расчета проводимостей;
— подсистема расчета параметров силовой 

части;
— подсистема формирования напряжения 

питания;
— подсистема расчета статического синхро-

низирующего момента.

Анализ влияния высоты воздушного зазора 
ГШД на частоту собственных колебаний ротора

В качестве примера выполним сравнитель-
ный анализ результатов моделирования угла 
поворота вала двигателя при увеличении вы-
соты воздушного зазора hзаз между ротором и 
статором на 40 % с 0,00015 до 0,00021 м.

Результаты моделирования представлены на 
рис. 10 и 11.

Из анализа результатов моделирования можно 
сделать вывод, что при увеличении высоты воз-
душного зазора уменьшается значение результи-
рующего электромагнитного момента и снижа-
ется частота собственных колебаний ротора, со-
ответственно снижается и частота, при которой 
возникает среднечастотный резонанс ГШД.

Заключение

В статье представлен вариант решения задачи 
расчета параметров математической модели ГШД 
на основе результатов анализа картины его маг-
нитостатического поля. Поставлена задача раз-
работки математической модели двигателя, по-
зволяющей выполнить анализ влияния его кон-
структивных параметров на спектр резонансных 
частот. Выполнен подбор известной модели на 
основе эквивалентной схемы замещения элек-
трической цепи и выделены соответствующие ее 
параметры. Сформирована методика расчета за-
данных параметров с помощью эквивалентной 
схемы замещения магнитной цепи. Выполнен 
численный расчет и анализ пространственной 
картины магнитостатического поля в программ-
ном пакете JMAG Designer, на основе которого 
сформирована система допущений для постро-

ения требуемой схемы замещения. Разработана 
эквивалентная схема замещения магнитной цепи 
и сформирована уточненная система уравнений 
математической модели ГШД. Представлена 
имитационная модель дискретного электропри-
вода в программном пакете Simulink, с помощью 
которой выполнен расчет переходных процессов 
по углу поворота ротора и электромагнитному 
моменту двигателя и проведен анализ влияния 
одного из конструктивных параметров маши-
ны на частоту собственных колебаний ротора. 
Сделаны выводы о влиянии высоты воздушного 
зазора ГШД на частоту собственных колебаний 
ротора двигателя, а следовательно, на спектр ре-
зонансных частот дискретного электропривода 
на его основе.

Рис. 10. Сравнение результатов моделирования переходного 
процесса по результирующему электромагнитному моменту при 
заданном и увеличенном значениях высоты воздушного зазора
Fig. 10. Comparison of the simulation results of the transition 
process for the resulting electromagnetic moment for a given and 
increased values of the height of the air gap

Рис. 11. Сравнение результатов моделирования переходного 
процесса по углу поворота ротора при заданном и увеличен-
ном значениях высоты воздушного зазора
Fig. 11. Comparison of the results of the simulation of the 
transition process in  the angle of rotation of the rotor for a given 
and increased values of the height of the air gap
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Abstract

The article presents a solution to the problem of calculating th e parameters of a mathematical model of an electric hy-
brid stepper motor based on an analysis of the picture of its magnetostatic field. The main disadvantage of such an engine 
described. Is the mid-frequency resonance, which occurs due to the coincidence of the natural frequency of the rotor with the 
frequency of the supply voltage pulses. The necessity of taking this factor into account when designing a discrete electric drive 
system based on the executive motor of this type by calculating the values of resonant frequencies and using them in developing 
the drive control algorithm is shown. The task of developing a mathematical model of the engine is formulated, which allows 
to analyze the influence of its design parameters on the spectrum of resonant frequencies. The method of calculating the pa-
rameters of a given mathematical model is formed. The variants of the mathematical description of this electric machine are 
considered and the selection of its known mathematical model is made based on the equivalent electric circuit. The numerical 
calculation of the spatial pattern of the magnetostatic field of the electric motor is performed. Based on the analysis of the cal-
culation results, a system of assumptions has been formed to develop an equivalent magnetic circuit of an electrical machine.

An equivalent magnetic circuit and the corresponding system of equations has been developed. Formed a system of 
equations of a mathematical model based on the equivalent circuits of the electric and magnetic circuits.On the basis of 
the obtained system of equations, a simulation model of a discrete electric drive was developed in the Simulink software 
package. Using the obtained simulation model, the calculation of transients on the angle of rotation of the rotor and the 
electromagnetic moment is carried out and the influence of one of the design parameters on the natural frequency of the 
rotor is analyzed. Based on the simulation results, it is shown that with an increase in the air gap height of a hybrid stepper 
motor, the resulting electromagnetic moment decreases, and the natural oscillation frequency of the rotor decreases, and the 
frequency at which medium-frequency resonance occurs also decreases. This mathematical model can be used at the stage 
of the correct calculation of the selected engine, since allows you to analyze the effect of a specific design parameter of the 
machine — in particular the size of the air gap on the natural frequency of the rotor, and, consequently, on the spectrum 
of the resonant frequencies of a discrete electric drive.

Keywords: hybrid stepper motor, mathematical model, calculation of parameters of a mathematical model, numerical 
calculation of the spatial picture of the magnetostatic field, equivalent electric circuit, equivalent magnetic circuit
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