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К задаче устойчивости по части переменных 
функционально-дифференциальных систем с последействием

Введение

Теория систем функционально-дифферен-
циальных уравнeний с последействием (за-
паздыванием) является бурно развивающимся 
разделом современной математики, который 
находит применение при проектировании 
сложных систем автоматического управления, 
а также в процессе анализа различных матема-
тических моделей. При этом важной в теоре-
тическом и прикладном плане является задача 
устойчивости процессов, описываемых систе-
мами уравнений данного класса [1—8].

Подчеркнем, что в большинстве работ устой-
чивость анализируется по всем переменным, 
определяющим состояние системы. Однако для 
многих важных в приложениях случаев пред-
ставляют интерес более общие задачи: об устой-
чивости не по всем, а только по заданной части 
фазовых переменных [3, 9—14], а также по от-
ношению к некоторой заданной функции ("по 
выходу" системы) [15—17]. Основополагающими 
для данного направления являются публикации 
В. В. Румянцева [18] (для систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений), а также А. Ха-
ланая [19] и К. Кордуняну [20] для систем функ-
ционально-дифференциальных уравнений.

В контексте этих исследований небезынте-
ресно проанализировать структуру изучаемой 
системы функционально-дифференциальных 
уравнений, в которой устойчивость по части 
переменных нулевого положения равновесия 
означает его устойчивость по отношению к 
другой — бóльшей части переменных, включа-
ющих некоторую дополнительную группу пе-
ременных. Указанная задача рассматривается 
далее в данной статье.

1. Постановка задачи

Пусть τ > 0 — заданное действительное чис-
ло, Rn — линейное действительное простран-
ство n-мерных векторов x с нормой |x| = max|xi|
(xi — i-я компонента вектора x), С — бана-
хово пространство непрерывных функций
j: [–τ, 0] → Rn с стандартной супремум-нормой 
||j || = sup|j(θ)| (θ ∈ [–τ, 0]), R+ = [0, +∞). Если 
t0, β ∈ R+, β > t0, то для непрерывной функции 
x(t): [t0 – τ, β) → Rn определим функцию xt ∈ C 
соотношением xt = x(t + θ) (θ ∈ [–τ, 0]); под x′(t) 
будем понимать правостороннюю производную.

Сделаем разбиение x = (yт, zт)т ( т — знак транс-
понирования), г де y ∈ Rm, z ∈ Rn–m (1 m m m n).

Развитие теории и качественных методов исследования нелинейных систем функционально-дифференциальных 
уравнений с последействием (запаздыванием) представляет значительный интерес для современной нелинейной те-
ории управления и многочисленных приложений. Важной в теоретическом и прикладном плане является задача ис-
следования устойчивости процессов, описываемых системами уравнений данного класса.

В данной статье для нелинейной нестационарной системы функционально-дифференциальных уравнений с последей-
ствием общего вида рассматривается задача устойчивости нулевого положения равновесия по отношению не ко всем 
переменным, определяющим состояние указанной системы, а только по отношению к их некоторой части. Формаль-
но-математическая трактовка такой устойчивости восходит к работам А. М. Ляпунова и В. В. Румянцева с соот-
ветствующим уточнением применительно к рассматриваемому классу систем. Данная постановка задачи естествен-
ным образом возникает в приложениях как исходя из требований нормального функционирования, так и при оценке 
возможностей проектируемой системы, и позволяет лучше понять процессы, протекающие в сложных управляемых 
системах. Находятся условия на структурную форму рассматриваемой системы, при которых устойчивость по за-
данной части переменных нулевого положения равновесия означает его устойчивость по отношению к другой — бóльшей 
части переменных, включающих некоторую дополнительную группу переменных. Указанные условия включают в себя 
условие равномерной асимптотической устойчивости нулевого положения равновесия подсистемы, "приведенной" по 
дополнительной группе переменных, а также ограничение на связь "приведенной" подсистемы с другими частями из-
учаемой системы. Дается приложение к задаче стабилизации по отношению к части переменных управляемых систем.

Ключевые слова: нелинейная система функционально-дифференциальных уравнений с последействием, устойчи-
вость по части переменных
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В соответствии с этим разбиением положим
C = C  yЅC  z, где C  y и C  z — банаховы простран-
ства непрерывных функций jy: [–τ, 0] → Rm и 
jz: [–τ, 0] → Rn–m c нормами ||jy|| = sup|jy(θ)| и 
||jz|| = sup|jz(θ)| (θ ∈ [–τ, 0]). Для j ∈ С имеем 

т т т,( )= y zj j j  и ||j || = max(||jy||, ||jz||).
Рассмотрим нелинейную нестационарную 

систему функционально-дифференциальных 
уравнений с последействием (запаздыванием)

 x′(t) = X(t, xt), X(t, 0) ≡ 0. (1)

Допустим, что оператор X: R+ Ѕ C → Rn, опре-
деляющий правую часть системы (1), вполне 
непрерывен в области

 G = R+ Ѕ S = {t l 0, ||jy|| < h, ||jz|| < ∞} (2)

(h — достаточно малое положительное число) и 
на каждом компактном подмножестве K из об-
ласти (2) выполняется условие Коши—Липши-
ца: существует постоянная l = l(K) > 0 такая, 
что для любых (t, j1), (t, j2) ∈ K имеет место 
неравенство

 |X(t, j2) – X(t, j1)| m l ||j2 – j1||.

Тогда [2] для каждой точки t0, j из области 
(2) существует единственное решение x(t0, j) 
системы (1), продолжимое до границы области 
S и непрерывно зависящее от t0, j.

Следуя работе [3], обозначим x(t) = x(t, t0, j) 
значение x(t0, j) в момент времени t и введем 
предположение о z-продолжимости решений 
[3,9]: решения системы (1) определены при тех 
t l t0, при которых |y(t, t0, j)| < h.

Учитывая специфику рассматриваемой да-
лее задачи устойчивости по части перемен-
ных, сделаем разбиение т т т

1 2,( ) ,=y y y  так что 
т т т т
1 2, ,( ) .=x y y z  Соответственно, компоненту 

jy вектор-функции j также разобьем на две ча-
сти т т т

1 2,( ) ,=y y yj j j  так что т т т т
1 2,( , ) .= y y zj j j j

Определения [9]. Положение равновесия
x = 0 системы (1):

1) равномерно y-устойчиво (y1-устойчиво), 
если для каждого t0 l 0, а также для произ-
вольного числа ε > 0, как бы мало оно ни было, 
найдется число δ(ε) > 0 такое, что из ||j || < δ сле-
дует неравенство |y(t; t0, j)| < ε (|y1(t; t0, j)| < ε)
при всех t l t0;

2) равномерно асимптотически y-устойчиво 
(y1-устойчиво), если оно y-устойчиво (y1-ус той-

чиво) равномерно по t0 и найдется число Δ > 0 
такое, что произвольное решение x(t0, j) систе-
мы (1) с ||j || < Δ равномерно по t0, j из области 
t0 l 0, ||j|| < Δ удовлетворяет предельному соот-
ношению lim |y(t, t0, j)| = 0, t → ∞ (lim |y1(t, t0, j)| =
= 0, t → ∞).

Задача. Требуется указать структурную 
форму нелинейной системы (1), для которой 
равномерная y1-ус той чивость (равномерная 
асимптотическая y1-ус тойчивость) положения 
равновесия x = 0 означает его равномерную 
y-ус той чивость (равномерную асимптотиче-
скую y-ус той чивость).

2. Условия устойчивости по части переменных

В соответствии со сделанным разбиени-
ем т т т т

1 2,( ),=x y y z  представим первую группу 
уравнений системы (1) в виде двух групп урав-
нений

 1 1 1 2 2 2 1 2( ) , , , , ( ) , , , ,( ) ( )t t t t t tt t t t′ ′= =y Y y y z y Y y y z

а оператор Y2(t, j) представим следующим об-
разом
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Система функционально-дифференциаль-
ных уравнений

 0
2 2 2( ) ( , )tt t′ =y Y y  (3)

будет "приведенной" (по переменным y2) под-
системой системы (1).

Допустим, что оператор 0
2 2,( )t yY j  вполне 

непрерывен в области t l 0, ||jy2|| < h и на каж-
дом компактном подмножестве из этой обла-
сти удовлетворяет условию Коши—Липшица.

Теорема 1. Пусть выполняются условия:
1) найдется вполне непрерывный оператор 

*
2 1 2,( ),y yY j j  * *

2 2 2, ( , )( ) ≡ ≡yY 0 Y 0 0 0j  такой, что 
в области (2) имеет место неравенство

 *
1 2 2 1 2| ( )|, | ( |, ;), ,t y y z y yR Ymj j j j j  (4)

2) положение равновесия y2 = 0 "приведенной" 
подсистемы (3) равномерно асимптотически 
устойчиво по всем переменным.
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Тогда, если положение равновесия x = 0 си-
стемы (1) y1-устойчиво равномерно по t0, то оно 
y-устойчиво равномерно по t0.

Доказательство. При выполнении условий 
теоремы для системы (3) найдется [1] функ-
ционал V(t, jy2), определенный и непрерывный 
в области t l 0, ||jy2|| < h и удовлетворяющий 
условию (k = const > 0)

 2 2 2 2| ( , ) ( , ) | || ||,V t V t k′′ ′ ′′ ′− −y y y yj j j jm  (5)

для которого

 a1(||jy2||) m V(t, jy2) m a2(||jy2||), (6)

 (3) 2 3 2( ) (|| ||, ,)V t a′ −y ymj j  (7)

где ai(r), ai(0) = 0 — непрерывные, монотонно 
возрастающие при r ∈ R + функции (функции 
типа Хана).

Под производной V  ′ функционала V пони-
мается величина [1, 2]

 2 2
1

lim { [ , ] [ , ]}, 0 ,t tV V t V t +
+δ′ = + δ − δ →

δ
y y

и при сделанных предположениях относитель-
но функционала V указанный предел опреде-
ляется единственным образом.

Кроме того, при сделанных предположени-
ях относительно функционала V аналогично 
[1] можно показать, что производные функ-
ционала V в силу систем (1) и (3) связаны со-
отношением

 (1) 2 (3) 2 1 2, ,( ) ( ) | ( ), , , .|V t V t k t′ ′ +y y y y zRmj j j j j  (8)

Учитывая неравенства (4), (5)—(7), заклю-
чаем, что соотношение (8) принимает следу-
ющий вид:

1 *
(1) 2 3 2 2 2 1 2( ) (, , , .( ( ))) | ( )|V t a a V t k−′ − +y y y yYmj j j j  (9)

(Нижний индекс под знаком V  ′ означает 
номер системы, в силу которой вычисляется 
производная V-функционала.)

Если положение равновесия x = 0 системы 
(1) y1-устойчиво равномерно по t0, то для каж-
дого t0 l 0, произвольного числа ε > 0, как бы 
мало оно ни было, найдется число δ(ε) > 0 та-
кое, что из ||j|| < δ следует ||y1t|| < ε при всех t l t0.

Положим δ1(ε) = b(ε)/k, 1
3 2 1( ) ( ( ( ))).b a a a−ε = ε  

Можно указать δ2(ε) > 0 такое, что из условия 

||jy1|| < δ2 следует 1 1
*
2 2,| ( )| < δy yY j j  для ||jy2|| < ε. 

Вместе с тем, в силу равномерной y1-ус той-
чивости положения равновесия x = 0 системы 
(1) имеем ||y1t|| < δ2(ε) при всех t l t0, если ||j|| < δ
и δ = δ[δ2(ε)]. Поскольку в области t l 0, ||jy2|| < ε 
при ||j || < δ, где δ = δ[δ2(ε)], выполнено условие 

1 1
*
2 2,| ( )| ,t < δyY y j  то из неравенства (9) следу-

ет, что

 (1) 2 2 1, 0 при ,( ) ( ).( )t tV t V t a′ < = εy y  (10)

Пусть δ*(ε) = min{δ(ε), δ[δ2(ε)], δ3(ε)}, δ3(ε) =
= 1

2 1( ( )).a a− ε  Рассмотрим произвольное реше-
ние x(t0, j) системы (1) с t0 l 0, ||j || < δ, где δ = δ*(ε).
В силу условий (6) в данном случае имеем
V(t0, jy2) m a2(δ3(ε)) и, следовательно, V(t0, jy2) m
m a1(ε). Покажем, что

 V(t, y2t) < a1(ε) для всех t l t0. (11)

Предположим противное, что V(t, y2t) < a1(ε) 
при t ∈ [t0, t1), но V(t, y2t) = a1(ε) при t = t1. 
Тогда имеет место неравенство (1) 2,( 0,)tV t′ y l  
которое противоречит условию (10). Значит не-
равенство (11) справедливо для всех t l t0 и на 
основании условия V(t, jy2) l a1(||jy2||) заклю-
чаем, что ||y2t|| < ε для всех t l t0, если ||j || < δ и 
δ = δ*(ε). Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть выполняются условия 1), 2)
теоремы 1. Тогда, если положение равновесия 
x = 0 системы (1) равномерно асимптотически 
y1-устойчиво, то оно равномерно асимптотиче-
ски y-устойчиво.

Доказательство. Равномерная y2-ус той чи-
вость положения равновесия x = 0 системы (1) 
следует из теоремы 1: для каждого t0 l 0, а так-
же для произвольного числа ε > 0, как бы мало 
оно ни было, найдется число δ*(ε) > 0 такое, 
что из условия ||j || < δ, где δ = δ*(ε), следует
||y2t|| < ε при всех t l t0. Покажем, что поло-
жение равновесия x = 0 системы (1) являет-
ся также равномерно y2-притягивающим. Это 
значит, что при заданном δ*(ε) > 0 для любого 
η ∈ (0, δ*) существует число T(η) > 0 такое, что 
из t0 l 0, ||j || < δ, где δ = δ*(ε), следует ||y2t|| < ε 
при всех t l t0 + T(η).

В рассматриваемом случае предельное соот-
ношение

 |R(t, y1t, jy2, jz)| → 0, t → ∞ (12)

будет выполняться равномерно по t0 l 0 и
||j || < Δ (Δ < δ*), если Δ > 0 определяет область 



401Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 7, 2019

равномерного y1-притяжения нулевого поло-
жения равновесия x = 0 системы (1).

Положим η ∈ (0, Δ); в этом случае η < δ*(ε) <
< 1

2 1( ( )) .a a− ε < ε  В силу условий (8), (9) при 
1

2 1 2( ( )) || ||a a− η < εym j  и ||j || < Δ (Δ < δ*) найдется 
такое T1(η) > 0, что для всех t l T1(η) выполня-
ется неравенство

 (1) 2( ) ( )
1

, .
2tV t b′ − ηy m  (13)

Следовательно, при t l T1(η) имеем

 (1) 2,( ) 0tV t′ <y  при V(t, y2t) = a1(η). (14)

Положим

 2 1
0 0 1 2

2 ( ) ( )
max[ , ( )], ( ) .

( )
a a

t t T T
b∗
η − η

= η η =
η

Покажем, что на отрезке [t0*, t0*
 + T2(η)] су-

ществует момент времени t*, для которого

 V(t, y2t) < a1(η) при t = t*. (15)

Допустим противное, что V(t, y2t) l a1(η) для 
всех t ∈(t0*, t0*

 + T2(η)). Тогда на этом интервале 

времени 1
2 2 1|| || ( ( ))t a a− ηy l , и справедливо соот-

ношение (13), что приводит к противоречивым 
неравенствам
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0 2
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2
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∗

∗ + η

+ η

∗

< η + η =

′= +
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Из условий (14), (15) заключаем, что нера-
венство V(t, y2t) < a1(η) имеет место для всех
t l t*. Действительно, допустим противное, что 
V(t, y2t) < a1(η) имеет место при t ∈[t*, t

*), но
V(t, y2t) = a1(η) при t = t*. Тогда (1) 2,( ) 0tV t′ y l  при 
t = t*, что противоречит условию (15). Поэто-
му неравенство ||y2t|| < η выполняется для всех
t l t* на основании условия V(t, jy2) l a1(||jy2||). 
Следовательно, имеем ||y2t|| < η для любого
t l t0 + T(η), где T = T1(η) + T2(η), если ||j || < Δ 
(Δ < δ*). Теорема доказана.

Замечания. 1. Теоремы 1, 2 являются разви-
тием соответствующих результатов А. Халаная 
[19], а также результатов [21].

В отличие от работы [19], где указаны ус-
ловия, при которых из устойчивости по части 

переменных нулевого положения равновесия 
системы (1) следует устойчивость по всем пере-
менным, изучаются более общие задачи устой-
чивости по части переменных. Такие задачи 
рассмотрены ранее в работе [21], но без учета 
эффекта последействия в изучаемой системе.

2. При выполнении условия (4) динами-
ка решений x(t0, j) системы (1), для которых
y1t ≡ 0 (нуль-динамика по отношению к "изме-
римому выходу" y1, следуя терминологии работ 
[22, 23]), определяется подсистемой

 0
2 2 2 2( ) , , ( ) ,0 , ,( ) ( ),t t tt t t t′ ′= =y Y y z Z y z

которая включает "приведенную" подсистему (4).
При этом "приведенная" подсистема (4) опре-
деляет частичную нуль-динамику системы (1) 
по отношению к "измеримым" переменным y1: 
динамику y-компоненты решений x(t0, j)), для 
которых y1t ≡ 0.

Поэтому при выполнении условий 1), 2) тео-
ремы 1 система (1) обладает следующим свой-
ством обнаруживаемости (детектируемости): 
если y1t ≡ 0, то найдется δ(ε) > 0 такое, что
lim|y(t, t0, j)| = 0, t → ∞ при ||j || < δ и всех t l t0.
Это свойство, следуя терминологии работы [24], 
определяет частичную детектируемость сис-
темы (1).

3. Неравенство (4) легко проверяется, если 
из тех или иных соображений известна заранее 
равномерная (по t0, j) z-ограниченность реше-
ний системы (1), начинающихся при ||j || < δ.

4. Анализ задач частичной (по части пере-
менных) устойчивости и стабилизации, в том 
числе для систем функционально-дифферен-
циальных уравнений, и обзор результатов 
можно найти в работах [3, 9, 12, 15, 25—28].

Пример. Пусть система (1) состоит из урав-
нений
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Введением переменной 2
1 2 1y zμ =  из системы 

(16) выделим подсистему
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нулевое положение равновесия y1 = μ1 = 0 ко-
торой равномерно асимптотически устойчиво 
на основании теоремы об устойчивости по ли-
нейному приближению [1]. Поэтому положение 
равновесия y1 = y2 = z1 = z2 = 0 системы (16) 
равномерно асимптотически y1-устойчиво.

"Приведенная" подсистема (3) в данном слу-
чае имеет вид

 2 2 ,( ) ( )y t y t′ = −

и ее нулевое положение равновесия y2 = 0 рав-
номерно асимптотически устойчиво. Кроме 
того, в данном случае выполнено неравенство 
(4), в котором *

2 1 2| (0)|| (| | 0 .)|y yY = j j .
На основании теоремы 2 заключаем, что по-

ложение равновесия y1 = y2 = z1 = z2 = 0 систе-
мы (16) равномерно асимптотически (y1, y2)-
устойчиво.

4. Приложение к нелинейным
управляемым системам

Пусть система функционально-диффе-
ренциальных уравнений (1), в которой x =
= т т т т

1 2( ), ,y y z  описывает возмущенное движе-
ние объекта управления с учетом позицион-
ных управлений u, формируемых по принципу 
обратной связи с задержками (запаздыванием) 
в каналах управления.

Считаем, что переменные, входящие в век-
торы y1, z, измеряются и используются для фор-
мирования управлений u вида u = u(t, y1t, zt),
u(t, 0, 0) ≡ 0, а переменные, входящие в век-
тор y2, не измеряются. Пусть формируемые 
управления таковы, что замкнутая система (1) 
удовлетворяет общим требованиям, указан-
ным в разделе 2, и положение равновесия x = 0
этой системы равномерно асимптотически
y1-устойчиво.

Поскольку при y1 = 0, z = 0 управления ну-
левые, то динамика "приведенной" подсистемы 
(3) не зависит от формируемых управлений, 
а определяется только структурой и параме-
трами объекта. Считаем их выбранными так, 
что нулевое положение равновесия "приведен-
ной" подсистемы (3) равномерно асимптотиче-
ски устойчиво по всем переменным.

В результате при выбранной структуре и 
параметрах объекта достигнутая за счет выбо-
ра управлений равномерная асимптотическая 
y1-устойчивость положения равновесия x = 0 

системы (1) означает равномерную асимптоти-
ческую y-устойчивость этого положения рав-
новесия.

Заключение

Указаны легко интерпретируемые усло-
вия на структурную форму нелинейной си-
стемы функционально-дифференциальных 
уравнений, для которой устойчивость по ча-
сти переменных нулевого положения равнове-
сия означает его устойчивость по отношению 
к другой — бóльшей части переменных. Дано 
приложение к задаче частичной стабилизации 
управляемых систем. Указана связь получен-
ных условий с условиями частичной детектиру-
емости рассматриваемой нелинейной системы; 
введено понятие частичной нуль-динамики 
изу чаемой системы.

Имеются другие подходы [9, 29, 30] к зада-
че частичной (по заданной части переменных) 
стабилизации, также основанные на предва-
рительном анализе устойчивости по меньшей 
части заданных переменных.
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Abstract

The theory of systems of functional differential equations is a significant and rapidly developing sphere of modern math-
ematics which finds extensive application in complex systems of automatic control and also in economic, modern technical, 
ecological, and biological models. Naturally, the problems arises of stability and partial stability of the processes described by 
the class of the equation. The article studies the problem of partial stability which arise in applications either from the require-
ment of proper performance of a system or in assessing system capability. Also very effective is the approach to the problem 
of stability with respect to all variables based on preliminary analysis of partial stability. We suppose that the system have the 
zero equilibrium position. A conditions are obtained under which the uniform stability (uniform asymptotic stability) of the zero 
equilibrium position with respect to the part of the variables implies the uniform stability (uniform asymptotic stability) of this 
equilibrium position with respect to the other, larger part of the variables, which include an additional group of coordinates of 
the phase vector. These conditions include: 1) the condition for uniform asymptotic stability of the zero equilibrium position 
of the "reduced" subsystem of the original system with respect to the additional group of variables; 2) the restriction on the 
coupling between the "reduced" subsystem and the rest parts of the system. Application of the obtained results to a problem of 
stabilization with respect to a part of the variables for nonlinear controlled systems is discussed.
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