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Сравнение прямого метода и принципа максимума в задаче 
формирования программного управления летательным аппаратом*

мам другого типа, а именно, генетическим и 
популяционным, дающим хорошие результаты 
при решении многомерных оптимизационных 
задач. В данной работе используется метод роя 
частиц [10, 11], являющийся разновидностью 
популяционных алгоритмов.

В статье предлагается прямой метод форми-
рования программного управления летатель-
ным аппаратом и проводится его сравнение 
с классическими результатами теории опти-
мального управления — решением задачи Ла-
гранжа на основе вариационного исчисления и 
принципа максимума Понтрягина.

Общая постановка задачи

Пусть нелинейная нестационарная модель 
объекта управления задана в виде

 ( , , ),t=x f x u�  (1.1)

где t ∈ [t0, T] — время функционирования систе-
мы; x и x�  — векторы фазовых координат (вы-
ходных сигналов) и их производных по времени; 
u — искомый вектор управления (входной сиг-
нал); f(•) — известная векторозначная функция 
векторных аргументов. Начальные условия 

0( )t = 0x x  принимаются заданными.

Обсуждается решение задачи формирования программного управления для объекта, задаваемого нелинейной си-
стемой дифференциальных уравнений. Известные методы оптимального управления требуют решения двухточечной 
краевой задачи, что в общем случае связано с принципиальными сложностями. Поэтому предлагается методика, 
использующая прямой метод решения, в котором оптимизация осуществляется посредством популяционного алго-
ритма. На примере движения летательного аппарата проводится сравнение решений, полученных прямым методом 
и на основе классической теории оптимального управления, в первую очередь, принципа максимума Понтрягина. 
Приводятся результаты, показывающие высокую степень совпадения полученных управлений при различных способах 
выбора целевого функционала.

Ключевые слова: оптимальное программное управление, двухточечная краевая задача, принцип максимума, пря-
мые методы, популяционный алгоритм численной оптимизации

Введение

Существует  ряд способов решения задачи 
формирования управления, начиная с клас-
сических результатов вариационного исчисле-
ния и принципа максимума Понтрягина [1, 2] 
и заканчивая относительно новыми методами 
обратных задач динамики [3], метода декомпо-
зиции [4, 5] и вложенных систем [6, 7].

В связи с ростом доступных исследовате-
лям вычислительных мощностей значительное 
внимание привлекли к себе прямые методы 
решения задач [8, 9]. Напомним, что в основе 
прямых методов лежит допущение, что траек-
тории возможных управлений можно параме-
тризировать и, таким образом, свести поиск 
управления к однокритериальной безусловной 
многопараметрической оптимизации. Такая 
постановка существенно проще, чем решение 
традиционной двухточечной задачи. Посколь-
ку применение многих хорошо зарекомендо-
вавших себя градиентных методов (в том числе 
и метода Ньютона с его модификациями) за-
труднено при большом числе параметров, раз-
умно обратиться к оптимизационным алгорит-
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Минимизируемый скалярный функционал 
имеет вид

 
0

( , ) ( , , ) ,
T

t

J F t dt= ∫x u x u  (1.2)

где t0, T — начальный и конечный моменты 
времени функционирования системы.

Пусть требуется найти управление, обе-
спечивающее на рассматриваемом интервале 
времени минимальные отклонения выходных 
сигналов от заданных. Тогда в выражении (1.2) 
подынтегральное выражение можно записать 
следующим образом:

 ( , , ) ( , , ),F t F t= −x u x x u�

где x�  — вектор заданных значений фазовых 
координат.

Выражения (1.1)—(1.2) описывают хорошо 
известную задачу Лагранжа со свободным 
концом [12, 13], так как начальные условия на 
левом конце заданы, а границы рассматривае-
мого интервала времени t0, T фиксированы. 
Традиционной рекомендацией, позволяющей 
найти оптимальное управление u� , является 
переход к двухточечной краевой задаче. Для 
этого записывается функция Гамильтона

 ( , ) ,H F= −fl  (1.3)

где (l, f) — скалярное произведение векторов 
l и f, а сама сопряженная вектор-функция l 
удовлетворяет уравнению

 т
x x

H
F

x
∂′ = − + = −
∂

fl l  (1.4)

с начальными условиями l(T) = 0.
Оптимальное управление u�  находится из 

необходимого условия минимума функции Га-
мильтона

 0.u u
H

F
∂

= − =
∂

f
u�

l  (1.5)

Здесь необходимо возникает двухточечная 
краевая задача, поскольку начальные условия 
для модели объекта (1.1) заданы в начале ин-
тервала, а для сопряженной функции (1.4) — 
на его конце. Решение этой задачи часто сопря-
жено со значительными трудностями [12—14]. 
Вид условия (1.5) соответствует случаю, когда 
ограничения на управление не накладываются.

При наличии ограничений необходимое 
условие минимума определяется принципом 
максимума Понтрягина

 ( , , ) max ( , , ),
uG

H H
∈

ψ, τ = ψ, τ
u

x u x u� � �  (1.6)

где u�  — оптимальное управление, выбираемое 
среди управлений с ограничением u ∈ Gu.

Остановимся теперь на предлагаемом пря-
мом методе. Он заключается в непосредствен-
ной минимизации целевого функционала вида 
(1.2). Для этого управления, являющиеся функ-
циями времени, представляются на рассматри-
ваемом интервале в виде Эрмитова сплайна 
3-го порядка. Параметры сплайна априорно не-
известны. Для их нахождения решается задача 
многомерной параметрической оптимизации, 
т. е. находятся параметры, доставляющие ми-
нимум функционалу (1.2). Численное решение 
находим, применяя одни из популяционных 
алгоритмов оптимизации — метод роя частиц.

Функционал (1.2) по физическому смыслу 
достигает минимума, когда выходные сигна-
лы модели x, соответствующие оптимальному 
управлению u� , наиболее близки заданным вы-
ходным сигналам x� . Поэтому теоретической 
основой данного подхода служит известная 
теорема о существовании и единственности 
решения конечномерной системы нелинейных 
дифференциальных уравнений [15]. С практи-
ческой точки зрения преимущество прямого 
метода в том, что он не требует решения двух-
точечной краевой задачи.

Подробнее модель объекта и вид функцио-
нала описаны в следующем разделе.

Объект управления

В качестве модели объекта рассматриваются 
следующие уравнения пространственного дви-
жения летательного аппарата [16, 17].
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где α — угол атаки, рад; ωz — угловая скорость 
относительно оси Oz связанной системы коор-
динат [18], рад/с; υ, γ, ψ — углы тангажа, крена, 
рыскания, рад; V — истинная воздушная ско-
рость, м/с; h — высота полета, м; cye(α) — ко-
эффициент подъемной силы в полусвязанной 
системе координат [18]; cxe(α) — коэффициент 
силы сопротивления в полусвязанной системе 
координат; m — масса самолета, кг; S — эк-
вивалентная площадь крыла, м2; q = ρhV  2/2 — 
скоростной напор, Па; ρh — плотность воздуха 
на высоте полета, кг/м3; Px — проекция тяги 
двигателей на ось Ox связанной системы ко-
ординат, Н.

Система дифференциальных уравнений (1.7) 
дополняется алгебраическим уравнением для ωz:

 ( ) cos[ ( )] cos[ ( )]sin[ ( )],z t t t tω = υ γ − ψ υ γ�� �  (1.8)

где ψ�  — заданное значение угла рыскания.
Для приведенной модели выберем в качестве 

управляющих сигналов углы тангажа и крена. 
Они имеют то преимущество, что, во-первых, 
являются достаточно гладкими и поэтому мо-
гут хорошо аппроксимироваться сплайнами 
с небольшим числом узлов, во-вторых, имеют 
по определению ограничения на область значе-
ний (±90° по углу тангажа, ±180° по углу крена). 
Практическая реализация этих программных 
углов также не вызывает принципиальных 
сложностей, поскольку методы проектирова-
ния контуров слежения за заданными углами 
тангажа и крена в настоящее время развиты до-
статочно хорошо.

Прямые методы решения задачи требуют 
разложения управляющих сигналов по базису 
линейно независимых функций. При этом не-
обходимо стремиться к компромиссу между точ-
ностью аппроксимации управлений, что ведет 
к увеличению числа параметров, и вычисли-
тельной сложностью решения задачи параме-
трической оптимизации. В данной работе были 
применены Эрмитовы сплайны третьего поряд-
ка [19, 20] с расстоянием между узлами около 8 с.

Для проверки работоспособности предло-
женного метода решали специально сформу-
лированную тестовую задачу. В качестве вход-
ных сигналов задавали известные функции 
времени. С их помощью моделировали движе-
ние объекта согласно системе (1.7)—(1.8). По-
лученные выходные сигналы принимали в ка-
честве заданных значений x� . Далее предпола-
гали, что модель объекта известна, и ставили 

задачу поиска управлений, минимизирующих 
функционал

 2 2
1 2

0

2 2
3 4

0

( , )

( ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) )

( ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ),

N

i i i i
i

N

i i i i
i

J

k t t k V t V t

k h t h t k t t

=

=

=

= α − α + − +

+ − + ψ − ψ

∑

∑

x u

��

� �

 (1.9)

где k1, k2, k3, k4 — весовые коэффициенты; 

, , ,V hα ψ� �� �  — заданные значения угла атаки, 
скорости, высоты и угла рыскания; t0, tN = T — 
время начала и конца участка соответственно.

Поскольку в тестовой задаче истинные 
управления известны, они использовались 
в качестве эталонных для оценки точности 
предложенного прямого метода.

Эту же тестовую задачу можно решить на ос-
нове классической теории оптимального управ-
ления, используя необходимое условие (1.5) ра-
венства нулю производной функции Гамильтона 
по управлению. Принимая систему уравнений 
(1.7)—(1.8) в качестве модели объекта управле-
ния, а углы тангажа и крена — в качестве управ-
ляющих сигналов, условие (1.5) можно упро-
стить, учитывая, что функционал не зависит 
явно от управления. Тогда (1.5) принимает вид

 lfu = 0. (1.10)

Определяя для системы (1.7)—(1.8) частные 
производные по вектору управляющих сигна-
лов аналитически, получим
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Напомним, что сопряженная вектор-функ-
ция в общем случае находится из уравнения (1.4):

 т , ( ) 0.х хF T= − + =f�l l l

Применительно к модели (1.7)—(1.8) с функ-
ционалом (1.9) вектор-функцию можно запи-
сать следующим образом:
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где приняты обозначения
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Полученные выражения позволяют решить 
задачу Лагранжа на основе условия равенства 
нулю производных функции Гамильтона по 
управлению.

Сравнение прямого метода
с решением задачи Лагранжа

(ограничения на управление отсутствуют)

Проведем по полученным выше тестовым 
данным сравнение решений, полученных пря-
мым методом и путем решения задачи Лагранжа 
на основе условия равенства нулю производной 
функции Гамильтона по управлению. Очевид-
но, что на тестовых данных точность решений 
должна быть высокой, поскольку модель объ-
екта известна, шумы отсутствуют, а однознач-
ность обеспечивается теоремой о единствен-
ности решения системы нелинейных диффе-
ренциальных уравнений [15]. Для численной 
параметрической оптимизации использовался 
метод роя частиц. Границы областей поиска за-
давали во всем возможном диапазоне значений, 
т. е. ±90° для угла тангажа, ±180° для угла кре-
на. На временном интервале 36...40 с задавали 
равномерную сетку с шестью узлами. Другими 
словами, для получения сплайнов, аппрокси-
мирующих два управляющих сигнала, требова-
лось найти 24 параметра (значения управлений 
и их производных в узлах сплайнов).

Результаты для прямого метода представлены 
на рис. 1 и 2. Согласно рис. 1 степень совпадения 
по выходным сигналам является очень высокой, 
вплоть до визуальной неразличимости.

Точность соответствия оценок входных сиг-
налов, заданных при моделировании, также 
весьма высокая (рис. 2). Особенно это заметно 
в канале угла тангажа и, в меньшей степени, 
в канале крена. Этим подтверждается способ-
ность алгоритма находить качественную оцен-
ку входных сигналов фактически при отсут-
ствии начальных приближений.

Рассмотрим теперь решение задачи Лагран-
жа для этих же тестовых данных. Очевидно, что 
условие точного равенства нулю производных 
функции Гамильтона по управлению в случае 
численного решения невыполнимо. Поэтому на 
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рассматриваемом участке следует ввести неко-
торую меру близости производных к нулю, на-
пример, взвешенную сумму квадратов произво-
дных во все дискретные моменты времени. Тог-
да можно составить следующий функционал:

 
2 2

1 2
0 1 2

( , ) ,
i i

N

i t t

H H
J k k

u u=

⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟= +
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑x u  (4.1)

где k1, k2 — весовые коэффициенты; u1 = υ,
u2 = γ — углы тангажа и крена, выбранные 
в качестве сигналов управления; t0, tN = T — 
время начала и конца участка соответственно.

Рис. 1. Сравнение исходных выходных сигналов (сплошная линия) и 
выходных сигналов, полученных с помощью прямого метода (штри-
ховая линия)
Fig. 1. Fitting of the targeted output signals (solid line) and output signals 
obtained using the direct method (dash line)

Рис. 2. Сравнение заданных входных сигналов (сплош-
ная линия) с сигналами, полученными прямым методом 
(штриховая линия)
Fig. 2. Fitting of known test input signals (solid line) and 
signals obtained using the direct method (dash line)

Рис. 4. Сравнение заданных входных сигналов (сплош-
ная линия) с сигналами, полученными на основе 
равенства нулю производных функции Гамильтона 
(штриховая линия), функционал (4.1)
Fig. 4. Fitting of known test input signals (solid line) and 
signals obtained using the partial control derivatives of the 
Hamilton function (dash line), functional (4.1)

Рис. 3. Сравнение исходных выходных сигналов (сплошная линия) и 
выходных сигналов, полученных на основе равенства нулю произво-
дных функции Гамильтона (штриховая линия), функционал (4.1)
Fig. 3. Fitting of the targeted output signals (solid line) and output signals 
obtained using the partial control derivatives of the Hamilton function (dash 
line), functional (4.1)

Оценки оптимальных управлений, как и 
в предыдущем случае, ищем в форме Эрмитова 
сплайна третьего порядка, для численной оп-
тимизации также используем метод роя частиц 
при тех же границах области возможных значе-
ний. Отличие от предыдущего случая в том, что 
вместо функционала (1.9) прямого метода мини-
мизируем функционал (4.1), соответствующий 
необходимому условию (1.5) в задаче Лагранжа.

Результаты представлены на рис. 3 и 4. Сте-
пень соответствия достаточно хорошая, осо-
бенно по выходным сигналам, но несколько 
ниже, чем в предыдущем случае.
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Выполненный численный эксперимент так-
же показал, что алгоритм, использующий ус-
ловие равенства нулю производных функции 
Гамильтона, имеет более высокую чувствитель-
ность к ширине области поиска. Это можно за-
метить, если сузить область поиска, например, 
до ±20 % от значений истинных значений па-
раметров. Тогда удается значительно улучшить 
решение, хотя оно все равно уступает прямому 
методу с функционалом (1.9) с более широкой 
начальной областью поиска.

Сравнение прямого метода
с решением задачи Лагранжа

при наличии ограничений на управление

В рассмотренном выше примере управляю-
щие сигналы не приближаются к своим пре-
дельным значениям, поэтому с полным осно-
ванием этот пример относится к случаю управ-
ления без ограничений. Этому соответствует 
задача Лагранжа в постановке (1.1)—(1.2). При 
наличии ограничений на управление классиче-
ская теория [15] рекомендует применять прин-
цип максимума, где функционал определяется 
выражением (1.6). В нашем исследовании задача 
решается численно, поэтому ничто не препят-
ствует применить два рассмотренных выше ме-
тода для поиска управления с ограничениями.

Итак, на примере задачи с ограничениями 
выполним сравнение трех методов: прямого 
метода, решения на основе равенства нулю 

производных функции Гамильтона и решение 
по принципу максимума, т. е. по условию мак-
симума функции Гамильтона (1.6). Перефор-
мулируем исходный пример так, чтобы иско-
мые управляющие сигналы достигали ограни-
чений. Для этого введем ограничение ±40° по 
углу тангажа и ±90° по углу крена.

Повторим численные эксперименты, прове-
денные в разделе 3, с учетом того, что управля-
ющие сигналы не могут выходить за указанные 
выше пределы. Как можно видеть на рис. 5 и 6,
применение прямого метода с функционалом 
(1.9) позволяет добиться такой же высокой сте-
пени соответствия по входным и выходным 
сигналам, как и в первоначальном экспери-
менте (см. рис. 1 и 2).

Использование функционала от произво-
дных функции Гамильтона по управлению 
(4.1) (рис. 7 и 8) приводит к результатам, близ-
ким к полученным ранее (см. рис. 3 и 4). Точ-
ность оценок, как и в случае без ограничений, 
является достаточно высокой, хотя несколько 
уступает прямому методу.

Применение принципа максимума

Для численного нахождения максимума 
функции Гамильтона условие (1.6) необходимо 
конкретизировать. Предложим следующий под-
ход. Пусть на каком-либо этапе работы алгорит-
ма численной оптимизации получено M вари-
антов управления, каждому из них соответству-

Рис. 5. Сравнение исходных выходных сигналов (сплошная линия) и 
выходных сигналов, полученных прямым методом (штриховая линия)
Fig. 5. Fitting of the targeted output signals (solid line) and output signals 
obtained using the direct method (dash line)

Рис. 6. Сравнение заданных входных сигналов (сплош-
ная линия) с сигналами, полученными прямым методом 
(штриховая линия)
Fig. 6. Fitting of known test input signals (solid line) and 
signals obtained using the direct method (dash line)
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ет своя функция Гамильтона ( ), 1, ,i jH t i M=
вычисленная для N дискретных моментов вре-
мени , 1, .jt j N=  Среди этих функций макси-
мальной будем считать такую, которая в каждый 
момент времени tj или в большинстве таких мо-
ментов превосходит все остальные. Рассмотрим 
момент дискретного времени tj, для которого 
определено M значений функции Гамильтона. 

Каждому из этих значений присвоим ранг i
jr  

по следующему правилу: максимальному значе-
нию соответствует ранг, равный 1, следующему 

за ним — ранг 2 и т. д. Тогда каждой функции 
Hi(tj) и каждому управлению ui можно поставить 
в соответствие обобщенный ранг, вычисляемый 
по формуле

 
2

1
( ) .

N
i
ji

j
r NJ

=

⎛ ⎞−= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑u  (6.1)

Поясним смысл обобщенного ранга (6.1). 
Пусть для некоторого управления ui функция 
Гамильтона является наибольшей во всех точках, 

Рис. 8. Сравнение заданных входных сигналов 
(сплошная линия) с сигналами, полученными на осно-
ве равенства нулю производных функции Гамильтона 
(штриховая линия), функционал (4.1)
Fig. 8. Fitting of known test input signals (solid line) and 
signals obtained using the partial control derivatives of the 
Hamilton function (dash line), functional (4.1)

Рис. 10. Сравнение заданных входных сигналов 
(сплошная линия) с сигналами, полученными с помо-
щью алгоритма, основанного на максимуме функции 
Гамильтона (штриховая линия), функционал (6.1)
Fig. 10. Fitting of known test input signals (solid line) 
and output signals obtained using an algorithm based on 
Hamilton function maximum (dash line), functional (6.1)

Рис. 7. Сравнение исходных выходных сигналов (сплошная линия) 
с сигналами, полученными на основе равенства нулю производных 
функции Гамильтона (штриховая линия), функционал (4.1)
Fig. 7. Fitting of the targeted output signals (solid line) and output signals 
obtained using the partial control derivatives of the Hamilton function (dash 
line), functional (4.1)

Рис. 9. Сравнение исходных выходных сигналов (сплошная линия) 
с сигналами, полученными с помощью алгоритма, основанного на 
максимуме функции Гамильтона (штриховая линия), функционал (6.1)
Fig. 9. Fitting of the targeted output signals (solid line) and output signals 
obtained using an algorithm based on Hamilton function maximum (dash 
line), functional (6.1)
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т. е. в каждой точке имеет ранг 1. Тогда обобщен-
ный ранг (6.1) равен нулю и имеет минимальное 
возможное значение. Это позволяет свести зада-
чу поиска максимальной функции Гамильтона 
к задаче минимизации функционала (6.1).

Результаты обработки тестового примера, по-
лученные при ограничениях на значения пара-
метров ±20 %, представлены на рис. 9 и 10. От-
метим, что при широкой области поиска (±90° 
по тангажу, ±180° по крену) сходимость алгорит-
ма к истинным значениям не обеспечивается. 
Из рис. 9 и 10 видно, что полученная точность 
по выходным и входным сигналам примерно со-
ответствует рассмотренным выше результатам 
прямого метода (см. рис. 5 и 6) и метода, осно-
ванного на производных функции Гамильтона 
(см. рис. 7 и 8), хотя и несколько им уступает.

Заключение

В работе предложен прямой метод нахожде-
ния оптимального программного управления, 
основанный на параметризации управляюще-
го сигнала и непосредственной минимизации 
функционала с помощью популяционного алго-
ритма. Работоспособность метода подтверждена 
по данным математического моделирования.

В работе также на примере тестовой зада-
чи, описывающей пространственное движение 
маневренного самолета, проводится сравнение 
прямого метода с двумя классическими реше-
ниями, основанными на условии равенства 
нулю производных функции Гамильтона по 
управлению и на условии максимума функции 
Гамильтона по управлению (принцип макси-
мума). В рамках рассмотренного примера все 
методы продемонстрировали сопоставимые 
результаты. При этом точность классических 
алгоритмов оказалась незначительно хуже, 
и они показали более высокую чувствитель-
ность к качеству начального приближения.

Таким образом, практическое значение по-
лученных результатов состоит в том, что по 
сравнению с классическими алгоритмами при-
менение прямого метода существенно проще, 
по крайней мере, для рассмотренного класса 
задач управления маневренным летательным 
аппаратом, когда управления являются доста-
точно гладкими функциями, а правые части 
дифференциальных уравнений объекта непре-
рывны и имеют непрерывные первые произ-
водные. Правомерность этого утверждения 

подтверждается, например, представленными 
выше громоздкими математическими выклад-
ками, необходимыми для вычисления сопря-
женной вектор-функции, ее производных и 
функции Гамильтона. В прямом методе вы-
полнять эти вычисления не требуется.
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Abstract

The article deals with the problem of program control design for a dynamic object defined by a nonlinear system of differ-
ential equations. Known methods of optimal control require the two-point boundary value problem solution, which in general 
is coupled with fundamental difficulties. Therefore, this paper proposes a technique that uses the direct method, in which the 
functional is minimized directly using a population-based algorithm. The use of direct methods is based on the assumption 
that control signals may be defined by a finite set of parameters. Then a scalar functional is formed, the numerical value of 
which measures the quality of the obtained solutions. In this case, the search for optimal control is reduced to the problem of 
single-criterion multi-parameter optimization. The practical importance of this approach is that it eliminates the need to solve 
a two-point boundary value problem. However, this results in another difficulty, since the approximation of control, in general, 
requires a large number of parameters. It is known that in this case, the effectiveness of conventional gradient numerical op-
timization methods decreases markedly. Therefore, it is proposed to take the next step and apply genetic or population-based 
optimization algorithms that have confirmed their performance in solving this class of problems. For this purpose the paper 
uses one of the modifications of the particle swarm algorithm. The technique is applied to a test problem describing the spatial 
movement of a maneuverable aircraft. The direct method is compared with two classical solutions based on the condition 
that the partial control derivatives of the Hamilton function are equal to zero and with the condition of Hamilton function 
maximum over controls (Pontryagin’s maximum principle). The presented results show the high degree of similarity between 
obtained controls for all considered methods of selecting the target functional. At the same time, the accuracy of classical 
algorithms turns out to be slightly worse, and they show a higher sensitivity to the quality of the initial approximation. Thus, 
the obtained results confirm the approximate equivalence of the direct method and the classical methods of program control 
design, at least for the class of problems under consideration. The practical significance of this research is that the use of the 
direct method is much simpler than solving a two-point boundary value problem necessary for classical algorithms.

Keywords: optimal program control, two-point boundary value problem, Pontryagin’s maximum principle, population-
based numerical optimization algorithm.
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