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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Рассматривается задача синтеза алгоритма идентификации неизвестных параметров линейных нестационар-
ных объектов управления. Предполагается, что измеряются только выходная переменная объекта и сигнал управ-
ления (но не их производные или переменные состояния), а неизвестные параметры являются линейными функциями 
времени или их производные представляют собой кусочно-постоянные сигналы. Допускается, что производные неста-
ционарных параметров являются неизвестными постоянными числами на некотором интервале времени, который,
в свою очередь, также не определен. Данное допущение относительно неизвестных параметров не является математи-
ческой абстракцией, поскольку параметры большинства электромеханических систем в процессе работы изменяются 
относительно известных номинальных значений. Например, линейному изменению подвержено сопротивление ротора, 
которое может быть связано с температурными изменениями в электрическом двигателе, возникающем в процессе его 
функционирования. С использованием линейных стационарных устойчивых фильтров в данной работе предлагается ите-
ративный алгоритм параметризации линейного нестационарного объекта управления, приводящий к типовой линейной 
регрессионной модели, включающей как переменные, так и постоянные (на некотором интервале времени) неизвестные 
параметры. Для этой модели применяется метод динамического расширения регрессора (DREM), обеспечивающий при 
условии незатухающего возбуждения сходимость оценок настраиваемых параметров к их истинным значениям при ус-
ловии, что интервал времени, для которого производная каждого из параметров является константой, равен бесконеч-
ности. В противном случае (т. е. на любом конечном интервале) обеспечивается сходимость оценок в некоторую область. 
В отличие от известных градиентных подходов использование метода динамического расширения регрессора позволяет 
за счет увеличения коэффициентов алгоритма обеспечить улучшение быстродействия и, как следствие, увеличение точ-
ности сходимости оценок к истинным значениям. Дополнительно метод динамического расширения регрессора обеспечи-
вает получение монотонности процессов, что для ряда технических приложений может быть крайне востребованным.
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грессионная модель, монотонность процессов
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Идентификация линейно изменяющихся во времени
параметров нестационарных систем1

ми системами с неизвестными переменными 
параметрами не существует, и каждый из под-
ходов сфокусирован на решении задачи управ-
ления при некоторых допущениях на объект 
(см., например, работы [1—12]). Широко рас-
пространенные методы управления нестацио-
нарными системами с сильной обратной свя-
зью (см., например, работы [1, 2]) допускают, 
что линейная стационарная система представ-
лена в некоторой канонической форме вида

 x = Ax + bu + θ(t)y;

 y = cтx,

Введение

Проблема  синтеза закона управления для 
линейных нестационарных систем с неизвест-
ными параметрами до сих пор является нетри-
виальной задачей. По мнению авторов данной 
статьи, единых методов управления линейны-

1Cтатья написана при финансовой поддержке Министер-
ства науки и высшего образования Российской Федерации, 
соглашение № 074-11-2018-029 от 13 июля 2018 г. "Создание 
высокотехнологичного производства роботизированных де-
фектоскопов для контроля труднодоступных сварных соеди-
нений и металлоконструкций опасных производственных 
объектов в промышленности, энергетике и ЖКХ".
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где x(t) ∈ Rn — неизмеряемый вектор перемен-
ных состояния модели; A, b и c — неизвест-
ные постоянные матрицы размерности, соот-
ветственно, n Ѕ n, n Ѕ 1 и n Ѕ 1; θ(t) ∈ Rn — 
вектор неизвестных переменных параметров;
y(t) ∈ R — выходная переменная системы. 
В предположении, что передаточная функция 
H(p) = cт(pI – A)–1b = b(p)/a(p) — минималь-
но-фазовая (т. е. полином b(p) — гурвицев),
в работах [1, 2] синтезируется специальное 
динамическое звено размерности ρ – 1 (где 
ρ — относительная степень H(p) = b(p)/a(p)), 
с помощью которого при достаточно больших 
коэффициентах обратной связи обеспечивает-
ся стабилизация нестационарного объекта.

Легко видеть, что рассматриваемый класс 
нестационарных объектов [1, 2] имеет как ми-
нимум два ограничения: во-первых, полином 
b(p) — гурвицев; во-вторых, вектор неизвест-
ных параметров θ(t) умножается на измеряе-
мую выходную переменную y(t), а не на неиз-
меряемый вектор переменных состояния x(t).

В данной статье рассматриваются нестацио-
нарные системы вида

 
т

( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ),

x t A t x t b t u t

y t c t x t

= +

=

�

в которых параметры матриц A(t), b(t) и c(t) ли-
нейно изменяются во времени. Отметим, что 
объекты данного вида, в отличие от рассмотрен-
ных в работах [1—12], не имеют ограничений 
по модели, но имеют более жесткие допущения 
относительно неизвестных параметров, т. е. они 
являются линейными функциями времени. 
Линейное изменение параметров во времени, 
строго говоря, не является математической аб-
стракцией. Например, параметры большинства 

электромеханических систем в процессе рабо-
ты претерпевают изменения относительно но-
минальных значений. В частности, линейному 
изменению подвержено сопротивление ротора, 
которое вызвано нагревом электрического дви-
гателя в процессе его функционирования.

Предлагаемый в статье подход к иденти-
фикации параметров нестационарных систем 
базируется на новом результате [13, 14], обе-
спечивающем оценку нестационарных параме-
тров для линейной регрессионной модели.

Постановка задачи

Рассмотрим линейную нестационарную си-
стему вида
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где y = y(t) и u = u(t) — известные и измеряемые 
функции времени; числа m и n предполагают-
ся известными и n > m; производные сигналов 
y = y(t) и u = u(t) не измеряются; θi(t) — не-
известные линейно изменяющиеся во времени 
функции, i = 0, ..., n + m.

Относительно θi(t) будем допускать, что они 
изменяются по следующему закону:
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где βi, j и ti, j — неизвестные числа, j = 1, ..., q, 
причем ti, j определяет моменты времени, ког-
да в j-й раз меняется скорость вариации пара-
метра θi(t).

Графическая интерпретация данного допу-
щения представлена на рисунке, где в качестве 
наглядного примера был выбран закон
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Ставится задача синтеза алгоритма иденти-
фикации

 �( ) ( , ),t f y uθ =  (2)График изменения неизвестного параметра qi(t) во времени
Graph of change of unknown parameter qi(t) in time
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обеспечивающего асимптотическую сходи-
мость функции �( )tθ  к вектору неизвестных пара-
метров 1 1 0( ) col{ , ,..., , ,..., }n m n m m mt + + − −θ = θ θ θ θ θ  
на интервале времени Δt = ti, j + 1 – ti, j при
Δt → ∞, или

 lim ( ) 0,
t

t
Δ →∞

θ Δ =�  (3)

где �( ) ( ) ( ).t t tθ = θ − θ�
Замечание 1. Следует отметить, что в асим-

птотически устойчивых системах сходимость 
обеспечивается только при стремлении пере-
менной времени к бесконечности. Таким об-
разом, обеспечить получение нулевых ошибок 
оценивания на любом конечном интервале 
(без привлечения методов c асимптотически 
стремящимся к бесконечности коэффициен-
том усиления или разрывностью в произво-
дных) невозможно. С учетом этого замечания 
можно отметить, что цель (3) предполагает, 
что по мере увеличения длительности интер-
вала между переключениями до бесконечно-
сти ошибка оценивания будет асимптотически 
стремиться к нулю.

Поскольку описание решения задачи (2) для 
системы общего вида (1) представляет собой 
сложную итеративную процедуру, то для об-
легчения понимания предлагаемого ниже под-
хода рассмотрим более простой случай объекта 
управления третьего порядка:

 4 3 2 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .y t y t y t y t u t u+ θ + θ + θ = θ + θ��� �� � �  (4)

Следует отметить, что анализ модели треть-
его порядка не сужает области применения 
данного подхода, но лишь показывает суть 
итеративной процедуры синтеза алгоритма 
идентификации.

Параметризация объекта управления

Рассмотрим объект управления (4). Приме-
няя для него оператор 1/(p + 1)3, получаем
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Рассмотрим отдельно каждое из слагаемых 
уравнения (5) на интервале времени ti, j  :
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где в уравнениях (7)—(11) было использовано 
соотношение 

 1 2 1 2 1 2
1

p p p p
⎛ ⎞α α α

χ χ = χ χ − χ χ⎜ ⎟+ α + α + α + α⎝ ⎠
�

(см., например, [15]).
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Таким образом, подставляя в соотношение 
(4) уравнения (6)—(11), получаем линейную ре-
грессионную модель вида

 4 1 4 2 3 3 3 4

2 5 2 1 7 1 8 0 9 0 106 .

r = θ ϕ + β ϕ + θ ϕ + β ϕ +
+ θ ϕ + β ϕ + θ ϕ + β ϕ + θ ϕ + β ϕ

 (12)

Из представленной процедуры параметри-
зации модели (4) можно видеть, что с исполь-
зованием оператора 1/(p + 1)n уравнение (1) 
можно привести к виду, аналогичному (12):

 т т ,r = θ ω + β ϑ  (13)

где 1 0col{ ,..., , ,..., }n m m m+ −θ = θ θ θ θ  и β =
= 1 0col{ ,..., , ,..., }n m m m+ −β β β β  — соответст венно 
векторы неизвестных переменных и постоян-
ных (на интервале ti, j) параметров, а ω и ϑ — 
известные векторы.

Замечание 2. Заметим, что итеративная 
процедура параметризации (6)—(11) может по-
казаться крайне громоздкой, но, возможно, с 
методической точки зрения более прозрачной. 
Тем не менее алгоритм (6)—(11) может быть за-
менен на более емкий и общий. Рассмотрим 
фильтр вида (см., например, работу [15])

 т 1( ) ( ) .W p L pI F G d−= − +

Тогда для функций ω, θ, где θ — дифферен-
цируема, выполняется равенство

 т т т( )[ ] ( )[ ] ( )[( ( )[ ])] ,c bW p W p W p W pθ ω = θ ω − ω θ�

где т 1( ) ( )cW p L pI F −= −  и 1( ) ( ) .bW p pI F G−= −
Для иллюстрации применения данного 

обобщения рассмотрим слагаемое 23
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ций времени y и θ, где constθ = β =� , имеем
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и для случая α = 1 имеем уравнение, аналогич-
ное (9).

Идентификация параметров

Для идентификации параметров θ  = 
= 1 0col{ ,..., , ,..., }n m m m+ −θ θ θ θ  и β  =
= 1 0col{ ,..., , ,..., }n m m m+ −β β β β  воспользуемся ме-
тодом динамического расширения регрессора 
(DREM) [16].

Следуя алгоритму [14], применительно к ре-
грессионной модели (13) рассмотрим n + m + 1 
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и запишем регрессионную модель в матрич-
ном виде:
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Сформируем матрицу T = [ωdetΦ – ωωтadjΦ]. 
Умножим слева уравнение (14) на матрицу T:

 
т

т т[ det adj • ] .
r

T T
Z

⎡ ⎤⎡ ⎤ ϑ
= ωω Φ − ωω Φ Φ θ + β⎢ ⎥⎢ ⎥ Ξ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Поскольку adjΦ•Φ = detΦ•I, то 
0

.
y

T T
Z
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= β⎢ ⎥ ⎢ ⎥Ξ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

Обозначим 
y

Q T
Z
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 и 
0

.N T
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥Ξ⎣ ⎦Тогда

 Q = Nβ. (15)
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В силу структуры матрицы T (rankT m 1) по-
лучаем, что rankN m 1. Тогда из соотношения 
(15) имеем

 q(t) = ϖт(t)β,

где q ∈ Rl и ϖ ∈ Rn + m + 1 — измеряемые сиг-
налы.

Следуя технологии DREM, введем n + m бло-
ков запаздывания с значениями τμ, μ = +1, ,n m  
и получим матричное уравнение вида

 Ye = Aeβ, (16)

где 1

( )

( )
,

( )

e

n m

q t

q t
Y

q t +

⎡ ⎤
⎢ ⎥− τ⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− τ⎣ ⎦

�
 

т

т
1

т

( )

( )
.

( )

e

n m

t

t
A

t +

⎡ ⎤ϖ
⎢ ⎥
ϖ − τ⎢ ⎥= ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥ϖ − τ⎣ ⎦

�

Умножая уравнение (16) на adjAe (т. е. союз-
ную матрицу для Ae), получаем

 Y(t) = δ(t)β, (17)

где δ = detAe ∈ R1 — определитель матрицы Ae, 
Y = adjAe•Ye, Yi = δβi.

Для оценивания, соответственно, векторов β 
и θ будем использовать следующие алгоритмы:

 � �
.

( );i i ii Yβ = −γ δ δβ −  (18)

 � � � �т т
.

( ),rθ = β − κωω θ + κω − ϑ β  (19)

где γi и κ — любые положительные числа; � iβ  и 
�θ  — соответственно, оценки параметров βi и θ.

Утверждение. Пусть вектор ω удовлетворя-
ет условию незатухающего возбуждения (см., 
например, работы [17, 18]), и для функции δ(t) 
выполнено

 
, 1

,

2lim ( ) .
i j

i j

t

t t

s ds
+

Δ →∞
δ = ∞∫  (20)

Тогда алгоритм (17), (18) обеспечивает реше-
ние задачи (3).

Доказательство. Сначала покажем, что алго-
ритм (18) обеспечивает сходимость оценок � iβ  к βi
на интервале времени Δt = ti, j + 1 – ti, j при Δt → ∞. 
Для этого рассмотрим ошибку оценивания

 � � .ii iβ = β − β  (21)

Дифференцируя (20), с учетом уравнения 
(18), получаем

 
� �

� � �2 2 2 2

..
( )

.

i i i i i i

i i i i i i ii i i

Y

Y

β = β − β = −γ δ δβ − =

= −γ δ β + γ δ = −γ δ β + γ δ β = −γ δ β

�
 (22)

Интегрируя уравнение (22) на интервале 
времени Δt = ti, j + 1 – ti, j, имеем

 � � , 1

,

2
, ( )( ) ( ) exp ,

i j

i j

t

ii ji i
t

s dst t
+⎛ ⎞

−γ δβ Δ = β ⎜ ⎟∫⎜ ⎟
⎝ ⎠

откуда следует �lim ( ) 0.i
t

t
Δ →∞

β Δ =

Теперь аналогичным образом докажем вы-
полнения условия lim ( ) 0.

t
t

Δ →∞
θ Δ =�  Дифференци-

руя � ,θ = θ − θ�  имеем
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rθ = β − κωω θ + κω − ϑ β − β =

= β − κωω θ + κω ω θ + ϑ β − ϑ β =

= β − κωω θ + κωω θ + κωϑ β =

= β − κωω θ + κωϑ β
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�

� �
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 (23)

Отсюда легко показать (см., например, [19]), 
что при �lim ( ) 0i

t
t

Δ →∞
β Δ =  и выполнении условия 

незатухающего возбуждения для вектора ω 
следует lim ( ) 0.

t
t

Δ →∞
θ Δ =�

Заключение

В статье рассмотрена процедура синтеза 
алгоритма идентификации для линейного не-
стационарного объекта вида (1). Относительно 
нестационарных параметров допускалось, что 
они линейно изменяются или их производные 
являются кусочно-постоянными функциями 
времени. Предложены алгоритмы идентифи-
кации вида (18)—(19), обеспечивающие асим-
птотическую сходимость по параметрам на 
интервале Δt → ∞ при выполнении условия не-
затухающего возбуждения для вектора ω и ин-
тегрального неравенства (20) для функции δ(t).

В качестве предмета дальнейших исследова-
ний будет рассмотрено использование методо-
логии DREM для получения скалярных урав-
нений не только по βi, но и по параметрам θi, 
что позволит, как и в случае с βi, улучшать ка-

чество настройки оценок � iβ , а также достигать 
их монотонности.
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Abstract

The paper considers the identification algorithm for unknown parameters of linear non-stationary control objects. It is 
assumed that only the object output variable and the control signal are measured (but not their derivatives or state vari-
ables) and unknown parameters are linear functions or their derivatives are piecewise constant signals. The derivatives 
of non-stationary parameters are supposed to be unknown constant numbers on some time interval. This assumption for 
unknown parameters is not mathematical abstraction because in most electromechanical systems parameters are chang-
ing during the operation. For example, the resistance of the rotor is linearly changing, because the resistance of the rotor 
depends on the temperature changes of the electric motor in operation mode. This paper proposes an iterative algorithm for 
parameterization of the linear non-stationary control object using stable LTI filters. The algorithm leads to a linear regres-
sion model, which includes time-varying and constant (at a certain time interval) unknown parameters. For this model, the 
dynamic regressor extension and mixing (DREM) procedure is applied. If the persistent excitation condition holds, then, 
in the case the derivative of each parameter is constant on the whole time interval, DREM provides the convergence of the 
estimates of configurable parameters to their true values. In the case of a finite time interval, the estimates convergence 
in a certain region. Unlike well-known gradient approaches, using the method of dynamic regressor extension and mixing 
allows to improve the convergence speed and accuracy of the estimates to their true values by increasing the coefficients of 
the algorithm. Additionally, the method of dynamic regressor extension and mixing ensures the monotony of the processes, 
and this can be useful for many technical problems.

Keywords: identification, linear systems, non-stationary objects, parametrization, linear regression model, monotony 
of processes
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