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Формирование алгоритмов оптимизации нестационарных систем 
управления на основе необходимых условий оптимальности*

Введение

Развитие  науки и техники сопровождается 
созданием управляемых объектов различного на-
значения, повышением требований к надежности 
и качеству выполняемой работы, усложнением 
целей, поставленных перед ними. Значительно 
расширился класс объектов, работающих в ус-
ловиях неполной априорной и текущей инфор-
мации об их состоянии, параметрах, взаимодей-
ствии со средой. В большинстве практических 
приложений достоверная априорная информация 
о модели исследуемого объекта вообще отсутству-
ет, или ее построение связано с большими труд-
ностями, а потому задачу построения управления 
приходится решать при неполном знании модели, 
а также в условиях стохастической неопределен-
ности [1, 2].

В связи с этим задача конструирования неста-
ционарных динамических систем, работающих 
в условиях неполной информации (иными сло-
вами, в условиях неопределенности), приобрела 
исключительное значение в современной теории 
автоматического управления. Это подтверждает-
ся большим числом публикаций и докладов на 
международных конференциях, посвященных 
как разработке научных основ конструирования 
нестационарных систем, так и результатам реа-
лизации разработанных методов для управления 
конкретными физическими объектами.

Значительное число методов конструирова-
ния и организации систем было разработано для 
управления подвижными объектами с некон-
тролируемо меняющимися в процессе функцио-
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нирования параметрами, в том числе авиацион-
но-космическими объектами [3, 4], а также для 
управления нестационарными технологическими 
объектами [5]. В последние годы большое внима-
ние уделяется медицинской и биологической сфе-
рам приложения идей теории управления. В них 
нестационарными объектами являются биомеди-
цинские процессы с их сложными динамически-
ми моделями, зависящими от многих биологиче-
ских факторов. На сегодняшний день синтезиро-
ванные математические модели, использующие 
параметры, полученные из обработки реальных 
данных, позволяют, например, описывать про-
цессы, происходящие в организме человека при 
таких заболеваниях, как сахарный диабет, рак 
или при наличии ВИЧ в организме [6—8].

Бурное развитие микроэлектроники и, в первую 
очередь, средств вычислительной техники, позво-
лило реализовать сложные алгоритмы управления 
нестационарными объектами, что, несомненно, 
повышает их эффективность, надежность, снижа-
ет потребление энергоресурсов.

В статье развивается метод алгоритмического 
конструирования систем управления с неполной 
информацией о состоянии объекта, его параме-
трах и взаимодействии со средой, основанный 
на применении основных результатов анали-
тического конструирования [9], а именно, на 
применении в основе конструкций алгоритмов 
оптимизации необходимых (достаточных) усло-
вий минимума функционалов качества. Выра-
ботанный подход построения алгоритмов опти-
мизации может использоваться для построения 
систем идентификации, управления разнообраз-
ными нестационарными объектами.

При реализации данного метода нередко ис-
пользуются квадратичные функционалы, что су-
щественно упрощает применение алгоритмов.

Рассматриваются алгоритмы оптимизации нестационарных систем управления, основанные на применении 
уравнения Гамильтона — Якоби. Построенные алгоритмы могут использоваться как для оптимизации самих не-
стационарных объектов, если для этой цели выделены соответствующие параметры, так и для оптимизации всей 
управляемой системы с помощью соответствующей параметрической настройки регуляторов. Эффективность раз-
работанных алгоритмов продемонстрирована на примере управления подачей антиретровирусных препаратов в ор-
ганизм человека при наличии ВИЧ.

Ключевые слова: уравнение Гамильтона — Якоби, принцип минимума Понтрягина, моделирование ВИЧ, решение 
нелинейных нестационарных уравнений, оптимальное управление
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В настоящей статье в рамках алгоритмического 
конструирования [10] предложен алгоритм опти-
мизации нестационарных систем управления с не-
полной информацией о параметрах, основанный 
на применении принципа минимума Понтрягина 
и необходимых условий оптимальности (уравне-
ние Гамильтона — Якоби). При выполнении сфор-
мулированных условий гарантируется успешное 
"отслеживание" изменений параметров объекта с 
выбранными алгоритмами изменения параметров 
модели. При этом обеспечивается "перевод" функ-
ционала качества из периферийных значений к его 
минимальному значению асимптотически.

В качестве примера использования разработан-
ного алгоритма исследована задача управления 
подачей антиретровирусных препаратов ВААРТ
в организм человека при наличии ВИЧ [11].

Постановка задачи управления
нелинейным объектом с использованием

SDC-линеаризации

Пусть нелинейный управляемый и наблюдае-
мый объект описывается векторным дифферен-
циальным уравнением

 

0 0

( ) ( ) ( ) ( );

( ) ,

d
x t f x B x u t

dt
x t x

= +

=
 (1)

где x ∈ Rn — состояние системы; x0 ∈ X0, X0 — 
область возможных начальных состояний систе-
мы; x(t) ∈ Ωx, где Ωx — область (открытое связное 
множество) Rn, содержащая начало x0; u ∈ Rr — 
управление, подлежащее нахождению. Матри-
цы f(x), B(x) действительны и непрерывны, пара 
матриц 〈  f(x), B(x)〉 является управляемой, кроме 
того, будем предполагать матрицы достаточно 
гладкими, чтобы через любые (t0, x0) проходило 
одно и только одно решение x(t, t0, x0).

Предположение 1. Вектор-функция f(x) — не-
прерывная дифференцируемая по x ∈ Ωx, т.  е. 

1( ) ( )xf C⋅ ∈ Ω  и 0( ) ( )xB С⋅ ∈ Ω .
Предположение 2. Без потери общности по-

ложим, что условие x = 0 ∈ Ωx есть точка рав-
новесия системы при u = 0 так, что f(0) = 0 и 

( ) 0, xB x x≠ ∀ ∈ Ω .
При выполнении Предположений (используя 

SDC-линеаризацию [12]) исходная нелинейная 
система (1) может быть представлена в виде мо-
дели системы
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( ) ( ) ( ) ( ) ( );
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=
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которая имеет линейную структуру с параметра-
ми, зависящими от состояния ( ) ( ) ( )A x x t f x= .

Для синтеза управления u(t) введем функцио-
нал качества

 { }
0

т т1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

2

ft

t

J x u x t Q x t u t Ru t dt= +∫  (3)

где "т" — знак транспонирования; t0 и tf — на-
чальное и конечное время соответственно; ма-
трицы Q и R — симметрические, положительно 
определенные.

Оптимальное управление определяется соот-
ношением [9, 10]

 1 т( ) ( ) ( ) ( ),u t R B x S x x t−= −  (4)

где матрица S(x) — решение уравнения Риккати 
с параметрами, зависящими от состояния,
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Основная проблема реализации управления 
вида (4) заключается в сложности нахождения 
матрицы S(x) как решения уравнения (5) в тем-
пе функционирования объекта. В данной работе 
будет предложен метод алгоритмического кон-
струирования с использованием поведения га-
мильтониана на оптимальной траектории.

Метод синтеза алгоритма управления
нестационарным объектом с использованием 

необходимых условий оптимальности

Пусть нестационарный управляемый объ-
ект описывается векторным дифференциальным 
уравнением вида

 

0 0

( ) ( , , , );

( ) ,

d
x t f x u

dt
x t x

⎫= η α ⎪
⎬
⎪= ⎭

 (6)

где x ∈ Rn — вектор состояния объекта; u ∈ Rr —
вектор управляющих воздействий; η ∈ Rk — век-
тор возмущаемых параметров; α ∈ R  p — вектор 
параметров, выделенных для оптимизации функ-
ционирования объекта. В общем случае k l p.

Оптимизация системы управления осущест-
вляется соответствующей перестройкой как па-
раметров объекта, так и параметров регулятора. 
Этот класс нестационарных систем управления с 
оптимизацией относят к системам координатно-
параметрического управления.

Предполагается, что:
 � вектор-функция f(x, u, η, α) гладкая и допу-

скает необходимое число раз дифференциро-
вания по совокупности переменных;

 � параметрическая неопределенность имеет ин-

тервальный характер ( ) , 1,..., ,iii t i kη η η =m m  

где iη  и iη  — соответственно минимальное и 
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максимальное значение i-го параметра, причем 
известна также максимальная скорость изме-
нения каждого из возмущенных параметров: 

*( )/id t dtη . Таким образом, ( )( ), ( )/ ,t d t dtη η ∈ Λ  
где Λ — область возможных значений параме-
тров и скоростей их изменений;

 � область параметров, предназначенных для оп-
тимизации системы управления при соответ-
ствующем u0(t) ∈ U, содержит те значения, при 
которых достигается поставленная цель, т. е. 
α0(t) ∈ Λ, где Λ — область изменения параме-
тров оптимизации.
Синтез оптимального управления проведем 

в предположении о существовании оптималь-
ного управления и об отсутствии параметриче-

ских возмущений, т.  е. для 0, ( ) 0ft t t t⎡ ⎤∀ ∈ η =⎣ ⎦
и α(t) = 0 [2, 11].

Для системы управления с объектом (6) в 
предположении об отсутствии параметрических 
возмущений образуем гамильтониан

 т( , , ) ( , ) ( ) ( , ),H x u L x u t f x uλ = + λ  (7)

где λ(t) — вспомогательная переменная, являю-
щаяся решением дифференциального уравнения

 

т
( , , )

( ) ;
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( ) 0.f

d H x u
t

dt x t

t

⎫⎧ ⎫∂ λ ⎪λ = − ⎨ ⎬∂ ⎬⎩ ⎭
⎪λ = ⎭

 (8)

Оптимальное управление отыскивается сле-
дующим образом:
 � в случае, когда ограничения на управление 

не эффективны, т.  е. оптимальное управле-
ние достигается внутри области допустимых 
управлений (не находится на границах за-
мыкания заданного множества допустимых 
управлений U ), то

 
( , , )

0;
( )

H x u
u t

∂ λ
=

∂
 (9)

 � в случае, когда ограничения на управление 
эффективны, т.   е. оптимальное управление 
достигается на границах области допустимых 
управлений U, то

 0 0 0
0

( )
( , , ) min ( , , ), [ , ].f

u t U
H x u H x u t t t

∈
λ = λ ∈  (10)

Таким образом, оптимальное управление вы-
бирается из условия

 0 0( ) arg min ( , , ).
u U

u t H x u
∈

= λ  (11)

Следует отметить, что краевые условия на 
правом конце для переменной λ(t) и поведение 
гамильтониана зависят от объекта, вида задава-
емой области конечных значений состояния си-

стемы и задания (или не задания) времени пере-
ходного процесса.

Условия оптимальности, сформулированные в 
виде двухточечной краевой задачи (6), (8) и усло-
вий выбора управления (9), (10), являются необхо-
димыми условиями минимума функционала (3).

Продифференцировав H(x, u, λ) (7) по време-
ни, с учетом возможности перехода к открытой 
области управляющих воздействий, получим

 ( , , ) .
d H H dx H d H du

H x u
dt t x dt dt u dt

∂ ∂ ∂ λ ∂
λ = + + +

∂ ∂ ∂λ ∂

Учитывая, что дифференциальные уравне-
ния (6) и (10) образуют каноническую форму,

а также тот факт, что 0
H du
u dt

∂
=

∂
 (либо 0,

H
u

∂
=

∂
 

либо 0,
du
dt

=  либо 
H
u

∂
∂

и 
du
dt

 — ортогональны), 

последнее выражение можно переписать в виде

 
( , , )

( , , ) .
d H x u

H x u
dt t

∂ λ
λ =

∂
 (12)

Краевые условия для уравнения (12) задаются 
на правом конце и зависят от области конечных 
значений состояния системы управления.

Очевидно, что поведение гамильтониана при 
оптимальном управлении принимает вполне 
определенную траекторию, определяемую ре-
шением дифференциального уравнения с крае-
вым условием на правом конце (за исключением 
стационарного случая, когда гамильтониан не 
зависит от времени). Это поведение положим в 
основу конструкции алгоритмов оптимизации 
системы управления.

Алгоритмы оптимизации

Запишем необходимые условия минимума 
функционала качества, выраженные в поведении 
гамильтониана на оптимальной траектории, в виде

 0 0( ) ( ) ( ) 0,t H t tℜ = + ϕ =  (13)

здесь ϕ(t) — поведение гамильтониана на опти-
мальной траектории.

Рассмотрим вначале случай, когда в соотноше-
нии (6) p = k и с помощью параметров α(t) пред-
полагается парировать соответствующие параме-
трические возмущения, т.  е. предполагается, что 
возможно достижение следующего соотношения:

 ( ) ( ).t tα = η  (14)

При выполнении условия (14) уравнение объ-
екта (6) будет иметь вид

 

0 0

( ) ( , );

( ) .

d
x t f x u

dt
x t x

⎫= ⎪
⎬
⎪= ⎭

 (15)
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Очевидно, что если ( ) ( ),t tα ≠ η  то равенство (13) 
выполняться не будет, т.  е. ( ) ( ) ( ) 0.t H t tℜ = + ϕ ≠  
Это обстоятельство положим в основу алгорит-
мов оптимизации. Введем в рассмотрение функ-
цию Ляпунова в таком виде:

 { } { }0
.

2 21 1
( ( ), ( )) ( ) ( ) ( )

2 2
V t t tη ⋅ α ⋅ = ℜ − ℜ = ℜ  (16)

Тогда

 

( ( ), ( ))

( ) ( ) 0,
( ) ( )

d
V

dt

H d H d
t t

t dt t dt

η ⋅ α ⋅ =

⎧ ⎫∂ ∂
= ℜ η + α⎨ ⎬∂η ∂α⎩ ⎭

m
 (17)

так как 
0

,
H H
t t

∂ ∂
=

∂ ∂
 

( )
0

( )
t
t

∂ϕ
=

∂η
 и 

( )
0.

( )
t
t

∂ϕ
=

∂α
Пусть алгоритм параметрической оптимиза-

ции имеет вид

 

т

0 0

( , , , , )
( ) ( );

( )

( ) .

d H x u
t t

dt t

t

⎧ ⎫∂ λ α η
α = − ℜ⎨ ⎬∂α⎩ ⎭

α = α

 (18)

Тогда неравенство (17) примет вид

 2
2

( , , , , )
( ) ( )

( )

( , , , , )
( ) 0.

( )

H x u d
t t

t dt

H x u
t

t

∂ λ α η
ℜ η −

∂η

∂ λ α η
−ℜ

∂α
m

 (19)

Из последнего неравенства следует, что пара-
метрическая оптимизация будет успешной, если 
будет выполняться следующее неравенство:

 

*

2
2

( , , , , )
( ) ( )

( )

( , , , , )
( ) 0,

( )

H x u d
t t

t dt

H x u
t

t

∂ λ α η
ℜ η −

∂η

∂ λ α η
−ℜ <

∂α

здесь *( )
d

t
dt

η  — наибольшая скорость изменения 

возмущающих параметров.
Назначение алгоритма параметрической оп-

тимизации в виде (18) позволит получить усло-
вие успешной параметрической оптимизации:

 

0

2

*

( , , , , )
( )

( )

( , , , , )
( ) ( ) , [ , ].

( )

H x u
t

t

H x u d
t t t t T

t dt

∂ λ α η
ℜ >

∂α

∂ λ α η
> ℜ η ∈

∂η

 (20)

Сформулируем следующее утверждение.
Утверждение. Пусть нестационарный управля-

емый объект описывается векторным дифферен-
циальным уравнением вида (6). Тогда алгоритм 
градиентного типа (18), "парирующий" параметри-

ческие возмущения η(t), обеспечит асимптотиче-
ские свойства процессу параметрической оптими-
зации, если выполняется неравенство (20).

Пример синтеза алгоритма управления подачей 
препаратов при антиретровирусной терапии

Рассмотрим пример применения вышеописан-
ного метода для синтеза управления нелинейным 
объектом. В качестве такого объекта была выбра-
на математическая модель, описывающая пове-
дение иммунной системы человека при наличии 
ВИЧ. Синтезом и анализом этих математических 
моделей уже много лет занимаются не только био-
логи, но и математики. За последние 20 лет мо-
дель была усовершенствована от простой системы 
из двух дифференциальных уравнений, предло-
женной еще в 1993 г. [7], до современных моделей, 
учитывающих гораздо больше тонкостей иммун-
ного ответа на вирус.

Математическая модель ВИЧ-инфекции.
В данной статье используется следующая доста-
точно подробная модель, предложенная амери-
канскими учеными [11], которая отлично согла-
суется с клиническими данными:

 
[ ]

[ ]

[ ]

1 1 2 2

1 1 1 1

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ).

d
i t di t t i t y t

dt
d

y t t i t y t y t
dt

z t z t y t

d
z t c y t b z t

dt
d

w t c i t y t c qy t b w t
dt
d

z t c qy t w t hz t
dt

= λ − − βη

= βη − α −

− ρ + ρ

= −

= − −

= −

 (21)

Здесь i — концентрация неинфицированных 
клеток иммунной системы (Т-хелперы), λ — ско-
рость производства Т-хелперов в организме, d — 
скорость естественной смерти T-хелперов. При 
попадании вируса в кровь Т-хелперы со скоро-
стью β заражаются и становятся инфицирован-
ными клетками (y), т. е. ВИЧ. Инфицированные 
клетки естественным образом умирают со ско-
ростью α, кроме того, Т-киллеры (z1) убивают их 
со скоростью ρ1, а иммуноглобулины (z2) убивают 
зараженные клетки со скоростью ρ2 (подробнее 
см. работы [6, 11]). В-лимфоциты (w) активируют-
ся в организме со скоростью c2, и со скоростью q 
они превращаются в иммуноглобулины. Функ-
ция лечения η описывает воздействие на систе-

му лекарственных препаратов *( ) 1 ( ),t u tη = − η  где 
η* — максимальное действие препарата, u(t) — 
доза вводимого препарата, т. е. наше воздействие. 
Значения параметров взяты из работы [8].
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Синтез алгоритма. Представим нашу систе-
му (21) в виде

 ( ) ( ) ( ) ,
d

x A x x t B x u
dt

= +  (22)

здесь xт = [i, y, z1, w, z2], при этом матрицы при-
мут вид:
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Для синтеза управления u(t) используем функ-
ционал качества (3). Оптимальное управление 
будет определяться соотношением (4).

Как уже говорилось выше, матрицу S(x), вхо-
дящую в соотношение (4) как решение уравне-
ния Риккати с параметрами, зависящими от со-
стояния объекта, отыскать в общем случае чрез-
вычайно сложно. Для поиска матрицы S(x) был 
привлечен алгоритмический метод. Представим 
эту матрицу в виде

 0( ) ( )S x S s t= + , (23)

здесь матрица S0 находится из решения урав-
нения Риккати с постоянными параметрами 
(при x(t0) = x0) с использованием оператора lqr в 
MATLAB:
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В соответствии с изложенным выше способом 
формирования алгоритма параметрической оп-
тимизации (18) запишем для нахождения s(t):
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Здесь

 { } [ ]{ }0 0 0
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В данной задаче { }0 0 0, , ( ) 0.H x u S x =  Посколь-
ку при 0 ( ) ( )S s t S x+ ≠  гамильтониан имеет вид
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функция чувствительности

 { }{ }0
т

, ,[ ( )] / ( )H x u S s t s t∂ + ∂

определяется выражением
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Таким образом, алгоритм принимает вид

 
{ }

{ }

т
0

0 0

, ,[ ( )]
( )

( )

, ,[ ( )] , ( ) 0,

H x u S s td
s t Ѕ

dt s t

ЅH x u S s t s t

∂ +⎧ ⎫
= − ⎨ ⎬∂⎩ ⎭

+ =

 (27)

где функция чувствительности

 { }{ }т
0, ,[ ( )] / ( )H x u S s t s t∂ + ∂

определяется выражением (26), а гамильтониан — 
выражением (25).

Управление с параметрической оптимизацией 
принимает вид

 1 т
0( ) ( )[ ( )] ( )u t R B x S s t x t−= − + . (28)

Таким образом, из соотношения (27) получим 
выражение для s(t). Используя этот результат,
а также матрицу S0, можем организовать управ-
ление в виде (28), подаваемое на нашу систему 
(21) для ее оптимизации.

Компьютерная реализация алгоритма. Пусть 
начальные условия соответствуют очень слабому 
пациенту, имеющему вирус ВИЧ (концентрация 
клеток иммунной системы у здорового человека 
обычно в интервале от 0,8 до 1 мл–1), i0 = 0,2 мл–1, 
y0 = 0,8 мл–1.

На рис. 1 показана динамика здоровых клеток 
при построенном нами лечении и при его отсут-
ствии. Для случая, когда начальное состояние 
пациента критическое, синтезированное управ-
ление справляется с задачей и выводит концен-
трацию здоровых клеток иммунной системы че-
ловека на приемлемый уровень. На рис. 2 видно, 
что при наличии лечения концентрация ВИЧ в 
организме достаточно быстро снижается до ми-
нимально возможного. На рис. 3 представлены 
значения матрицы переходных процессов s(t), 
рассчитываемой по алгоритму (27), предложен-
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ному в данной работе. На рис. 1 и рис. 2 видно, 
что в отсутствие лечения, т. е. без применения 
каких-либо воздействий на организм концен-
трация вируса увеличивается, а здоровые клетки 
иммунной системы погибают, и, таким образом, 
организм не справляется с ситуацией самостоя-
тельно. На рис. 4 представлен график синтези-
рованного субоптимального управления. Видно, 
что в начальный период лекарственная нагрузка 

Рис. 4. Управление, синтезированное алгоритмическим ме-
тодом

Рис. 3. Матрица переходных процессов s(t)

Рис. 2. Концентрация ВИЧ в организме человека

Рис. 1. Поведение здоровых клеток иммунной системы чело-
века при наличии ВИЧ в организме

резко возрастает, но после того как число здо-
ровых клеток становится в пределах нормы, ле-
чение лишь поддерживает их необходимый уро-
вень. При реальном медицинском применении 
данной модели можно с помощью регулировки 
матрицы R снизить суточную дозу лекарства до 
допустимого уровня.

Результаты математического моделирования 
в пакете MATLAB подтверждают правильность 
выбранного нами метода синтеза управления и
соответствующего алгоритмического поиска мат-
рицы s(t). Наше воздействие на иммунную сис-
тему помогает стабилизировать уровень кле ток 
иммунной системы и контролировать кон цен тра-
цию вируса.

Заключение

В данной работе, основываясь на методе ал-
горитмического конструирования, были пред-
ставлены и исследованы алгоритмы оптимиза-
ции нестационарных систем управления с ква-
дратичным функционалом качества в условиях 
неполной априорной информации. В основу всех 
полученных алгоритмов положены уравнение 
Гамильтона — Якоби и свойство поведения га-
мильтониана на соответствующей траектории.

Результаты математического моделирования 
для выбранной системы нелинейных уравнений 
подтверждают правильность построенного суб-
оптимального управления и возможность его 
применения в отдельных задачах. Таким образом, 
предложенный алгоритм SDC-параметризации, 
позволяющий переходить от решения уравнения 
Гамильтона — Якоби — Беллмана к уравнению 
Риккати с параметрами, зависящими от состоя-
ния, и предложенный алгоритм нахождения ма-
трицы S(x) могут быть использованы при необ-
ходимости построения нелинейных регуляторов.
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The method of forming optimization algorithms for non-stationary control systems is developed in the article, based 
on the application of the Hamilton-Jacobi equation and the Pontryagin minimum principle. In this article, the original 
nonlinear differential equation that describes the original control system is transformed into a system with a linear structure, 
but with State Dependent Coefficient (SDC) parameters. The use of the quadratic quality criterion in problems with 
unlimited time of the transient process makes it possible, in the synthesis of control for the transformed system, to move 
from the need to search for the solution of a scalar partial differential equation (the Hamilton-Jacobi-Bellman equation) 
to a Riccati-type equation with state-dependent parameters. However, solving the resulting equation in the rate of the 
object’s operation is no less difficult. For its solution, an algorithmic method for the synthesis of controls is proposed. The 
behavior of the Hamiltonian under optimal control changes during the transient process along a well-defined trajectory. 
This property of the Hamiltonian was used as the basis for the design of algorithms for optimizing the control system. When 
the formulated conditions are met, a "transfer" of the quality functional from peripheral values to its minimum value is 
guaranteed asymptotically. The effectiveness of the developed algorithms is demonstrated by the example of the synthesis of 
control controlling the supply of antiretroviral drugs HAART to the human body in the presence of HIV. The simulation 
was carried out in the MATLAB package.
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