
195Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 4, 2019

СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Предложен подход к анализу структурной идентифицируемости (СИ) нелинейных динамических систем в ус-
ловиях неопределенности. Данный подход имеет отличие от методов, применяемых для оценки СИ динамических 
систем в параметрическом пространстве. СИ трактуется как возможность структурной идентификации нели-
нейной части системы. Введено понятие S-синхронизируемости системы. Показано, что вход системы должен обе-
спечивать синхронизацию (S-синхронизируемость) системы для решения задачи СИ. Несинхронизируемый вход при-
водит к получению незначимой структуры, которая не дает решение задачи структурной идентификации. Это 
приводит к структурной неидентифицируемости системы. Выделено подмножество входов, обладающих свойством 
S-синхронизируемости, на которых системы являются неразличимыми. Метод оценки СИ основан на анализе специ-
ального класса структур. Для класса симметричных нелинейностей предложен метод оценки СИ.

Изучено влияние параметров входа на возможность оценки СИ системы. Показано, что требования постоянства 
возбуждения входа в адаптивных системах и системах СИ различаются.
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Структурная идентифицируемость нелинейных динамических систем

(ЛИ) идентифицируемости. Показано, что ЛИ 
является необходимым условием глобальной 
идентифицируемости. Различные подходы и 
методы применяются для проверки СИ [5, 6]. 
В статье [7] введено понятие локальной параме-
трической идентифицируемости и дано его тео-
ретическое обоснование. Следует заметить, что 
большинство работ, посвященных рассматрива-
емой предметной области и доступных автору, 
не содержат методов оценки структуры систе-
мы в общепринятом в теории идентификации 
смысле. Поэтому понятие СИ не отражает суть 
рассматриваемой проблемы. Так как эта терми-
нология активно применяется в задачах оценки 
идентифицируемости, то в данном разделе бу-
дем придерживаться этой терминологии, чтобы 
продолжить анализ полученных результатов. 
В дальнейшем будет введено понятие, которое 
напрямую связано с СИ нелинейных систем 
в структурном пространстве. В работе [7] пред-
ложены критерии оценки ЛИ линеаризирован-
ной системы, ранг матрицы состояния которой 
должен быть равен m. Метод оценки ЛИ разра-
ботан для неоднородной линейной системы. Он 
основан на анализе характеристического пока-
зателя Ляпунова. В работе [8] вводится ряд кри-
териев параметрической идентифицируемости, 

Введение

Проблема идентификации динамических 
систем, несмотря на множество полученных 
результатов, является одним из актуальных 
направлений исследования. Основополагаю-
щие результаты получены по параметрической 
идентификации систем. Наряду с этим выпол-
нялись исследования по оценке идентифициру-
емости динамических систем. Подход к оценке 
идентифицируемости основан на идеях Р. Кал-
мана [1]. Дальнейшее развитие этих идей дано 
в работах [2, 3]. Для линейных динамических 
систем условие идентифицируемости сводится 
к невырожденности информационной матрицы 
и наблюдаемости системы. Анализ результатов 
показывает, что оценка идентифицируемости 
линейной динамической системы заключается 
в возможности оценки ее параметров. Будем 
называть параметрическую идентифицируе-
мость IP-идентифицируемостью (IPI). Исследо-
ванию IPI посвящено множество публикаций. 
Отличие от подхода, изложенного в работе [2], 
состоит в том, что результаты идентифицируе-
мости представляют в виде, принятом в зада-
чах параметрического оценивания. В работе [4] 
введено понятие структурной (СИ) и локальной 
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а также дается обобщение и развитие результа-
тов, полученных в статье [7]. Условия полной 
идентифицируемости линейной стационарной 
системы по дискретным измерениям выхода и 
переменных состояния предложены в работах 
[9, 10].

Проблема IPI нелинейных систем иссле-
довалась многими авторами (см. например, 
[9—12]). В работе [10] для исследования иден-
тифицируемости применен анализ чувстви-
тельности системы по выходу. Эффективность 
данного подхода показана на примере иссле-
дования идентифицируемости комбинации 
параметров системы. Локальные условия пара-
метрической идентифицируемости получены 
в работе [9] для различных вариантов измере-
ния экспериментальных данных. Определены 
условия совместной наблюдаемости и иден-
тифицируемости для линейной стационарной 
системы. Критический анализ подходов, при-
меняемых для оценки идентифицируемости 
биологических моделей, дан в статье [11]. Мо-
дели для оценки идентифицируемости нели-
нейных систем основаны на применении ряда 
Тейлора, таблиц идентифицируемости, диффе-
ренциальной алгебры. Вопросам исследования 
практической идентифицируемости посвяще-
на работа [12]. Оценка практической иденти-
фицируемости основана на анализе экспери-
ментальной информации и применении диф-
ференциальной алгебры.

Вопросы СИ статической модели рассмотре-
ны в работе [13]. Несмотря на то что изучается 
статическая система, ее СИ представляет опре-
деленный интерес в плане постановки задачи. 
Поэтому существующие трактовки и постанов-
ки задач СИ будет полезно сравнить. Здесь при-
меняются методы для оценки ранга матрицы.

Анализ публикаций показывает, что иден-
тифицируемость модели направлена на воз-
можность оценки ее параметров. Предлагаемые 
методы основаны на оценке невырожденности 
информационной матрицы. Аналогичные ре-
зультаты получены в теории параметрическо-
го оценивания, а условие невырожденности 
(полноты ранга) матрицы представлено в легко 
проверяемом условии предельной невырожден-
ности входа и выхода системы. Как правило, 
структура модели задается априори, и поэтому 
не всегда понятно, какой смысл вкладывает-
ся в понятие структурной локальной иденти-
фицируемости. Понятие "структура" широко 
применяется в задачах оценки идентифициру-

емости. Идентифицируемость нелинейной си-
стемы также сводится к задаче IPI на основе 
применения различных методов линеаризации 
модели по параметрам. Эта обширная область 
исследований не включает задачи СИ нели-
нейных динамических систем в следующем 
смысле: можно ли принять решение о струк-
туре (форме, зависимости) нелинейной части 
системы в условиях неопределенности. Задача 
в таком виде не ставилась. Следует заметить, 
что сама по себе это очень сложная проблема, 
так как методы формализации структуры си-
стемы не разработаны до настоящего времени.

Понятие СИ (h-идентифицируемости) не-
линейных систем было введено в работе [14]. 
Предлагаемый подход направлен на решение 
задачи оценки структуры нелинейной части 
динамической системы. Он основан на ана-
лизе специального класса структур, отража-
ющих состояние нелинейной части системы. 
Ниже дается изложение и обобщение резуль-
татов, полученных в работах [14, 15]. Задача 
IP-идентифицируемости не рассматривается. 
Ее решения можно получить, применив рас-
смотренные выше подходы.

Постановка задачи

Рассмотрим систему
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где u ∈ R, y ∈ R — вход и выход системы; A ∈ 
∈ Rq Ѕ q, Bu ∈ Rq, Bϕ ∈ R q, C ∈ R q — матрицы со-
ответствующих размерностей; ϕ(y) — скаляр-
ная нелинейная функция. Матрица A является 
гурвицевой.

Относительно структуры функции χ = ϕ(y) 
могут делаться различные предположения
[16, 17]. Они определяются уровнем априорной 
информации. Далее предполагается, что ϕ(y) 
в системе (1) удовлетворяет секторному условию
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где ξ ∈ R — комбинация элементов вектора X.
Пусть известно информационное множе-

ство для системы (1):

 0I { ( ), ( ), [ , ]}.o ku t y t t J t t= ∈ =  (3)
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Задача: оценить СИ нелинейной части си-
стемы (1) на основе анализа и обработки Io.

Применение параметрических методов 
идентификации в условиях неопределенности 
не позволяет подойти к решению задачи СИ. 
Поэтому далее применяется подход, предло-
женный в работах [15, 16]. Он основан на пере-
ходе в специальное структурное пространство 
и построении структуры Sey, отражающей 
свойства нелинейной части (1). Анализ Sey 
связан с решением задачи СИ системы. Далее 
используется термин h-идентифицируемости 
(HI), чтобы излагаемый далее подход отличить 
от IP-идентифицируемости. Рассмотрим метод 
построения Sey-структуры.

Метод построения Sey-структуры

Построение Sey-структуры требует предвари-
тельного формирования множества IN, g, содер-
жащего информацию о функции ϕ(y). Изложим 
способ получения IN, g, следуя работе [18].

Применим к y(t) операцию дифференци-
рования и обозначим новую переменную x1. 
Тогда получим расширение информационного 
множества системы: Ient = {Io, x1}. Если пере-
менные u, y измеряются с ошибкой, то к u, y 
следует применить процедуру фильтрации или 
сглаживания.

Выделим подмножество Ig ⊂ Ient, соответству-
ющее частному решению системы (1) (устано-
вившемуся состоянию). Множество Ig = Ient\Itr 
не содержит данные Itr о переходном процессе 
в системе. Применим математическую модель

 � т т
1( ) [1 ( ) ( )]
lx t H u t y t=  (4)

для выделения линейной составляющей в x1. Пе-
ременная x1 определена на интервале Jg = J\Jtr.
Здесь H ∈ R3 — вектор параметров модели.

Найдем вектор H из решения задачи

 �
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где Q(e) = 0,5e2.
Определим прогноз для переменной x1 на 

основе модели (4) и сформируем ошибку e(t) =
= � 11( ) ( )lx t x t− . Ошибка e(t) зависит от нелиней-
ности ϕ(y) в системе (1). Итак, получено множе-
ство IN, g = {y(t), e(t), t ∈ Jg}. Далее применяется 
обозначение y(t) и полагается, что y(t) ∈ IN, g.

Замечание 1. Выбор структуры модели (4) 
является одним из этапов структурной иден-
тификации системы (1). Результаты моделиро-
вания показывают, что модель (4) применима 
в системах идентификации объектов со стати-
ческими нелинейностями. Решение задачи вы-
бора структуры модели (4) для более сложного 
класса нелинейностей дано в работе [14].

Применение фазового портрета S, описыва-
емого функцией Γ:{y} → {y′}, не всегда позво-
ляет сделать заключение о нелинейных свой-
ствах системы в условиях неопределенности. 
Поэтому рассмотрим множество IN, g и перей-
дем в пространство Pye = (y, e), которое будем 
называть структурным.

Рассмотрим функцию Γey  :  {y} → {e}, которая 
на плоскости (y, e) описывает изменение струк-
туры Sey. Так как IN, g содержит информацию 
о ϕ(y), то Sey будет в обобщенном виде описы-
вать изменение нелинейной функции. Вход си-
стемы (1) должен удовлетворять определенным 
условиям для получения представления о ϕ(y), 
а именно иметь свойство постоянства возбуж-
дения (предельной невырожденности). Такой 
вход обеспечивает замкнутость структуры Sey.

О необходимости оценки 
h-идентифицируемости нелинейной системы

Обзор работ по СИ показывает, что основ-
ное внимание уделяется проблеме IP-иден ти-
фи цируемости. Чтобы понять актуальность за-
дачи h-идентифицируемости, рассмотрим воз-
никающие проблемы на примере системы (1) 
второго порядка со следующими параметрами:
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Представленные ниже результаты основа-
ны на применении подхода из раздела "Метод 
построения Sey-структуры". Они показывают 
влияние входа u(t) на нелинейные свойства си-
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стемы (1). Свойства системы оцениваются на 
основе анализа структуры Sey и восстановлен-
ной функции ϕ(y), соответствующей входу u(t).

На рис. 1 показаны фазовый портрет S и 
структура Sey для случая u6, –4(t) = 6 – 4sin(0,1πt), 
а также функция ϕ(y), восстановленная по 
данным {y(t), y′(t)}. Рассматривается случай 
установившегося движения. Рис. 1 показывает, 
что u6, –4(t) дает эталонную функцию ϕ(y).

Из рис. 1 видно, что структура Sey является 
практически симметричной и имеет особен-
ности, которые также присущи и структуре S.

Дальнейшее уменьшение амплитуды сину-
соиды приводит к потере свойства симметрии 
структурой Sey. Следствием этого является не-
возможность восстановления вида функций 
ϕ(y). На рис. 2 показан случай, когда u6, –2(t) =
= 6 – 2sin(0,1πt). Из рис. 2 видно, что уменьше-
ние амплитуды синусоиды приводит к суже-

нию области определения структуры, причем 
левая часть подвергается более активным из-
менениям. Это приводит к тому, что область 
насыщения функции ϕ6, –2(t) снизу существен-
но сокращается. Эту область невозможно вос-
становить путем идентификации.

Еще более кардинальные изменения в ϕ(y) 
появляются при u6, –0,5(t) = 6 – 0,5sin(0,1πt). Вид 
функции ϕ(y) и структур S, Sey показан на рис. 3.

Анализ результатов моделирования показы-
вает, что существует некоторая совокупность 
параметров входа u(t), при которой возмож-
на структурная идентификация нелинейной 
системы (структурная идентифицируемость). 
Для рассматриваемой системы с ω = 0,1π эти 
результаты представлены на рис. 4, где исполь-
зованы следующие обозначения: Dy, De — диа-
метр области изменения y, e; au — амплитуда 
изменения синуса.

Рис. 2. Результаты оценки структуры для u6, –2(t):
а — структуры; б — нелинейность
Fig. 2. Framework estimation results for u6, –2(t):
а — structures; б — nonlinearity

Рис. 1. Результаты оценки структуры для u6, –4(t):
а — структуры; б — нелинейность
Fig. 1. Framework estimation results for u6, –4(t):
а — structures; б — nonlinearity
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Из рис. 4 видно, что для рассматриваемого 
случая существует вход (au = 5), который обе-
спечивает возможность СИ системы. Как сле-
дует из рис. 1, система (1) может быть иденти-

фицируема и при au = 4. Заметим, что здесь 
рассматривался случай влияния только ам-
плитуды входа. Аналогичным эффектом обла-
дает и влияние частоты (рис. 5).

Замечание 2. Результаты моделирования 
показывают (рис. 5), что обеспечение требова-
ния постоянства возбуждения для u(t) может 
привести к невозможности решения задачи 
СИ (h-идентифицируемости). Как следует из 
представленных рисунков, так называемое 
требование постоянства возбуждения (частот-
ного богатства) входа существенно различает-
ся в задачах структурной и параметрической 
идентификации. Это следует учитывать в за-
дачах активной идентификации.

Результаты моделирования позволяют по-
дойти к постановке проблемы h-иден ти фи ци-
руемости в следующем виде: найти такой вход 

Рис. 3. Результаты оценки структуры для u6, –0,5(t):
а — структуры; б — нелинейность
Fig. 3. Framework estimation results for u6, –0,5(t):
а — structures; б — nonlinearity

Рис. 5. Результаты оценки структуры для u6, –4, 0,4(t):
а — структуры; б — нелинейность
Fig. 5. Framework estimation results for u6, –4, 0,4(t):
а — structures; б — nonlinearity

Рис. 4. Влияние входа на идентифицируемость системы (1)
Fig. 4. Effect of input on system (1) identifiability
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u(t) для системы (1), который обеспечивает 
максимум области определения выхода y(t).

h-идентифицируемость

Результаты, полученные в разделе "О не-
обходимости оценки h-идентифицируемости 
нелинейной системы", показывают, что подхо-
ды, применяемые для оценки IP-иден ти фи ци-
руемости, являются неприменимыми в случае 
оценки h-идентифицируемости. Ниже излагает-
ся метод оценки HI, предложенный в работе [18].

Прежде всего рассмотрим свойства мно-
жества IN, g, позволяющие решить задачу СИ,
а следовательно, и h-идентифицируемости. 
Анализ IN, g позволяет определить важные 
свойства информационного множества Io, 
определяющие возможность дальнейшего рас-
смотрения изучаемой проблемы.

Пусть выполняются следующие условия.
В1. Исходное множество Io дает решение за-

дачи параметрической идентификации систе-
мы (1). Это значит, что вход u(t) является по-
стоянно возбуждаемым на интервале J.

В2. Вход u(t) обеспечивает получение ин-
формативной структуры Sey(IN, g). Это означа-
ет, что анализ Sey дает решение задачи оценки 
нелинейных свойств системы (1).

Определение 1. Вход u(t) будем называть 
представительным, если он удовлетворяет ус-
ловиям В1, В2.

Пусть структура Sey является замкнутой и 
ее площадь не равна нулю. Обозначим высо-
ту Sey через h(Sey), где высота понимается как 
расстояние между двумя точками противопо-
ложных сторон структуры Sey.

Утверждение 1 [18]. Пусть: 1) линейная часть 
системы (1) является устойчивой, а нелиней-
ность ϕ(y) удовлетворяет условию (2); 2) вход 
u(t) является ограниченным, кусочно-непрерыв-
ным и постоянно возбуждаемым; 3) существует 
такое δS > 0, что h(Sey) l δS. Тогда структура Sey 
является идентифицируемой на множестве IN, g.

Определение 2. Структура Sey, имеющая ука-
занные свойства, является h-иден ти фи ци руемой.

Предположим, что Sey является h-иден т и-
фи ци руе мой.

Особенности понятия h-иден ти фи ци руе-
мости:

1) h-идентифицируемость является поняти-
ем не параметрической, а структурной иденти-
фикации;

2) требование параметрической идентифи-
цируемости является основой h-иден ти фи-
цируе мости;

3) h-идентифицируемость предъявляет бо-
лее жесткие требования ко входу системы.

Особенность 3 означает, что "плохой" вход 
(см. раздел "О необходимости оценки h-иден-
ти фи цируемости нелинейной системы") может 
удовлетворять условию постоянства возбужде-
ния. Но такой вход может привести к получе-
нию так называемой незначимой Sey-структуры 
(NSey-структуры). Но при этом NSey-структура 
может быть h-идентифицируемой. Идентифика-
ция нелинейности в условиях неопределенно-
сти на основе анализа NSey-структуры может 
дать результаты, нетипичные для исследуемой 
системы.

Приведем условия существования NSey-
струк туры. Рассмотрим класс нелинейных 
функ ций, к которым применима операция го-
мотетии. Гомотетия [19] представляет собой 
метод получения одной части геометрической 
фигуры из другой на основе ее поворота и рас-
тяжения около определенной точки на плоско-
сти (y, e). Этот подход применим для нелиней-
ностей, симметричных относительно некото-
рой точки или прямой.

Рассмотрим структуру Sey. Пусть  Sey =

= ,
ey ey

l r∪S SF F  где ,
ey ey

l r
S SF F  — левый и правый 

фрагменты Sey. Определим для ,
ey ey

l r
S SF F  секущие

 ; ,r r l l
S Sa y a yγ = γ =  (5)

где al, ar — числа, определяемые с помощью 
метода наименьших квадратов (МНК).

Теорема 1 [14]. Пусть: 1) структура Sey яв-
ляется h-идентифицируемой и имеет вид Sey =

= ,
ey ey

l r∪S SF F  где ,
ey ey

l r
S SF F  — левый и правый 

фрагменты Sey; 2) секущие для ,
ey ey

l r
S SF F  опи-

сываются уравнениями (5). Тогда Sey является 
NSey-структурой, если

 ||al| – |ar || > δh, (6)

где δh > 0 — некоторое заданное число.
Замечание 3. NSey-структуры характерны 

для систем с многозначными нелинейностями. 
Они являются результатом неадекватного при-
менения входных воздействий.

Рассмотрим структуру Sey. Введем обозначе-
ния: Dy = dom(Sey) — область определения Sey, 
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( ) max ( ) min ( )y y y
t t

D D y t y t= = −D  — диаметр Dy .

Пусть u(t) ∈ U, где U — допустимое множество 
входов для системы (1).

Определение 3. Вход u(t) ∈ U будем назы-
вать S-синхронизирующим систему (1), если на 
множестве {y(t), t ∈ J} область определения Dy  
структуры Sey имеет максимальный диаметр Dy.

Синхронизацию u(t) ∈ U будем понимать 
как выбор такого входа uh(t) ∈ U, который по-
зволяет отразить все особенности Sey, харак-
терные для ϕ(y). Это возможно только в слу-
чае, когда u(t) обеспечивает max .

h
y

u
D  В отличие 

от понятия синхронизации, принятого в тео-
рии колебаний, здесь выбор свойств входа на-
правлен на возможность получения структу-
ры Sey ≠ NSey. Так как такой подбор uh(t) ∈ U 
можно трактовать как синхронизацию между 
структурами модели и системы, то выполне-
ние условия max

h
y

u
D  приводит к h-иден ти фи-

ци руе мо сти системы. Требование обеспечения 
условия max

h
y

u
D  связано с рассматриваемым 

классом нелинейностей. Оно следует из ана-
лиза результатов, полученных в разделе "О не-
обходимости оценки h-идентифицируемости 
нелинейной системы". В рассматриваемых ус-
ловиях это один из доступных критериев при-
нятия решения о СИ системы (1), который 
можно оценить на основе анализа структуры 
Sey. Он вычисляется на основе анализа фраг-

ментов , .
ey ey

l r
S SF F

Пусть вход uh(t) синхронизирует множество 
Dy. Если u(t) является S-синхронизирующим, 
то будем писать uh(t) ∈ S. Заметим, что для 
системы (1) существует конечное множество 
{uh(t)} ∈ S. Выбор оптимального uh(t) зависит от 
dh, y. Обеспечение этого условия является од-
ной из предпосылок СИ системы (1).

Определение 4. Структуру Sey (систему (1)) 
будем называть структурно идентифицируе-
мой или 

h
hδ -идентифицируемой, если Sey яв-

ляется h-идентифицируемой и выполняется 
условие ||al| – |ar || m δh.

Из этого определения следует, что если си-
стема (1) 

h
hδ -идентифицируема, то структура 

Sey имеет максимальный диаметр области Dy.
Пусть структура S содержит m особенно-

стей. Под особенностями функции ϕ(y) будем 
понимать как потерю непрерывности на ин-

тервале I j
y , так и точки перегиба функции или 

экстремумы. Эти особенности являются при-
знаками нелинейности исследуемой функции.

Определение 5. Модель (4) будем называть 
SM-идентифицирующей, если структура Sey 
является 

h
hδ -идентифицируемой.

Теорема 2 [15]. Пусть: 1) вход u(t) являет-
ся постоянно возбуждаемый и обеспечивает 
S-синхронизацию системы (1); 2) фазовый пор-
трет S системы (1) содержит m особенностей; 
3) Sey-структура является 

h
hδ -идентифициру-

емой и содержит фрагменты, соответствую-
щие особенностям фазового портрета S. Тогда 
модель (4) является SM-идентифицируемой.

Теорема 2 показывает, что если модель (4) 
не является SM-идентифицирующей, то необ-
ходимо менять структуру модели (4) или ин-
формационное множество для ее построения.

Рассмотрим структуру Sey. Обозначим cs  — 
центр структуры Sey на множестве Jy = {y(t)},
а 

yDс  — центр области Dy.
Теорема 3. Пусть на множестве U предста-

вительных входов u(t) системы (1): 1) существу-

ет такое ε l 0, что ;
yS Dс с− εm  2) выполняет-

ся условие ||al| – |ar|| m δh. Тогда система (1) яв-
ляется 

h
hδ -идентифицируемой, а вход uh(t) ∈ S.

Заметим, что может существовать неко-
торое подмножество {uh, i(t)} ⊂ Uh ⊆ U (i l 1),
элементы которого обладают свойством S-син-
хро низируемости. Каждому uh, i(t) соответству-
ет структура Sey, i(uh, i) с диаметром Dy, i области 
определения Dy, i. Так как uh, i(t) ∈ S, то диа-
метры Dy, i будут обладать свойством dh, Σ-оп-
ти мальности. Пусть гипотетическая структура 
Sey системы (1) имеет диаметр dh, Σ.

Определение 6. Структура Sey, i обладает свой-
ством dh, Σ-оптимальности на множестве Uh, 
если существует такое εΣ > 0, что |dh, Σ – Dy, i| m εΣ, 

1,#U ,hi∀ =  где # — мощность множества Uh.
Определение 7. Если существует подмноже-

ство входов {uh, i(t)} = Uh ⊂ U (i l 1), элемен-
ты которого uh, i(t) ∈ S, и соответствующие им 
структуры Sey, i(uh, i), обладающие свойством 
dh, Σ-оптимальности, то структуры Sey, i(uh, i) яв-
ляются неразличимыми на множествах {uh, i(t)}, 
Jy(u(t) = uh, i(t)).

Из определений 6, 7 следует, что в случае су-
ществования множества Uh оценку 

h
hδ -иден-

ти фи цируемости можно проводить по любому 
входу u(t) ⊂ Uh.

Замечание 4. Здесь рассматривается слу-
чай симметричных нелинейностей. Поэтому 
остаются справедливыми сделанные выше за-
мечания относительно NSey-структуры. Если 
нелинейная функция не обладает свойством 
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симметрии, то требуется дальнейшее иссле-
дование данной проблемы. Это связано с тем, 
что любая нелинейность имеет свои особенно-
сти, и их учет возможен только при имеющей-
ся априорной информации о системе.

Перейдем теперь к методам оценки 
h

hδ -иден-
ти фицируемости системы (1).

Подход к оценке 
h

hd -идентифицируемости

Рассмотрим задачу построения интеграль-
ного показателя, который позволял бы на 
основе обработки множества IN, g принимать 
решение об 

h
hδ -идентифицируемости систе-

мы (1). Он должен быть основан на анализе 
свойств структуры Sey.

В нелинейной динамике и теории фракта-
лов для оценки показателя размерности струк-
туры применяются подходы, основанные на 
принципе покрытия [20]. Предложены различ-
ные виды размерности. Одним из простейших 
показателей является топологическая размер-
ность. Она оценивает геометрию структуры и 
не всегда отражает ее внутренние особенно-
сти. Аттракторы и фракталы часто являют-
ся неоднородными. Неоднородность отража-
ет неравномерность распределения точек по 
структуре (фракталу). Оценки неоднородности 
этих структур получают с помощью параме-
тров, отражающих свойства системы. Причи-
на неоднородности связана с разными веро-
ятностями заполнения определенными объ-
ектами (телами) геометрически одинаковых 
элементов фрактала. Неоднородность в общем 
случае характеризует несоответствие между 
вероятностями заполнения фрактала задан-
ными телами и геометрическими размерами 
соответствующих областей. Такие неоднород-
ные фрактальные объекты называют мульти-
фракталами [20]. Sey-структуры динамических 
систем с многозначными нелинейностями 
являются примером неоднородных структур. 
Некоторые из неоднородных структур пред-
ставлены в разделе "О необходимости оценки 
h-иден ти фицируемости нелинейной системы".

Различные показатели покрытия (корреля-
ционная размерность, информационная раз-
мерность и т. п.) являются приближенными и 
трудоемкими [20]. Они не всегда дают оценку 
геометрического различия фрагментов струк-
туры. Поэтому далее вводится интегральная 
характеристика структуры, которая представ-

ляет собой функцию распределения перемен-
ной e на множестве {y(t)} [15]. Такой подход ис-
ключает различные априорные предположения 
относительно покрытия структуры локальны-
ми объектами. Суть предлагаемого подхода со-
стоит в следующем.

Пусть для системы (1) получена структура 

Sey. Выполним фрагментацию ,
ey ey

l r
ey = ∪S SS F F  

где ,
ey ey

l r
S SF F  — левая и правая части структуры 

Sey. Фрагменты ,
ey ey

l r
S SF F  описываются функци-

ями el(y), er(y), где {el} ⊆ {e}, {er} ⊆ {e}. Построим 
частотные функции распределения (гистограм-

мы) H  l, H  r для ,
ey ey

l r
S SF F . Получим интеграль-

ные функции распределения IH  l, IH  r на основе 

H  l, H  r. Пусть { }I , 1,i e i k= Δ =H  — область опре-
деления функций H  l, H  r. Представим область 
значений функций IH  l, IH  r в виде векторов

 
т

1 2

т
1 2

( ) [ , , , ] ,

( ) [ , , , ] .

l l l l
k

r r r r
k

L

R

=

=

…

…

IH IH IH IH

IH IH IH IH

Здесь k — число карманов, заданных на IH; 
Δe — величина кармана по e.

Применим модель

 � ( )lHR a L= IH  (7)

и определим параметр aH с помощью МНК.
Модель является адекватной, если параметр 

aH ∈ O(1), где O(1) — окрестность 1. Если усло-
вие aH ∈ O(1) справедливо, то система (1) явля-
ется 

h
hδ -идентифицируемой и sey ≠ NSey. Иначе 

структура Sey является незначимой.
Итак, справедливо утверждение.
Утверждение 2. Пусть для системы (1): 1) струк-

тура 
ey ey

l r
ey = ∪S SS F F , где ,

ey ey

l r
S SF F  — фрагмен-

ты структуры Sey, определенные на множестве 
{y(t)}; 2) известны частотные H  l, H  r и инте-
гральные IH  l, IH  r функции распределения для 

,
ey ey

l r
S SF F ; 3) зависимость между R(IHl) и L(IHl) 

имеет вид (7). Тогда система (1) является

h
hδ -идентифицируемой, если aH ∈ O(1).

Определение 8. Если система (1) является 

h
hδ -идентифицируемой, то структура Sey име-
ет размерность DHh = aH.

Определение 8 показывает: если u(t) ∈ S, 
то размерность структурно идентифицируе-
мой системы близка к 1. Такое значение DHh 
означает, что структура Sey не имеет слож-

ных участков и фрагменты ,
ey ey

l r
S SF F  являют-

ся структурно идентичными или гомотетны-
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ми. Если DHh ∉ O(1), то это признак наличия 
HSey-структуры или системы с более сложной 
формой нелинейности.

Результаты, полученные на основе утверж-
дения 2, можно дополнить гистограммным 
анализом структуры Sey. Для этого следует 
получить характеристики функций H  l, H  r и 
IH  l, IH  r и проанализировать их связи на осно-
ве учета особенностей Sey. Некоторые подходы 
предложены в работах [14, 15].

Примеры

Рассмотрим систему из раздела "О необхо-
димости оценки h-идентифицируемости нели-
нейной системы" с входом uN(t) = 6 – 4sin(0,5πt) +
+ 0,4sin(0,1πt). Структуры S, Sey для установив-
шегося состояния системы показаны на рис. 5. 
Из рис. 5 видно, что условия теоремы 3 не вы-
полняются. Сектор, которому принадлежит 
функция fe = e(y), не существует для Sey. Поэ-
тому система является не S-синхронизируемой 
и Sey = NSey. Следовательно, система не h-иден-
ти фицируема.

Пусть u(t) = 6 – 2sin(0,1πt). Система имеет 
структуры, показанные на рис. 2. Построим 

сегменты ,
ey ey

l r
S SF F  структуры Sey. Это можно 

сделать на основе рис. 2. Секущие для ,
ey ey

l r
S SF F  

имеют вид

 
0,0359 0,0792;

0,0211 0,0649.

l
S

r
S

y

y

γ = − +

γ = −
 (8)

Применение теоремы 1 показывает, что
Sey = NSey, т. е. система не h-неидентифици-
руема. Этот вывод подтверждают значения диа-
метров: 0,478,l

S
D =

F
 0,792.r

S
D =

F
 Результаты 

оценки h-идентифицируемости системы на 
основе утверждения 2 показаны на рис. 6. Мо-
дель (7) имеет вид

 � 26 0,65 ( ).6 lR L= + IH  (9)

Адекватность модели (9) равна 97 %, а раз-
мерность структуры Sey — 0,65. Результаты 
анализа показывают, что система (1) с входом
u(t) = u6, –4(t) является структурно неиденти-
фицируемой.

Рассмотрим систему из раздела "О необходи-
мости оценки h-идентифицируемости нелиней-
ной системы" с u(t) = u6, –4(t) = 6 – 4sin(0,1πt).
Соответствующие структуры показаны на 

рис. 1. Из рис. 1 следует, что структура Sey име-
ет некоторую несимметричность, что объясня-
ется характеристиками нелинейной функции 
(рис. 1, б). Получены параметры секущих (5) для 

фрагментов , :
ey ey

l r
S SF F  al = –0,025, ar = –0,027.

Пусть δh = 0,003. Условие (6) не выполнятся и, 
следовательно, Sey ≠ NSey.

Чтобы подтвердить этот вывод, определим 
функции IHl, IHr. Они показаны на рис. 7, а ре-
зультаты оценки размерности Sey-структуры 
представлены на рис. 8.

Модель (7) имеет вид � 5,845 0,96 ( ),lR L= − + IH  
а коэффициент детерминации равен 96 %. Ус-
ловия утверждения 2 выполняются, и система 
является 

h
hδ -идентифицируемой. Размерность 

DHh структуры Sey равна 0,96. Диаметры лево-
го и правого фрагментов структуры Sey равны: 

1,16,l
S

D =
F

 1,43.r
S

D =
F

 Диаметр Sey равен 2,59. 
Это значение совпадает с .l r

S S
D D+

F F
 Если вы-

Рис. 6. Оценка h-идентифицируемости системы на основе ин-
тегральной функции распределения фрагментов
Fig. 6. Estimation h-identifiability of system on basis cumulative 
frequency function of fragments

Рис. 7. Функции IHH  l, IHH  r
Fig. 7. Functions IHH  l, IHH  r
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брать εF = 0,4, то условие | ( ) ( )|l l r r
S S S S

D D−
F F F F

D D  m
m εF будет выполняться. Различие между об-

ластями определения фрагментов ,
ey ey

l r
S SF F  

зависит на свойств Sey . Условие 2 теоремы 3 
выполняется с ε = 0. Поэтому система явля-
ется СИ или 

h
hδ -идентифицируемой с u6, –4(t),

а u6, –4(t) ∈ S.

Заключение

Предложен подход к анализу СИ нелиней-
ных динамических систем в условиях неопре-
деленности. Данный подход имеет отличие 
от методов, применяемых для оценки СИ ди-
намических систем в параметрическом про-
странстве. СИ трактуется как возможность 
структурной идентификации нелинейной ча-
сти системы. Вход должен удовлетворять усло-
вию постоянства возбуждения в задачах СИ. 
Это условие отличается от требований к вхо-
дам в адаптивных системах. Показано, что 
вход должен иметь свойство синхронизации 
(S-синхронизируемости) для решения задачи 
СИ. Оценка СИ основана на анализе специ-
ального класса структур Sey, поэтому синхро-
низация должна давать максимальное значе-
ние области определения структуры. Показа-
но, что несинхронизируемый вход приводит 
к получению незначимой структуры, которая 
не дает решение задачи структурной иденти-
фикации, следовательно, система не являет-
ся структурно идентифицируемой. Получе-
ны условия, при которых возможно оценить 
структурную идентифицируемость системы. 
Выделено подмножество входов, обладающих 

свойством S-синхронизируемости, на которых 
структуры Sey являются неразличимыми.
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Abstract

Approach to the analysis of nonlinear dynamic systems structural identifiability (SI) under uncertainty is proposed. 
This approach has difference from methods applied to SI estimation of dynamic systems in the parametrical space. Struc-
tural identifiability is interpreted as of the structural identification possibility a system nonlinear part. We show that the 
input should synchronize the system for the SI problem solution. The S-synchronizability concept of a system is introduced. 
An unsynchronized input gives an insignificant framework which does not guarantee the structural identification problem 
solution. It results in structural not identifiability of a system. The subset of the synchronizing inputs on which systems are 
indiscernible is selected. The structural identifiability estimation method is based on the analysis of framework special class. 
The structural identifiability estimation method is proposed for systems with symmetric nonlinearities. The input parameter 
effect is studied on the possibility of the system SI estimation. It is showed that requirements of an excitation constancy to 
an input in adaptive systems and SI systems differ.

Keywords: framework, nonlinear dynamic system, phase portrait, structural identification, nonlinearity, synchroni-
zability
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