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Статья посвящена исследованию динамических характеристик колебательной системы с демпфирующим звеном, 
находящейся под воздействием периодической вынуждающей силы. В качестве демпфирующего звена рассматри-
вается гистерезисный демпфер на основе материала Ишлинского, а также линейный вязкий и нелинейный вязкий 
демпферы, проводится их сравнительный анализ. Так как рассматриваемые демпферы имеют ярко выраженные 
частотные свойства, исследование их эффективности целесообразно проводить в частотной области, анализируя 
динамику системы как в области резонанса, так и за ее пределами.

Исследование динамических характеристик колебательной системы, а также сравнительный анализ гистерезис-
ного и вязкого демпфирования проводится в терминах передаточных функций, в качестве которых используются пе-
редаточная функция силы и функция "перемещение—сила". Передаточная функция силы отражает эффективность 
гашения внешнего воздействия в отношении передачи силы от внешнего источника к грузу. Передаточная функция 
"перемещение—сила" отражает эффективность гашения колебаний в плане способности демпфера уменьшать от-
носительное перемещение груза под воздействием внешних сил.

Динамика изучаемой системы проиллюстрирована с помощью компьютерного моделирования, результаты кото-
рого показывают, что линейный вязкий демпфер имеет высокую эффективность за областью резонанса системы и 
низкую вблизи нее. Следует отметить, что увеличением коэффициента демпфирования можно добиться улучшения 
эффективности линейного вязкого демпфера в области резонанса, однако в этом случае его характеристики за 
пределами области резонанса значительно ухудшаются.

Решением указанной проблемы может стать использование нелинейного вязкого демпфера. Такой демпфер имеет 
лучшие характеристики в области резонанса и незначительно хуже за ее пределами в сравнении с линейным вязким 
демпфером. Также увеличение коэффициента демпфирования ведет к увеличению эффективности нелинейного вяз-
кого демпфера в области резонанса и ухудшению за ее пределами, однако в отличие от линейного вязкого демпфера 
влияние коэффициента проявляется нелинейно, и при значительном улучшении характеристик в области резонанса 
ухудшение за ее пределами не столь значительно.

В случае использования демпфера на основе материала Ишлинского возможно добиться еще большей эффектив-
ности демпфирования. Подобрав параметры материала, можно получить значительное увеличение эффективности 
демпфирования в области резонанса при незначительном ее ухудшении вне данной области.
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Динамика демпфирующего устройства на основе материала Ишлинского1

Введение

Демпфер  представляет собой устройство, 
используемое для гашения (демпфирования) 
механических, электрических и других видов 
колебаний, возникающих в механических и 
электромеханических устройствах в процессе 
их функционирования. Так, например, в ги-
дравлических системах применяются гидрав-
лические и пневматические демпферы — гаси-
тели пульсаций и гидроударов; в электрических 
машинах демпферная обмотка предотвраща-
ет резкое увеличение коммутационных токов; 
в подвесках автомобилей и других транспорт-
ных средств используются демпфирующие 
устройства — амортизаторы; в авионике демп-

1Статья подготовлена при финансовой поддержке Рос-
сийского фонда фундаментальных исследований (проекты 
№ 16-08-00312, № 17-01-00251).

фер аэроупругих колебаний летательного аппа-
рата — бортовая электронная система (на осно-
ве PID регуляторов), предназначенная для ав-
томатического гашения короткопериодических 
колебаний самолета, неизбежно возникающих 
при изменении полетных режимов.

В случае гашения колебаний механических 
систем широкое распространение получило 
линейное вязкое демпфирование, основанное 
на диссипации энергии колебаний за счет ра-
боты сил вязкого трения [1—7]. Однако такой 
вид демпфирования имеет существенный не-
достаток — низкую эффективность в области 
резонансных частот системы. Нелинейные 
аналоги (моделируемые посредством степен-
ных функциональных соотношений) частично 
лишены этого недостатка, однако не учиты-
вают реальную природу материалов демпфи-
рующих устройств. Альтернативный способ 
связан с использованием нелинейного вязкого 
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демпфирования или демпфирующей системы 
с материалом гистерезисной природы (механи-
ческий гистерезис может быть успешно про-
моделирован в рамках конструктивной модели 
материала Ишлинского). Отметим, что коле-
бательным процессам в системах с гистерезис-
ным типом нелинейности посвящено доста-
точно много работ, из которых выделим [8, 9].

Постановка задачи

Рассмотрим механическую систему, нахо-
дящуюся под действием вынуждающей пери-
одической силы при наличии демпфирующего 
звена. Структурная схема рассматриваемой си-
стемы приведена на рис. 1. Механическая си-
стема состоит из цилиндра массой M, внутри 
которого находится груз массой m, прикре-
пленный к боковой стенке цилиндра посред-
ством пружины с жесткостью k, и демпфирую-
щего звена D, двигающийся без трения в гори-
зонтальной плоскости. К цилиндру приложена 
вынуждающая сила f(t), которая изменяется по 
гармоническому закону. Без обобщения общ-
ности можно считать, что рассматриваемая си-
стема обладает одной степенью свободы.

Пусть закон изменения силы f(t), приложен-
ной к цилиндру M, задается следующим соот-
ношением:

 2( ) sin( ),f t Y t= ω ω  (1)

где Y — амплитуда, ω — частота воздействия.
Целью настоящей работы является иссле-

дование динамики механической системы под 
действием вынуждающих колебаний (рис. 1) 
при использовании вязкого демпфера, а также 

Рис. 1. Исследуемая механическая система
Fig. 1. The considered physical system

демпфера с гистерезисной нелинейностью. 
В качестве математической модели гистерези-
са рассматривается преобразователь Ишлин-
ского, являющийся одним из видов контину-
альных систем гистеронов и представляющий 
собой систему параллельно соединенных не-
линейных звеньев типа "упор" [10].

Вязкое демпфирование

Рассмотрим случай вязкого демпфирования, 
когда "гасящая" сила, приложенная к грузу m 
(см. рис. 1), определяется следующим образом:

 ( ) (1 ) , 0,n
df t c z z n= + � l  (2)

где с — коэффициент демпфирования; z =
= y – x — относительное перемещение; n — ко-
эффициент, определяющий закон демпфиро-
вания. В случае, когда n = 0, D представляет 
собой линейный вязкий демпфер. Если n > 0, 
имеет место нелинейное демпфирование с не-
линейностью n-го порядка [1].

Составим уравнения, описывающие дина-
мику исследуемой системы:
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Исключив из уравнений системы (3) пере-
менные x и y, получим
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Так как исследование механической системы 
с демпфированием удобно проводить в частот-
ной области, а эффективность демпфера в об-
ласти резонанса и за ее пределами является од-
ним из важных критериев его применимости, 
обезразмерим переменные таким образом, что-
бы перейти к относительной частоте. Пусть
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где ω0 — частота резонанса системы.
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Перепишем уравнение (5), учитывая прове-
денную замену:
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 (6)

Материал Ишлинского

Материалы, используемые для гистерезис-
ного демпфирования, чаще всего представля-
ют собой полимеры (синтетические резины), 
состав которых надлежащим образом подо-
бран, чтобы обеспечить высокие демпфирую-
щие свойства в определенном диапазоне ча-
стот и температур. В процессе демпфирова-
ния диссипация энергии происходит внутри 
самого материала. Этот эффект обусловлен 
трением между внутренними слоями, которые 
"текут" или скользят, когда имеет место демп-
фирование. Когда конструкция с таким типом 
демпфирования подвергается внешней пери-
одической возбуждающей силе, на диаграмме 
"напряжение—деформация" появляется петля 
гистерезиса. Площадь петли определяет по-
терю энергии в единице объема тела за один 
цикл вследствие демпфирования.

Рассмотрим подробнее математическую 
модель гистерезиса, применяемую в данной 
работе. Носителем гистерезисных нелинейно-
стей обычно является преобразователь W со 
скалярными входами u(t) и выходами x(t), со-
стояниями которого являются пары {u, x}, т. е. 
пары вход—выход. Пусть множеством возмож-
ных состояний преобразователя W является 
полоса Ω = Ω(W ), расположенная между двумя 
горизонтальными прямыми Фl и Фr, как по-
казано на рис. 2.

Если вход u(t) при t l t0 непрерывен и моно-
тонен, то определим выход

 0 0 0( ) [ , ] ( ), ,x t t x u t t t= lW  (7)

так, чтобы переменное состояние {u(t), x(t)} было 
точкой ломаной, показанной на рис. 2 утолщен-
ной линией; эта ломаная состоит из проходя-
щего через начальное состояние M0 = {u(t0), x0} 
отрезка с угловым коэффициентом 1 и концами 
на прямых Фl и Фr и из двух горизонтальных 
полупрямых. Иначе говоря, при монотонном 
входе выход определяется равенством
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Описанный преобразователь называется 
упором.

В наиболее распространенных моделях упру-
гопластических волокон их состояния полно-
стью определяются значениями u деформации 
и x напряжения, а параметр h в этом случае 
называется пределом текучести материала. Та-
кие волокна можно рассматривать как преоб-
разователи с входом — переменной деформа-
цией и выходом — переменным напряжением. 
В модели Прандтля напряжение определяется 
по деформации тем же способом, как в нели-
нейности "упор", только траектории возможных 
состояний между граничными горизонтальны-
ми прямыми имеют угловой коэффициент E, 
который может быть отличен от 1 (при малых 
деформациях волокно считается упругим и E — 
его модуль упругости).

Рассмотрим преобразователь W, представ-
ленный в виде простой схемы без обратных 
связей из конечного числа гистеронов W1, ..., 
WN и простейших функциональных звеньев, 
как показано на рис. 3.

Такие преобразователи W, как правило, неде-
терминированны. Их состоянием удобно счи-
тать не пару вход—выход, а набор {u, z1, ..., zN} ∈
∈ RN – 1, где u — вход преобразователя, а zj — 
выход участвующего в схеме гистерона W  j.

Пусть заданы гистероны W 1, ..., W  N с обла-
стями допустимых состояний Ω(W1), ..., Ω(W  N) 
и вход-выходными соответствиями

 0 0( ) [ , ( )] ( ), 1, .j
j jz t t z t u t j N= =W  (9)

Рис. 2. Характеристика нелинейности типа "упор"
Fig. 2. Action of hysteron-nonlinearity
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Положим

1
1( ) {{ , , , }:{ , } ( ), }.j

N ju z z u z u RΩ = ∈Ω ∈…W W  (10)

Параллельным соединением с весами ξj ги-
стеронов W  j назовем преобразователь W с об-
ластью возможных состояний (10), для которо-
го при каждом начальном состоянии
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допустимы все непрерывные скалярные вхо-
ды u(t) при t l t0, удовлетворяющие условию 
u(t0) = u0, а выход определяется по входу ра-
венством

 
0 0

0 0 0
1

( ) [ , ] ( )

[ , ( )] ( ), .
N

j
j j

j

x t t z u t

t z t u t t t
=

= =

= ξ∑

W

W l
 (12)

Рассмотренный преобразователь W являет-
ся одним из видов континуальных систем ги-
стеронов и называется материалом Ишлинско-
го [10], а схема, приведенная на рис. 3, являет-
ся его конечномерной аппроксимацией.

Рассмотрим в качестве примера реакцию 
материала Ишлинского на синусоидальное 
воздействие. Используем преобразователь W, 
состоящий из 10 гистеронов (N = 10), имею-
щих следующие параметры: модуль упругости
E = 1, начальное состояние W  j[t0,z j(t0)] = 0, 
вес ξj = 1, предел текучести h = j, где j — по-
рядковый номер гистерона. Используем вход-
ное воздействие вида u(t) = 12sin(t). Диаграмма 
"напряжение—деформация" такого преобразо-
вателя приведена на рис. 4.

Гистерезисное демпфирование

Рассмотрим случай гистерезисного демпфи-
рования, тогда сила, приложенная к грузу m
(см. рис. 1), в относительных величинах (5) 
определяется следующим образом:

 ( ) [ , ( )] , 1, ,d jf z u j Nτ = τ τ =W  (13)

где W — описанный выше преобразователь 
Ишлинского (см. рис. 3), состояние которого 
определяется равенством (12).

В этом случае уравнение, описывающее ди-
намику исследуемой механической системы 
в относительных величинах, будет иметь сле-
дующий вид:
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+ α τ τ + = Ω Ωτ
τ
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 (14)

где коэффициент α = S/k; S — площадь сече-
ния демпфирующего материала; k — жесткость 
пружины.

Основные характеристики

Целью настоящей работы является исследо-
вание динамики механической системы с вы-
нуждающими колебаниями в случае исполь-
зования вязкого демпфера, а также демпфера 
с гистерезисной нелинейностью. Сравнение 
указанных типов демпфирующих элементов 
наиболее репрезентативно может быть пред-

Рис. 4. Диаграмма "напряжение—деформация" материала 
Иш линского
Fig. 4. "Stress—strain" diagram for Ishlinsky material

Рис. 3. Параллельное соединение гистеронов
Fig. 3. Parallel connection of hysterons
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ставлено в терминах передаточных функций 
[11—13], отражающих эффективность исполь-
зования рассматриваемого демпфера в области 
резонанса системы и за ее пределами.
 � Передаточная функция силы, определяемая 

отношением силы, приложенной к цилин-
дру M, и силы, приложенной к грузу m (см. 
рис. 1), отражает эффективность гашения 
внешнего воздействия в отношении пере-
дачи силы от внешнего источника к грузу. 
Данная характеристика описывается следу-
ющим образом:
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 (15)

Из системы (3) и уравнения (6) Tff можно 
выразить через переменную u:

 2
2max [ sin( ) ] .

( )
ff

m
T A u

M m Aτ
= Ω Ωτ −

+ Ω
��  (16)

 � Передаточная функция "перемещение—сила", 
определяемая отношением перемещения 
груза m относительно цилиндра M, и силы, 
приложенной к цилиндру, отражает эффек-
тивность гашения колебаний в отношении 
способности демпфера уменьшать относи-
тельное перемещение груза под воздействи-
ем внешних сил. Указанная характеристика 
выражается следующим образом:

 2

max ( )
.fd

x
T

Y
τ

τ
=

ω
 (17)

Из системы (3) и уравнения (6) можно найти 
Tfd как функцию от u в следующем виде:

 2 2
0

sin( )
max .

( )
fd

A u
T

M m Aτ

Ωτ +
=

+ Ω ω
 (18)

В процессе компьютерного моделирования 
используем эти характеристики для сравнения 
линейного вязкого, нелинейного вязкого и ги-
стерезисного демпферов колебаний.

Результаты компьютерного моделирования

Выполним компьютерное моделирование 
динамики исследуемой механической системы. 
Построим график передаточной функции силы 
(15) и функции "перемещение—сила" (17) для 

случая вязкого демпфирования с параметром
n = {0, 2, 4} и гистерезисного демпфирования.

В качестве гистерезисного демпфера исполь-
зуем материал Ишлинского W, состоящий из 
500 гистеронов (N = 500), имеющих следующие 
параметры: модуль упругости E = 105, началь-
ное состояние Wj[t0, zj(t0)] = 0, вес ξj = 1, предел 
текучести h = 0,1j, где j — порядковый номер 
гистерона, параметр материала α = 10–4 (14).

Характеристики механической системы:
M = 1, m = 1, ζ = 0,8, ω0 = 10, внешнее воз-
действие с параметрами A = 1, ω = 0,...,30
(с шагом 0,2).

Результаты моделирования приведены на 
рис. 5 и 6.

Рис. 6. Передаточная функция "перемещение—сила"
Fig. 6. "Force—displacement" transmission function

Рис. 5. Передаточная функция силы
Fig. 5. Force transmission function
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Построим фазовые траекто-
рии динамики исследуемой си-
стемы. В качестве координат фа-
зовой плоскости возьмем мгно-
венные значения перемещения 
груза внутри цилиндра x(τ) и его 
относительную скорость ( )x τ� . 
Фазовые траектории приведены 
на рис. 7—10.

Результаты численного моде-
лирования демонстрируют, что 
линейный вязкий демпфер име-
ет высокую эффективность за 
областью резонанса системы и 
низкую вблизи резонанса. Сле-
дует отметить, что увеличением 
коэффициента ς можно добить-
ся улучшения эффективности 
демпфирования в области резо-
нанса, однако в этом случае ха-
рактеристики линейного демп-
фера за пределами области резо-
нанса значительно ухудшаются.

Решением указанной пробле-
мы может стать использование 
нелинейного вязкого демпфера. 
Такой демпфер имеет лучшие 
характеристики в области ре-
зонанса и незначительно хуже 
за ее пределами в сравнении 
с линейным вязким демпфером. 
Также увеличение коэффициен-
та ς ведет к увеличению эффек-
тивности демпфирования в об-
ласти резонанса и ухудшению за 
ее пределами, однако, в отличие 
от линейного вязкого демпфера, 
влияние коэффициента прояв-
ляется нелинейно, и при значи-
тельном улучшении характери-
стик в области резонанса ухуд-
шение за ее пределами не столь 
значительно.

В случае использования демп-
фера на основе материала Иш-
линского возможно добиться еще 
большей эффективности демп-
фирования. Подбором парамет-
ров материала можно добиться 
значительного увеличения эф-
фективности демпфирования 
в области резонанса при незна-
чительном ее ухудшении вне 

Рис. 7. Фазовый портрет линейного демпфера при n = 0, W = 3 (а), W = 30 (б)
Fig. 7. Phase portraits of the system in the case of linear viscous damper (n = 0) at
W = 3 (а) and W = 30 (б)

Рис. 8. Фазовый портрет нелинейного демпфера при n = 2, W = 3 (а), W = 30 (б)
Fig. 8. Phase portraits of the system in the case of linear viscous damper (n = 2) at
W = 3 (а) and W = 30 (б)

Рис. 9. Фазовый портрет линейного демпфера при n = 4, W = 3 (а), W = 30 (б)
Fig. 9. Phase portraits of the system in the case of linear viscous damper (n = 4) at
W = 3 (а) and W = 30 (б)

Рис. 10. Фазовый портрет гистерезисного демпфера при W = 3 (а), W = 30 (б)
Fig. 10. Phase portraits of the system in the case of hysteretic damper at W = 3 (а) 
and W = 30 (б)



112 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 2, 2019

данной области. На характеристики демпфера 
оказывают влияние следующие параметры: ко-
эффициент α, число упоров N, а также тип рас-
пределения весов гистеронов ξ.

Заключение

В работе проведено исследование динами-
ки линейного вязкого, нелинейного вязкого и 
гистерезисного демпферов колебаний. Дина-
мика изучаемой системы проиллюстрирована 
с помощью компьютерного моделирования, 
в процессе которого было показано, что ги-
стерезисный вибрационный демпфер на осно-
ве материала Ишлинского имеет ряд важных 
преимуществ по сравнению с демпферами, по-
строенными на основе вязкого трения.
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Abstract

In present paper we consider the damping properties of the oscillating system with hysteretic nature. The mathematical 
model of considered system is based on the operator approach for the hysteretic nonlinearity on the example of Ishlinsky 
material. Such a converter is a continual analogue of the set of stops connected in parallel. In the frame of the paper we 
compare the various approaches to modeling of damping systems. Namely, together with the hysteretic damper we consider 
the so-called nonlinear viscous damper which is a generalization of a standard linear damper with dependence on the veloc-
ity. The mathematical model of the considered system is formulated in terms of second order ordinary differential equation 
with hysteretic nonlinearity (namely, the operator-type nonlinearity). In comparison with the phenomenological models of 
hysteresis (such as Bouc-Wen model) that are often used in the modeling, the Ishlinsky model allows to " feel" the hysteretic 
nature of the material on the physical level. The major result of the presented paper is the comparison both the hysteretic 
and viscous (including the linear and nonlinear cases) dampers. Such a comparison is made in terms of transmission func-
tions that reflect the "efficiency" of suppression of the external perturbations by the force transmission from an external 
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source to the load. The results of numerical simulations showed the high efficiency of hysteretic damper both in and outside 
the resonance region (at the same time it is well known that the linear viscous damper has a weak efficiency outside the 
resonance region). The disadvantage of the hysteretic damper lies in the fact that its ability to dump the relative motion of 
the system under external forces is insignificantly reduced outside the resonance region.

Keywords: hysteresis, Ishlinsky material, viscous damping, hysteretic damping.
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