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Системы управления с повышенным порядком астатизм а обеспечивают более высокую точность, и поэтому их 
применение является целесообразным при решении многих задач управления. В особенности это относится к цифровым 
системам, которые обладают более высокой технологичностью и надежностью. Однако задача синтеза цифровых си-
стем несколько сложнее по сравнению с аналогичной задачей в непрерывном случае. Статья посвящена решению задачи 
синтеза дискретных автоматических систем, реализация которых осуществляется на основе принципа управления по 
выходу и воздействиям. Стандартные нормированные передаточные функции (СНПФ) являются удобным средством 
для решения задачи синтеза систем управления с заданными прямыми показателями качества. Метод формирования 
желаемых передаточных функций цифровых систем управления на основе СНПФ непрерывных систем предлагает-
ся в данной статье. Этот метод является следствием доказанной в статье теоремы и заключается в проведении 
z-преобразования подходящей табличной СНПФ непрерывной системы и некоторой модификации полученной функции. 
Метод формирования желаемых передаточных функций с астатизмом второго порядка, с постоянным перерегулиро-
ванием и конечной длительностью переходных процессов также представлен в статье. Системы управления с такими 
свойствами переходных процессов имеют повышенный порядок, поэтому для их реализации требуются микроконтрол-
леры с высоким быстродействием. Эффективность предложенных методов иллюстрируется численными примерами.
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Синтез астатических цифровых систем с применением
стандартных нормированных передаточных функций1

Введение

Интенсивное  развитие микропроцессоров и 
микроконтроллеров, созданных на основе ин-
тегральных технологий, повышение их надеж-
ности и технологичности приводят к широкому 
распространению цифровых систем автомати-
ческого управления (ЦСУ). Эти системы обе-
спечивают более высокое качество процессов 
управления, обладают высокой адаптируемо-
стью к изменениям технологических процессов, 
что существенно повышает экономическую эф-
фективность их применения [1—3].

Однако включение цифровых элементов 
в контур управления приводит к возникновению 
ряда особенностей математического описания и 
функционирования систем управления. Методы 
анализа и синтеза цифровых систем несколько 
сложнее методов исследования непрерывных си-
стем. Вместе с тем применение компьютерных 
средств и технологий позволяет создавать высо-
коэффективные по точности, быстродействию 
и широте решаемых задач системы управления 
различными технологическими объектами [2—
5], в том числе и подвижными объектами, со-
вершающими целевые движения [6].

Задача синтеза ЦСУ фактически заключает-
ся в определении алгоритма работы цифрового 

1Статья подготовлена по результатам выполнения в ЮФУ 
проекта № 18-19-00621 по гранту РНФ.

устройства управления (ЦУУ), реализующего 
найденный закон управления. Для решения 
этой задачи применяются различные методы 
[4—8], но наиболее рациональными представ-
ляются методы аналитического синтеза, кото-
рые позволяют и структуру, и параметры закона 
управления определить путем решения некото-
рых уравнений.

Наиболее ранним из аналитических мето-
дов является разработанный Норбертом Вине-
ром частотный метод синтеза линейных систем 
при случайных воздействиях [9]. В середине
XX века был разработан также аналитический 
метод синтеза систем, оптимальных в смысле 
квадратичных критериев качества [10, 11]. По-
линомиальные варианты этих методов приме-
нительно к дискретным системам несколько 
позже были предложены в работах Л. Н. Вол-
гина [12, 13]. В основе этих вариантов лежат 
полиномиальные уравнения, решение которых 
позволяет найти алгоритм работы ЦУУ.

Оптимальные системы обычно ориентиро-
ваны на достижение экстремума некоторого 
функционала, поэтому обеспечение заданных 
значений первичных показателей качества 
этими методами весьма затруднительно. В то же 
время с инженерной точки зрения оценка ка-
чества систем управления именно по первич-
ным показателям является более предпочти-
тельной [14].

Интересно, что также в середине XX века 
был предложен аналитический метод синтеза 
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систем управления по первичным показате-
лям качества, в основе которого лежат стан-
дартные нормированные передаточные функ-
ции (СНПФ) [15, 16]. Эти функции позволяют 
с учетом требований к проектируемой системе 
построить желаемые передаточные функции 
(ПФ), по которым с учетом модели заданного 
объекта находится требуемое управление. В на-
чальный период метод СНПФ развивался до-
статочно интенсивно, но вскоре выяснилось, 
что получаемые управления часто оказываются 
физически не реализуемыми [16, 17]. Поэтому 
в дальнейшем ему уделялось мало внимания, 
несмотря на то, что в работах [18, 19] и др. было 
показано, что причиной указанной нереализуе-
мости являлось применение принципа управле-
ния по отклонению. При использовании прин-
ципа "управления по выходу и воздействиям" 
[8, 18, 19] эта трудность исчезает, так как этот 
принцип в совокупности с методом СНПФ и 
полиномиальными уравнениями позволяет 
учесть условия физической реализуемости на 
этапе синтеза. В работах [20, 21] было показано, 
что применение метода аналитического синтеза 
систем с управлением по выходу и воздействиям 
(АССУВВ) позволяет синтезировать непрерыв-
ные системы управления практически с любым 
порядком астатизма и с заданными прямыми 
показателями качества, если, конечно, объекты 
являются стабилизируемыми.

В данной работе метод АССУВВ с примене-
нием СНПФ распространяется на случай дис-
кретных (цифровых) систем управления. В це-
лях понижения порядка замкнутой ЦСУ здесь 
допускается компенсация устойчивых нулей и 
полюсов объекта равными им полюсами и ну-
лями ЦУУ. Применение этого приема встреча-
ется и во многих других работах. В частности, 
методы, разработанные в ранних [9, 12, 13] и 
более поздних [22, 23] работах, включают фак-
торизацию полиномов относительно границы 
устойчивости. Это приводит к существенному 
недостатку данных методов, так как длитель-
ность переходных процессов систем, синте-
зированных этими методами, по переменным 
состояния может в несколько раз превышать 
расчетную длительность переходного процесса 
по выходной переменной.

Это связано с тем, что скомпенсированные 
нули и полюсы на самом деле оказываются 
корнями характеристического полинома зам-
кнутой системы и образуют так называемую 
неполную часть, т. е. "неуправляемую со вхо-
да системы и(или) ненаблюдаемую с ее вы-
хода" подсистему. В силу этого всем скомпен-
сированным нулям и полюсам соответствуют 

моды, которые не наблюдаются с выхода си-
стемы, но, как правило, содержатся в перемен-
ных состояния системы. Поэтому если ком-
пенсируются устойчивые нули или полюсы, но 
близкие к границе устойчивости, то им будут 
соответствовать медленно затухающие моды, 
что приводит к значительно бóльшей длитель-
ности переходных процессов по переменным 
состояния, чем по выходу системы. Более того, 
разная длительность этих процессов является 
грубым свойством таких систем [21].

При использовании метода АССУВВ факто-
ризация полиномов осуществляется относитель-
но границы области комплексной плоскости, 
допустимой для расположения корней характе-
ристического полинома системы с точки зрения 
ее качества. Поэтому метод АССУВВ свободен 
от этого недостатка, так как указанная граница 
всегда располагается достаточно далеко от гра-
ницы устойчивости [8, 15, 16]. При этом, в отли-
чие от модального или оптимального управле-
ний, здесь не требуется измерение переменных 
состояния объекта управления, а нулевые зна-
чения коэффициентов ошибки, определяющие 
точность системы, не зависят от ее параметров 
[21]. Перейдем к изложению предлагаемого ме-
тода синтеза ЦСУ с применением СНПФ.

Постановка задачи

В настоящее время в ЦСУ в качестве цифро-
вых управляющих устройств (ЦУУ) чаще все-
го используются микроконтроллеры, в кото-
рых осуществляется преобразование сигналов
(с помощью АЦП и ЦАП), вычисление зна-
чений управляющего воздействия с помощью 
арифметико-логического устройства (АЛУ) и 
хранение данных [24]. Однако при решении 
задачи синтеза АЦП и ЦАП условно относят 
к объекту управления, в результате чего обра-
зуется дискретный объект управления (ДОУ) 
(рис. 1) [2—4, 22]. Поэтому в дальнейшем под 
ЦУУ понимается арифметико-логическое уст-
ройство (АЛУ) и другие элементы, реализую-
щие закон управления.

Отметим, что на рис. 1 помимо дискрет-
ных задающего воздействия gk, управления uk 

Рис. 1. Расчетная схема цифровой системы управления
Fig. 1. The circuit of a digital control system for design
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и управляемой переменной yk показано и дис-
кретное возмущение fk.

Примем, что полный ДОУ описывается урав-
нением "вход-выход", которое в z-изображениях 
имеет вид:

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).A z y z B z u z B z f z= +  (1)

Если nДОУ = deg A(z), а m = deg B(z), то nДОУ — 
порядок, а nДОУ – m = μДОУ — относительный 
порядок ДОУ. Полиномы уравнения (1) опреде-
ляются хорошо известными методами, которые 
здесь не рассматриваются [22]. Отметим лишь, 
что преобразование сигналов в АЦП, ЦАП и 
вычисление значений управления uk в АЛУ 
всегда приводит к задержкам по времени, кото-
рые могут быть как меньше, так и больше пери-
ода дискретизации (квантования по времени) Т.
Пусть τпру — суммарное время запаздывания 
в ЦСУ, причем τпру = mτT + τ1, где mτ l 0 — 
целое число, а 0 < τ1 < T. Тогда порядок ДОУ (1)

 
ноб пру

ДОУ
ноб пру

1,  если 0 ,

1,  если ,

n T
n

n m Tτ

+ < τ <⎧⎪= ⎨ + + τ >⎪⎩
 (2)

где nноб — порядок непрерывного объекта. Со-
гласно (2) запаздывание в ЦСУ учитывается мо-
делью ДОУ (1), (2), причем μДОУ = μноб + mτ + 1, 
где μноб — относительный порядок непрерыв-
ного объекта [25].

В соответствии с принципом управления по 
выходу и воздействиям на вход ЦУУ поступают, 
как показано на рис. 1, все измеряемые величи-
ны gk, yk и fk, поэтому его уравнение в общем 
случае, но без обратной связи по u, записывается 
следующим образом:

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),R z u z Q z g z L z y z Q z f z= − +  (3)

где R(z), Q(z), L(z) и Q1(z) — некоторые неиз-
вестные полиномы. Если возмущение fk не из-
меряется, то полином Q1(z) ≡ 0, естественно.

Именно полиномы из уравнения (3) необхо-
димо найти в результате решения задачи син-
теза. Практически запаздывание τпру в ЦУУ не 
может быть равным нулю. Поэтому условия 
физической реализуемости уравнения (3) мож-
но записать в следующем виде:

 r l q l 0,   r l l l 0,   r l q1 l 0, (4)

где r = deg R(z), q = deg Q(z), l = deg L(z) и
q1 = deg Q1(z). Величина μуу = min{r – q; r – l; 
r – q1; 0} — относительный порядок ЦУУ. Учи-
тывая, что запаздывание в ЦУУ учитывается 
моделью ДОУ (1), далее будем полагать μуу = 0.

Из выражений (1) и (3) следует уравнение 
замкнутой системы

 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),D z y z D z g z D z f z= +  (5)

где

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( );D z A z R z B z L z= +  (6)

 0

1 1 1

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

D z Q z B z

H z B z R z B z Q z

=
= +

 (7)

nсис = deg D(z) — порядок, а μсис = deg D(z) –
– deg D0(z) — относительный порядок системы 
(1), (3) или (5).

Задача синтеза ЦСУ (1), (3) заключается в 
определении степеней и коэффициентов поли-
номов R(z), Q(z), L(z) и Q1(z) в уравнении (3). 
Ниже они определяются с учетом nДОУ, μДОУ, 
μсис и совокупности следующих требований 
к системе (5):
 � устойчивость;
 � астатизм заданного порядка  1g

∗ν l  к задаю-
щему воздействию gk;

 � астатизм заданного порядка  0f
∗ν l  к возму-

щению fk при ;f g
∗ ∗ν νm

 � длительность переходного процесса не бо-
лее заданного значения ;рt

∗

 � значение перерегулирования не более за-
данного значения σ* %;

 � физическая реализуемость ЦУУ (3) с уче-
том условий (4), а также неравенств: 

сис ДОУ уу;μ μ + μl  сис ДОУ уу2 1,n n + μ −l  ко-
торые учитывают наличие в системе (5) за-
данной части, обусловленной ДОУ [19, 26];

 � разрешимость уравнения (6) относительно 
полиномов R(z), L(z) и уравнений (7) отно-
сительно полиномов Q(z) и Q1(z) с учетом 
условий (4).
Условия разрешимости сформулированной 

задачи синтеза существенно зависят от спосо-
ба назначения корней полинома D(z) в выра-
жениях (5) и (6) [18, 20, 21]. Системы, у кото-
рых часть корней этого полинома совпадают 
с нулями или полюсами объекта управления, 
называются системами с согласованными по-
люсами. Как правило, они имеют более низ-
кий порядок, т. е. меньшую сложность и повы-
шенную робастность [21, 27], поэтому именно 
такие системы рассматриваются далее.

Синтез ЦСУ, в том числе и астатических, 
удобно осуществлять на основе желаемых ПФ, 
которые создаются на основе требований, 
предъявляемых к синтезируемым системам. 
Как отмечалось выше, эти функции удобно 
строить на основе СНПФ. Однако СНПФ дис-
кретных (цифровых) систем не известны, но 
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желаемые ПФ ЦСУ можно получать, как будет 
показано ниже, на основе СНПФ непрерыв-
ных систем. Перейдем к рассмотрению соот-
ветствующего метода.

Передаточные функции
дискретных астатических систем

Прежде всего, рассмотрим связь между ПФ 
астатических дискретных (цифровых) систем и 
ПФ непрерывных систем [16, 22, 25].

Пусть ( ) ( )/ ( )ygW p B p A p=  — ПФ непрерыв-
ной устойчивой системы управления, облада-
ющей астатизмом порядка 1gν l  к задающему 
воздействию g(t). Имея в виду СНПФ и желае-
мые ПФ непрерывных систем, построенные на 
их основе, примем, что полиномы

 
11

0 0
( ) , ( ) ,

gn
n i i

i i
i i

A p p p B p p
ν −−

= =
= + α = α∑ ∑  (8)

где αi > 0 и удовлетворяют одному из критери-
ев устойчивости с конечным запасом.

ПФ Wyg(z) дискретной системы с фиксато-
ром нулевого порядка, соответствующая при 
некотором периоде Т ПФ Wyg(p), определяется 
преобразованием

 
( )1

( ) .уg
yg T

W pz
W z Z

z p

⎧ ⎫−
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
 (9)

Здесь ZT{ζ(p)}— условное обозначение преоб-
разования изображения ζ(p) в z-изображение 
ζ(z), выполняемого с помощью таблиц изобра-
жений по Лапласу [21—23, 25].

Теорема 1. Если ПФ Wyg(p) = B(p)/A(p) удов-
летворяет условиям устойчивости и астатизма 
первого порядка к задающему воздействию g(t) 
непрерывных систем, то ПФ Wyg (z) (9) также 
удовлетворяет аналогичным условиям, но дис-
кретных систем. При более высоком порядке 
астатизма непрерывных систем дискретные 
ПФ типа (9) удовлетворяют только лишь ус-
ловиям астатизма первого порядка дискретных 
систем. ◘

Доказательство. Рассмотрим сначала слу-
чай, когда все корни pi полинома А(p) являют-
ся вещественными и не равными друг другу, 
причем по условиям устойчивости pi < 0. Обо-
значим , 1, ,i ip p i n= =  где n = degA(p).

Так как по условиям теоремы передаточная 
функция Wyg(p) удовлетворяет условиям аста-
тизма первого порядка к задающему воздей-
ствию g(t), то согласно соотношениям (8) и ра-
боте [22, с. 138] 0( ) / ( ).ygW p A p= α  В этом слу-

чае дробь Wyg(p)/p можно представить в виде 
суммы простейших дробей:
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Подставляя правую часть (10) в выражение 
(9) и выполняя ZT-преобразование с помощью 
таблицы изображений по Лапласу [21, 25], по-
лучим

 
( ) ( 1) ( )

( ) .
( )

n n
y g

n

D z z E z
W z

D z
+ −

=  (12)

Здесь

 
1

( ) ( ),
n

n i
i

D z z d
=

= −∏  
1

( ) ( ),
n

n ni ni
i

E z A D z
=

= ∑



 
( )

( ) ,n
ni

i

D z
D z

z d
=

−



 .ip T

id −= e  (13)

Как известно, условием астатизма порядка 
νg дискретных систем с передаточной функци-
ей Wyg(z) к задающему воздействию gk является 
равенство

 1 ( ) ( )( 1) ,g
yg gW z W z z ν

δ− = −�  (14)

где ( )gW zδ
�  — некоторая рациональная дробь, 

все корни знаменателя которой по модулю 
строго меньше единицы. Подставив ПФ (12) 
в выражение (14), найдем, что это условие вы-
полняется при νg = 1 и ( ) ( )/ ( ).g n nW z E z D zδ = −�  
При этом корни полинома Dn(z) по модулю 
строго меньше единицы в силу устойчивости 
полинома А(p) и соотношений (13). Отсюда 
следует справедливость первого утверждения 
теоремы 1 при условии pi ≠ pj, i ≠ j, , 1, .i j n=  ◘

Доказательство теоремы 1 для случая крат-
ных и/или комплексных корней полинома 
А(p), а также в случае порядка астатизма не-
прерывной системы, бóльшего единицы, про-
водится аналогично. Отличие заключается 
лишь в способах вычислений постоянных Сi 
из выражений, аналогичных (10). Поэтому до-
казательство теоремы в этих случаях здесь не 
рассматривается. Покажем лишь особенности, 
которые возникают в случае кратных и/или 
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комплексных корней, а также при νg = 2 и бо-
лее на частных примерах.

Пример 1. Найти преобразование (9) функции

 
2 2 2

0
2 2 2

( )
( ) .

( ) ( ) [( ) ]
yg

p
W p

A p p p p

α σ + ω
= =

+ + σ + ω
 (15)

Здесь знаменатель А(p) имеет кратный корень 
1 ,p p= −  0p >  и пару комплексных корней 
2,3 ,p j= −σ ± ω  0.σ >  ПФ (15), очевидно, удов-

летворяет указанным выше условиям устойчи-
вости и астатизма первого порядка непрерыв-
ных систем к задающему воздействию g(t), так 
как ее числитель 2 2 2

0 ( )pα = σ + ω  и значение 
полинома 2 2 2(0) ( )A p= σ + ω  то же.

Решение. Подвергая ПФ (15) преобразова-
ниям, аналогичным (9)—(12), получим

 12 12

12

( ) ( 1) ( )
( ) ,

( )yg
D z z E z

W z
D z
+ −

=  (16)

где

 2 2 2
12 1 2 2( ) ( ) ( 2 cos );D z z d z zd T d= − − ω +

 12 1 1 1 2 2

31 2 32 2 3
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E z C d TD z C D z

C d T C z d T D z

= + +
+ ω + − ω

 2 2
1 2 2( ) 2 cos ;D z z zd T d= − ω +

 2 12 1( ) ( )/( );D z D z z d= −  2
3 1( ) ( ) ;D z z d= −

Сi — коэффициенты разложения ПФ (15) на про-
стейшие дроби; 1 ,pTd −= e  2

Td −σ= e  [22, 25]. 
Передаточная функция (16), очевидно, также 
соответствует утверждению теоремы 1, так 
как удовлетворяет условию (14) при νg = 1 и 

12 12( ) ( )/ ( ).gW z E z D zδ = −�  ◘
Пример 2. При α > 0 найти преобразование 

(9) функции
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2
yg

p
W p

p p

α + α
=

+ α + α
 (17)

Решение. Знаменатель данной ПФ (17) име-
ет кратный корень p1 = –α; при этом выполня-
ются условия устойчивости, а согласно работе 
[22, с. 138], и условия астатизма второго по-
рядка к задающему воздействию g(t) непрерыв-
ных систем при любом значении α > 0. Как и 
в предыдущем примере, проведя преобразова-
ния, аналогичные (9)—(12), получим разность 
1 – Wyg(z) следующего вида:

 3
2

3

( 1)[ ( 1) ]
1 ( ) .

( )
yg

z z T d
W z

z d

− − α +
− =

−
 (18)

При произвольных значениях α и Т поли-
ном z – (αT + 1)d3 ≠ z – 1, так как (αT + 1)d3 =
= (αT + 1)e–αT ≠ 1. Следовательно, при произ-
вольных значениях α и Т ПФ Wyg(z), являюща-
яся преобразованием (9) передаточной функ-
ции (17), не удовлетворяет условию (14) при
νg = 2. В то же время условиям астатизма пер-
вого порядка дискретных систем она удовлет-
воряет. Эти факты полностью соответствуют 
утверждениям теоремы 1.

Вместе с тем из выражения (18) следует, что 
если коэффициент (αT + 1)d3 в этом выраже-
нии заменить единицей, то получится ПФ
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которая удовлетворяет условию (14) при νg = 2. 
Подчеркнем, что предложенная замена коэф-
фициента (αT + 1)d3 на единицу является не-
большой модификацией ПФ (18), причем без 
изменения ее свойств устойчивости. ◘

Отметим, что аналогичная ситуация наблю-
дается и в тех случаях, когда ПФ Wyg(p) удов-
летворяет условиям астатизма более высокого 
порядка к задающему воздействию. Таким об-
разом, на основе изложенного можно сделать 
важный практический вывод.

Следствие. Желаемую ПФ дискретной си-
стемы с любым порядком астатизма νg к за-
дающему воздействию можно получить путем 
некоторой модификации результата преобра-
зования (9) ПФ непрерывной системы с тем же 
порядком астатизма. ◘

Таким образом, желаемые ПФ дискретных 
астатических систем можно получать на осно-
ве стандартных ПФ непрерывных систем.

Синтез астатических ЦСУ

Рассмотрим метод АССУВВ применительно 
к синтезу астатических цифровых систем. При-
менительно к непрерывным системам данный 
метод подробно изложен в работах [18, 20, 21], 
поэтому ниже основное внимание уделяется 
лишь его особенностям, обусловленным дис-
кретностью моделей.

Будем предполагать, что дискретный объ-
ект управления ДОУ, для которого создается 
астатическая ЦСУ, задан уравнением (1) с из-
вестными полиномами и значением Т. Так как 
возмущение fk (рис. 1) чаще всего не измеряет-
ся, то в уравнении ЦУУ (3) и в выражении (7) 
полагаем полином Q1(z) ≡ 0.

При решении задачи синтеза ЦСУ методом 
АССУВВ, прежде всего, формируется вспомо-
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гательная ПФ Wж(p) непрерывной системы, 
имеющей несколько лучшие показатели каче-
ства, чем синтезируемая дискретная система. 
Степень nж полинома знаменателя Wж(p) по-
лагается равной или меньшей порядка ДОУ (1), 
т. е. nж m nДОУ.

Порядок формирования Wж(p) состоит 
в следующем. Пусть синтезируемая ЦСУ долж-
на иметь порядок астатизма ,g

∗ν  перерегули-
рование σ*% и длительность переходного про-
цесса pt

∗ . Тогда из таблицы стандартных ПФ 
по порядку астатизма ,g g

∗ν = ν  перерегулиро-
ванию σ m σ*% и степени nтаб = nж выбираются 
коэффициенты Δi, i = 0, 1, ..., nж, СНПФ [15, 16, 
21, 25]. Из этой же таблицы выбирается соот-
ветствующее значение нормированного време-
ни регулирования tр,таб и вычисляется времен-
ной масштабный коэффициент

 0 р,таб р/( ).t t T∗ω = −  (19)

Затем находятся коэффициенты ж
0 ,n i

i i
−η = Δ ω  

ж, 0,i n=  и записывается вспомогательная ПФ:
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Эта ПФ подвергается преобразованию (9) 
при заданном Т, что дает отношение H0(z)/H(z), 
и записывается желаемая ПФ:

 0 0( ) ( )
( ) .

( ) ( )
yg

H z H z
W z

H z z H z

∗
∗

ς ∗= =  (20)

Здесь H0(z) и H(z) — некоторые полиномы сте-
пеней mж и nж, а ς — целое число, определяемое 
указанными выше условиями физической ре-
ализуемости ПФ (20) системой (5) с частично 
заданной структурой:  μW* = nж – mж l μДОУ +
+ μуу [19, 26].

Из теоремы 1 следует, что если 1,g
∗ν =  то ПФ

(20) удовлетворяет условиям астатизма первого 
порядка к задающему воздействию ЦСУ, т. е.
в этом случае ( ) ( ) ,H z H z z∗ ς=  а 0 0( ) ( ).H z H z∗ =  
Если же 1,g

∗ν >  то ПФ H0(z)/z
ςH(z) не удовлет-

воряет условиям астатизма g
∗ν -го порядка. Мо-

дификацию функции H0(z)/z
ςH(z) к порядку 

астатизма 1g
∗ν >  можно выполнить следую-

щим образом. Прежде всего, находится раз-
ность 0( ) ( ) ( );D z z H z H zς= −  затем g

∗ν  ее кор-
ней округляются до 1, а остальные корни или 
соответствующие коэффициенты изменяются 
так, чтобы показатели качества системы с ПФ 
[ ( ) ( )] / ( )z H z D z z H zς ∗ ς−  удовлетворяли требо-
ваниям к синтезируемой ЦСУ. Отметим, что 
при увеличенном μДОУ и малом значении ς + nж 

обеспечить малое перерегулирование довольно 
сложно.

После определения желаемой ПФ ( )ygW z∗  
находится ЦУУ (3) так, чтобы замкнутая си-
стема (1), (3) или (5) имела эту ПФ. С целью 
уменьшить сложность ЦСУ и повысить ее ро-
бастность целесообразно учесть свойства ДОУ, 
т. е. синтезировать систему с согласованными 
полюсами [8, 21]. Для этого определяется об-
ласть Ωп — область комплексной плоскости, 
в которой могут располагаться корни характе-
ристического полинома D(z) (6) проектируемой 
ЦСУ в соответствии с требованиями к ее каче-
ству. Область Ωп можно определить, например, 
условием

 { }, , ,max , , ,
пi A i B iH ii

z r z z z∗Ω Ω = 
 

m  (21)

где 
п,iz Ω  — корни некоторых полиномов; 

zH*i — корни полинома H*(z); , ,,A i B iz z

 


 — доста-
точно устойчивые корни полиномов A(z), B(z),
i = 1, 2, ... . При этом нормированные по старшей 
степени z полиномы, все корни которых распо-
лагаются в области Ωп, снабжаются индексом 
Ω. Это позволяет представить факторизацию 
полиномов уравнения ДОУ (5) относительно 
границы области Ωп следующим образом:

 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).mA z A z A z B z B z B zΩ ΩΩ Ω= = β  (22)

Здесь AΩ(z), BΩ(z) — полиномы, все корни 
которых равны тем корням полиномов A(z) 
и B(z), которые располагаются в области Ωп,
а ( ),A zΩ  ( )B zΩ  — полиномы, все корни ко-
торых равны тем корням полиномов A(z) и 
B(z), которые располагаются вне области Ωп; 
βm — коэффициент полинома B(z) при z в стар-
шей степени. Обозначим также deg ,A nΩ Ω=  
deg ,A nΩ Ω=  deg ,B mΩ Ω=  deg .B mΩ Ω=

Для учета свойств ДОУ полиномы в уравне-
нии ЦУУ (3) принимаются следующего вида:

 
( ) ( 1) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),

R z z B z R z

L z A z L z Q z A z Q z

ν
Ω

Ω Ω

= −

= =

�

� �  (23)

где ( ),R z�  ( ),L z�  ( )Q z�  — вспомогательные по-
линомы, степени и коэффициенты которых 
подлежат определению в процессе синтеза 
замкнутой ЦСУ с учетом указанных выше тре-
бований к системе (5). Отметим, что в силу ра-
венств (21) и (23) синтезируемая система будет 
обладать запасом устойчивости η = 1 – rΩ.

Обозначим deg ( ) ,R z r=� �  deg ( ) ,L z l=� �  deg ( )Q z =�  
q= �  и определим число ν  условием

 1max{ ; ; 0}.g A f B
∗ ∗ν = ν − ν ν − ν  (24)
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Здесь νA, νB1 — числа единичных корней, не 
зависящих от параметров объекта, полиномов 

( ) ( 1) ( )AA z z A zν= − �  и 1
1 1( ) ( 1) ( )BB z z B zν= − � ;

при этом νA l 0 и νB1 l 0, а полиномы A°(1) ≠ 0 и 
B1

°(1) ≠ 0. Как известно, указанные единичные 
нули могут быть обусловлены чистыми интегра-
торами или сумматорами, если ДОУ имеет дис-
кретную (цифровую) часть. Отметим также, что 
в соотношениях (23) и (24) ν  — это число сум-
маторов, которые необходимо будет образовать 
при 0ν ≠  в алгоритме ЦУУ при его построении.

В общем случае корни полинома B(z) из 
уравнения (1) зависят от значения периода 
Т, поэтому примем не сильно огранивающее 
предположение, что все корни полинома B(z) 
располагаются в области Ωп, т. е. в уравнении 
(1) полином ( ) / ( )mB z B zΩβ = .

Далее процедура синтеза состоит в опреде-
лении полиномов ( ),R z�  ( ),L z�  ( )Q z�  по услови-
ям равенства ПФ (20) и ПФ ( )ygW z , следующей 
из выражений (5)—(7) с учетом равенств (23) и 
указанных выше условий физической реализу-
емости ЦУУ (3) и ПФ (20). Эта процедура прак-
тически полностью совпадает с изложенной 
в работе [20] или в книге [21], поэтому здесь не 
рассматривается. После определения полино-
мов ( ),R z�  ( ),L z�  ( )Q z�  записывается уравнение 
ЦУУ (3), и для учета запаздывания его правая 
часть умножается на ,mz τ−  где mτ — величина 
из выражения (2). В полученном уравнении 
при 0ν ≠  выделяется звено с передаточной 

функцией 1/( 1)z ν−  и осуществляется переход 
к оригиналам, что и приводит к алгоритму ра-
боты искомого ЦУУ.

Подчеркнем здесь, что в результате приме-
нения изложенной методики синтеза, как пра-
вило, получается многомерное ЦУУ, на входы 
которого подаются коды всех измеряемых ве-
личин. Рассмотрим предложенный метод син-
теза астатических ЦСУ на конкретном приме-
ре, начиная с получения уравнений ДОУ.

Пример 3. Найти ЦУУ для управления объ-
ектом
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�
 (25)

если период дискретизации Т = 0,5 с, а запаз-
дывание в ЦУУ τпру = 1,1 с. Замкнутая ЦСУ 
должна иметь астатизм второго порядка к за-
дающему воздействию gk и первого — к неиз-
меряемому возмущению fk; длительность пере-
ходного процесса (без учета запаздывания) не 
более 4,5 с; перерегулирование не более 35 %; 
измеряются yk и εk.

Решение. Переходя с помощью известных 
соотношений от уравнений (25) к уравнению 
"вход-выход" (1) [22, 25], найдем его полиномы

 3( ) ( 1)( 0,0821) ;A z z z z= − −  (26)

 
1

( ) 5,923( 0,7148)( 0,07);

( ) 2,265 1,703.

B z z z

B z z

= − +
= −

 (27)

В данном случае, очевидно, nДОУ = 5; m = 2; 
μДОУ = 3; nA = 1; nB1 = 0.

Перейдем к построению желаемой ПФ, по-
лагая nж = nДОУ = 5. По значениям 2,g

∗ν =
σ = 10 < 35 % и таб ж 5n n= =  из таблицы СНПФ 
[21, с. 346] выписываются коэффициенты
Δ0 = 1, Δ1 = 18, Δ2 = 38, Δ3 = 29, Δ4 = 9, Δ5 = 1 
и величина tp,таб = 18 с. Далее по формуле (19) 
находится 0 18/(4,5 0,5) 4,5;ω = − =  вычисля-
ются коэффициенты η5 = 1, η4 = 9•4,5 = 40,5;
η3 = 29•4,52 ≈ 587,3, η2 = 38•4,53 ≈ 3463, η1 =
= 18•4,54 ≈ 7381, η0 = 1•4,55 ≈ 1845,3 и записы-
вается вспомогательная ПФ

 ж 5 4 3

2

7381 1845,3
( ) .

40,5 587,3

3463 7381 1845,3

p
W p

p p p

p p

+
=

+ + +

+ + +

 (28)

В результате преобразования ПФ (28) по 
формуле (9) при Т = 0,5 с помощью функ-
ции c2d пакета MATLAB [25, с. 91] находится 
ПФ W(z), которая не удовлетворяет условиям 
астатизма второго порядка к задающему воз-
действию. При этом ее μW = 1, а ДОУ с по-
линомами (26), (27) имеет μДОУ = 3. Поэтому 
для обеспечения реализуемости этой ПФ W(z) 
в формуле (20) полагается ς = 1, а для ее мо-
дификации к условиям астатизма 2-го порядка 
находится разность 1 – z–1 W(z). Затем два кор-
ня ее числителя округляются до 1, а коэффи-
циенты числителя полинома третьей степени 
модифицируемой ПФ выбираются по условию 
минимального перерегулирования. В резуль-
тате получается ПФ

 3 2

6 5 4 3

( )

1,299 1,31121 0,1652 0,03935
.

1,019 0,1369 0,00426

ygW z

z z z

z z z z

∗ =

− + −
=

− + −

 (29)

На рис. 2 приведена переходная функция, 
а на рис. 3 — реакция системы с ПФ (29) на 
функцию gk = k. Значение σ = 31 % обусловле-
но здесь высоким значением μДОУ = 3.

Судя по графикам на рис. 2 и рис. 3, система 
с ПФ (29) удовлетворяет требованиям, поэто-
му она принимается в качестве желаемой ПФ. 
Переходя к ее реализации, по условию (21) по-
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ложим η* = rΩ = 0,13. Далее, следуя работам 
[20, 21], найдем полиномы

 

6 5 4

3 2

5 4 3

7 6 5

4 3

( ) ( 1)( 0,3362 0,4164

0,4549 0,4894 0,9157 0,06634);

( ) 0,2431  0,2439 0,01838 ;

( ) 0,2193 0,4407 0,2493

0,09433 0,06644

R z z z z z

z z z

L z z z z

Q z z z z

z z

= − + + +

+ + − −

= − +

= − + −

− −

и запишем уравнение (3). Так как в этом при-
мере 1,ν =  то в полиноме R(z) выделен множи-
тель (z – 1) в целях формирования сумматора 
в алгоритме искомого ЦУУ.

По условиям синтеза в данном случае из-
меряются εk и уk, поэтому в уравнении (3) ис-
ключается g(z) заменой g(z) = ε(z) + y(z). Кроме 
того, его правая часть умножается на z–2, так 
как в данном случае mτ = 2. В результате ука-
занное уравнение примет вид

 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),yR z u z z Q z z z L z y z− −= ε −  (30)

где Ly(z) = L(z) – Q(z) = –0,2193z7 + 0,4407z6 –
– 0,006167z5  – 0,1495z4  – 0,04805z3.

Отметим, что для краткости здесь и далее 
приводятся округленные значения коэффици-
ентов полиномов. В корректных уравнениях 
ЦУУ должно учитываться не менее 6...8 зна-
чащих цифр после запятой. Для обеспечения 
второго порядка астатизма необходимо реали-
зовать сумматор в ЦУУ явным образом. С этой 
целью уравнение (30) представляем в следую-
щем виде:

 ( 1) ( ) ( ),z u z w z− =

 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),yR z w z z Q z z z L z y z− −= ε −

где w(z) — z-изображение вспомогательной пе-
ременной. В результате перехода к оригиналам 
получаются следующие выражения:

1 1

1 2 3

4 5 6

1 2 3

4 5 1

2 3 4

;

0,3362 0,4164 0,4549

0,4894 0,9158 0,06634

0,2193 0,4407 0,2493

0,09433 0,06644 0,2103

0,4407 0,006167 0,1495

0,04805

k k k

k k k k

k k k

k k k

k k k

k k k

u u w

w w w w

w w w

y

y y y

y

− −

− − −

− − −

− − −

− − −

− − −

= +

= − − − −

− + + +

+ ε − ε + ε −

− ε − ε + −

− + + +

+ 5.k −

 (31)

Равенства (31) описывают искомый алго-
ритм работы ЦУУ, при котором обеспечивает-
ся второй порядок астатизма к задающему и 
первый — к возмущению цифровой системы 
управления объектом (25). Графики реакций 
синтезированной системы на ступенчатые и 
линейные дискретные воздействия аналогич-
ны приведенным на рис. 2 и рис. 3, т. е. синте-
зированная система отрабатывает постоянное 
и линейное воздействия с нулевой ошибкой, 
несмотря на запаздывание в ЦУУ.

3. Синтез ЦСУ с конечной длительностью 
переходных процессов

Как известно, системами с конечной дли-
тельностью переходных процессов называют-
ся дискретные системы, ПФ которых имеет 
вид сис

0( ) ( )/ .n
ygW z H z z=  Характер переходно-

го процесса таких систем определяется толь-
ко значениями коэффициентов числителя их 
ПФ, а длительность равна nсисТ. При этом, 
если необходимо обеспечить первый порядок 
астатизма к задающему воздействию, то вы-
бор коэффициентов числителя осуществляет-
ся достаточно просто [15, 16]. Проблема силь-
но усложняется, если необходимо обеспечить 
второй или более высокий порядок астатизма 
к задающему воздействию.

Рис. 3. Реакция астатической системы на воздействие gk = k
Fig. 3. Response of the astatic system to unit ramp gk = k

Рис. 2. Переходная функция цифровой системы
Fig. 2. Response of the digital system to unit step



24 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 1, 2019

Условие астатизма 2-го порядка простейшей 
дискретной системы второго порядка, вытека-
ющее из равенства (14), имеет вид

 2 21 ( ) ( 1) / .ygW z z z∗− = −  (32)

Отсюда следует вид соответствующей ПФ: 
2( ) (2 1)/ygW z z z∗ = −  и разностное уравне-

ние 1 22 .k k ky g g− −= −  Значения реакции yk,
k = 0, 1, 2, ..., этой системы на ступенчатое 
воздействие g1k = 1(k) равны: y10 = 0, y11 = 2,
y12 = 1, y13 = 1, y14 = 1, ..., а на линейное воз-
действие g2k = k равны y20 = 0, y21 = 0, y22 = 2,
y23 = 3, y24 = 4, y25 = 5, ... . Как видно, переход-
ные процессы, действительно, заканчиваются 
за два такта, ошибки системы, вызванные эти-
ми воздействиями, равны нулю, но перерегу-
лирование составляет 100 %, что, конечно, не 
приемлемо для практики.

Нетрудно убедится, что в случае астатизма 
третьего порядка аналогичные ошибки системы, 
ПФ которой 2 3( ) (3 3 1)/ ,ygW z z z z∗ = − +  равны 
нулю, но перерегулирование достигает 200 %.

В работах [28, 29] установлено, что для 
уменьшения перерегулирования в дискретных 
системах необходимо увеличивать порядок си-
стемы. При необходимом порядке астатизма νg 
условие (32) переходит в равенство

 сис1 ( ) ( )( 1) / ,g n
ygW z N z z zν∗− = −  (33)

где N(z) — нормированный полином, степень 
которого сисdeg ( ) .N gn N z n= = − ν

Отметим, что для случая νg = 2 В. А. Ни-
кольским в работе [28] были найдены поли-
номы Nн(z, σ%), при которых дискретные си-
стемы, удовлетворяющие равенству (33), имеют 
постоянное перерегулирование, равное 10, 15, 
20, 25, 33 или 50 %, но при соответствующих 
более высоких порядках замкнутых систем.

Относительный порядок μсис дискретных си-
стем, рассмотренных В. А. Никольским, равен 
единице [28]. В то же время при наличии за-
паздывания в цифровых системах, как видно 
из примера 3, их относительный порядок μсис 
больше единицы. Следовательно, для обеспече-
ния реализуемости ЦСУ в этих случаях необ-
ходимо их желаемые ПФ ( )ygW z∗  формировать 
с повышенными значениями μсис [19, 26]. Одна-
ко сделать это на основе полиномов из работы 
[28] невозможно. В связи с этим далее рассма-
тривается задача разработки метода определе-
ния желаемых ПФ ( )ygW z∗  систем с μсис > 1, при 
которых порядок астатизма νg > 1, переходный 
процесс имеет конечную длительность и посто-
янное перерегулирование.

При наличии запаздывания из выражения 
(33) вытекает соотношение

 сис
сис сисdeg[ ( 1) ( )] .gnz z N z nν− − = − μ  (34)

Обозначим сис1 ( ) ( )/ ;n
ygW z D z z∗− =  тог-

да полином сис сис( ) ( );n n
ygD z z z W z∗= −  если же 

сис
0( ) ( )/ ,n

ygW z H z z∗ ∗=  то

 сис сис сис
0( ) ( ) ( ).n n n

ygD z z z W z z H z∗ ∗= − = −  (35)

Пусть дискретная система с ПФ ( )ygW z∗ =  
сис

0 ( )/ nH z z∗=  имеет порядок астатизма νg к за-
дающему воздействию. Тогда, согласно выра-
жению (33), полином ( )D z  (35) имеет νg корней, 
тождественно равных 1, т. е. удовлетворяет ус-
ловию ( ) ( 1) ( ),gD z z N zν= −  причем его степень 
равна nсис. Вместе с тем, если дискретная си-
стема, относительный порядок которой равен 
μсис, имеет переходный процесс конечной дли-
тельности и постоянное перерегулирование 
σ%, то полином сис сис

0 ( ) (1 ) ,nH z z −μ∗ = + γ − γ  где 
%/100 %.γ = σ  Изложенное можно рассматри-

вать как доказательство следующей теоремы.
Теорема 2. Дискретная (цифровая) система 

с ПФ сис
0( ) ( )/ n

ygW z H z z∗ ∗=  и относительным 
порядком μсис имеет конечную длительность 
переходных процессов, постоянное перере-
гулирование σ = γ•100 % и астатизм порядка 
νg к задающему воздействию, если ее порядок 
nсис такой, что полином

 сис сис сис( ) (1 )n nD z z z −μ= − + γ + γ  (36)

имеет νg корней, тождественно равных еди-
нице. ◘

Из теоремы 2 вытекает конструктивный ал-
горитм построения желаемых ПФ дискретных 
(цифровых) систем с заданным порядком аста-
тизма, постоянным перерегулированием и ко-
нечной длительностью переходного процесса 
с учетом условия их физической реализуемо-
сти динамической системой с заданной ча-
стью. Фактически он заключается в определе-
нии степени nсис, при которой полином ( )D z  
(36) с заданными μсис и %/100γ = σ % имеет νg 
корней, равных единице. Аналитическое ре-
шение этой задачи найти не удалось. Числен-
ным путем, с помощью системы MATLAB 
были найдены приведенные в таблице поряд-
ки nсис цифровых систем при νg = 2 и некото-
рых значениях σ % и μсис.
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Как видно из таблицы, порядок астатиче-
ских систем управления данного типа при νg = 2
можно определять по формуле

 1
сис сис( 1) ,n −= γ + μ  (37)

где γ = σ%/100 %, причем 1/γ — целое число; 
при σ = 15 % величина γ = 1/7. При этом жела-
емая ПФ ( )ygW z∗  определяется вытекающей из 
выражения (35) формулой:

 сис сис сис( ) [(1 ) ]/ .n n
ygW z z z−μ∗ = + γ − γ  (38)

На основе таблицы и формулы (37) можно 
заключить, что при уменьшении перерегули-
рования σ % порядок системы резко возрас-
тает, что при неизменном периоде дискрети-
зации Т приведет, естественно, к увеличению 
длительности переходного процесса. Однако, 
если одновременно с уменьшением σ% умень-
шать Т, т. е. период работы ЦУУ, что требует 
применения более быстродействующих про-
цессоров, то длительность переходного про-
цесса расти не будет.

Отметим, что значения порядков систем nсис 
при μсис = 1, приведенные в таблице, совпада-
ют со значениями, приведенными в работе [28]. 
Также численным путем установлено, что при 
первом порядке астатизма, т. е. при νg = 1, мож-
но получить конечную длительность переход-
ного процесса при любых значениях nсис l 1, 
σ % и μсис, в том числе и при σ = 0 %. Однако 
рост порядка системы при увеличении μсис со-
храняется. Минимальное значение порядка си-
стемы определяется выражением nсис = νg + μсис.

Значений nсис, при которых полином (36) 
имеет νg корней, равных единице при νg l 3, 
μсис l 1 и каких-либо значениях γ < 0,5, найти 
не удалось.

Для примера построим желаемую ПФ при 
νg = 2 и постоянном σ = 20 % для реализации 
цифровой системой с относительным поряд-
ком μсис = 3. Так как в данном случае γ = 0,2, 

то по таблице находим nсис = 18, а по формуле 
(38) имеем

 15 18( ) (1,2 0,2)/ .ygW z z z∗ = −  (39)

Переходная функция системы с ПФ (39), по-
строенная с помощью MATLAB при T = 0,5 с,
показана на рис. 4, а на рис. 5 показана полу-
ченная в Simulink реакция этой же системы на 
линейное воздействие.

На основе рис. 4 и рис. 5 нетрудно заклю-
чить, что запаздывание равно 3Т, перерегу-
лирование 20 %, переходный процесс длится 
ровно 9 с, т. е. 18Т, а скоростная ошибка, не-
смотря на наличие запаздывания, равна нулю, 
что свидетельствует о втором порядке астатиз-
ма соответствующей системы.

Фигурирующий в равенстве (33) полином 
N(z) в данном случае имеет вид: N(z) = z16 + 
+ 2z15 + 3z14 + 2,8z13 + 2,6z12 + 2,4z11 + 2,2z10 +
+  2z9 + 1,8z8 + 1,6z7 + 1,4z6 + 1,2z5 + 1,0z4 +
+ 0,8z3 + 0,6z2 + 0,4z + 0,2. Отметим, что по-
следние пять коэффициентов этого полино-
ма совпадают с коэффициентами полинома 
В. А. Никольского для случая σ = 20 % [28].

Пример 4. Найти ЦУУ с T = 0,5 с для реа-
лизации ПФ (39) цифровой системой, заданной 

Рис. 4. Переходная функция c постоянным перерегулированием
Fig. 4. Transient function with constant overshoot

Рис. 5. Реакция цифровой системы на воздействие gk = k
Fig. 5. Response of the digital system to unit ramp gk = k

Порядок астатизма ng = 2

σ, %
μсис

1 2 3 4

10 11 22 33 44

15 8 16 24 32

 20 6 12 18 24

25 5 10 15 20

33 4 8 12 16
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частью которой является ДОУ (1) с полинома-
ми (26), (27), при условии, что измеряются толь-
ко gk и yk, а запаздывание в ЦУУ равно 1,1 с,
т. е. mτ = 2, а τ1 = 0,1 с.

Решение. Полиномы уравнения "вход-выход" 
заданного ДОУ имеют вид (26), (27), поэтому, 
имея в виду их корни и корни знаменателя ПФ 
(39), по (21) полагаем 0,28∗η = . При этом все 
полиномы ( ),B zΩ  ( ),B zΩ  ( ),A zΩ  ( )A zΩ  из со-
отношений (22), (23) описываются теми же вы-
ражениями, что и в примере 3.

Переходя к определению полиномов R(z), 
L(z) и Q(z) из уравнения ЦУУ (3) с учетом ПФ 
(39) и полиномов (26), (27), как и в примере 1, 
следуя работам [20, 21], найдем, что в данном 

случае в выражениях (23) полином 
16

0
( ) ,ii

i
R z z

=
= ρ∑�  

а 0 1( ) .L z z= λ + λ�  Степень знаменателя ПФ 

(39) довольно высокая, поэтому систему урав-
нений, решение которой определяет коэффи-
циенты ρi и λi, запишем в скалярной форме: 

0 05,923 0;λ + ρ =  1 0 15,923 2 0;λ − ρ + ρ =  

1 22 0,i i i+ +ρ − ρ + ρ =  0, 14,i =  15 162 0,ρ − ρ =  

16 1.ρ =  Решение этой системы позволяет най-
ти полиномы ( ) ( 1) ( ) ( ),R z z B z R zΩ= − �  L(z) =
= ( ) ( ),A z L zΩ

�  а по формуле Q(z) =
= 0( ) ( )/ mA z H z∗

Ω β  — полином Q(z). Путем под-
становки этих полиномов в уравнение (3)
(с учетом умножения его правой части на z–2 и 
ввода вспомогательной переменной w ) это 
уравнение представим в виде: ( 1) ( ) ( ),z u z w z− =  

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).B z R z w z z Q z g z z L z y z− −
Ω = −�  Нако-

нец, после перехода к оригиналам, получаем 
алгоритм искомого ЦУУ:

1 1

1 2 3

4 5 6

7 8 9
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Несложно проверить, что система (1), (25), 
(26), (40) при ступенчатых и линейных воздей-
ствиях имеет переходные процессы, аналогич-
ные изображенным на рис. 4 и 5.

Заключение

Предложенный в работе метод аналити-
ческого синтеза обычных цифровых систем, 
с астатизмом выше первого порядка, несколь-
ко сложнее синтеза аналогичных непрерывных 
систем. Отметим, что эта сложность обусловле-
на исключительно построением желаемых ПФ. 
Проблем с реализацией этих ПФ не возникает 
при использовании принципа управления по 
выходу и воздействиям. Значительно проще 
строятся желаемые ПФ цифровых систем с ко-
нечной длительностью переходных процессов, 
в особенности с астатизмом первого порядка.

Предложенный метод также позволяет син-
тезировать ЦСУ с конечной длительностью 
переходных процессов и с постоянным пере-
регулированием. Эти системы могут иметь как 
первый, так и второй порядок астатизма. Усло-
вия существования аналогичных ЦСУ, имею-
щих третий и более высокие порядки астатиз-
ма, найти не удалось.

Цифровые астатические системы, методы 
синтеза которых предложены выше, можно 
применять для управления объектами как без 
запаздывания, так и с запаздыванием. Запаз-
дывание может быть меньше одного или же 
больше нескольких периодов дискретизации. 
Однако в последнем случае порядок ЦСУ рез-
ко возрастает, в особенности при малом посто-
янном перерегулировании.
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Abstract

Control systems with the increased astatic order provide higher accuracy and consequently their application is expedi-
ent at the solution of many control problems. In particular, it concerns to digital systems which have higher adaptability 
to manufacture and reliability. However the task of the digital systems design is a little bit more difficult in comparison 
with a similar task in a continuous case. Article is devoted to the solution of a design problem of the discrete automatic 
systems, which realization is carried out on the basis of a control principle on output and impacts. Standard normalized 
transfer functions (SNTF) are convenient means for the problem solution of the control systems design with the required 
direct quality indices. The method of the desirable transfer functions formation for the digital control systems on basis of the 
continuous systems SNTF is suggested in article. This method follows from the theorem proved in this article and consists in 
carrying out of the z-transformation suitable tabulated SNTF of the continuous system and some updating of the received 
function. The formation method of the desirable transfer functions of the digital systems with the second order astatic, 
constant overshot and final duration of transients is suggested in article also. The control systems with such properties of 
transients have the increased order; therefore microcontrollers with high speed are required for their realization. Efficiency 
of the suggested methods is illustrated by numerical examples.

Keywords: system, the digital control device, control principle on output and impacts, astatic, direct quality indices
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