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Алгоритм оптимальной по быстродействию
переориентации осесимметричного космического аппарата

в классе конических движений

упрощается (в отношении динамических урав-
нений Эйлера) до задачи оптимального разво-
рота твердого тела со сферическим распреде-
лением масс, содержащей одно дополнитель-
ное скалярное диффере нциальное уравнение.
С использованием кватернионов на основании 
принципа максимума Л. С. Понтрягина полу-
чено новое аналитическое решение этой задачи 
в классе конических движений. Представлено 
явное выражение для оптимального управле-
ния и постоянного по модулю оптимально-
го вектора угловой скорости КА. Траектория 
движения осесимметричного КА представляет 
собой регулярную прецессию (в этом отличие 
предлагаемого решения от представленного в 
работе [4]). Векторы начального и конечного 
значений угловой скорости КА должны при-
надлежать конической поверхности, порожда-
емой произвольно заданными постоянными 
условиями задачи. На примере осесимметрич-
ного КА "Спейс Шаттл", рассматриваемого как 
твердое тело, приводятся результаты численно-
го решения задачи оптимальной по быстродей-
ствию переориентации КА в классе конических 
движений (в виде регулярной прецессии).

Статья продолжает исследования, начатые 
в работе [9], где рассматривалась задача опти-
мального по быстродействию разворота сфе-
рически симметричного КА.

В кватернионной постановке рассматривается задача программного оптимального по быстродействию разво-
рота космического аппарата (КА) как твердого тела с одной осью симметрии и ограниченной функцией управле-
ния. С помощью замен переменных исходная задача оптимальной переориентации осесимметричного КА упрощается
(в отношении динамических уравнений Эйлера) до задачи оптимального разворота твердого тела со сферическим 
распределением масс, содержащей одно дополнительное скалярное дифференциальное уравнение. Для этой задачи 
представлено точное аналитическое решение в классе конических движений. Дается алгоритм оптимальной пере-
ориентации КА. Приводится числовой пример.

Ключевые слова: оптимальное программное управление, космический аппарат, осесимметричное твердое тело, 
коническое движение

Введение

Точное аналитическое решение задачи оп-
тимальной переориентации (оптимального 
разворота) для наиболее часто используемых 
функционалов оптимизации при произволь-
ных граничных условиях по угловому поло-
жению и угловой скорости космического ап-
парата (КА) не найдено даже в случае сфе-
рической симметрии КА, не говоря уже о его 
произвольной динамической конфигурации. 
Известны лишь некоторые частные случаи ре-
шения задачи (см., например, работы [1—8]);
в общем случае приходится рассчитывать 
только на приближенные численные методы. 
Между тем аналитическое решение задачи оп-
тимального разворота КА (твердого тела) в зам-
кнутой форме имеет не только теоретический, 
но и большой практический интерес, так как 
позволяет использовать на борту КА готовые 
законы программного управления и измене-
ния оптимальной траектории.

В настоящей статье рассматривается задача 
программного оптимального по быстродей-
ствию разворота КА как твердого тела с одной 
осью симметрии при произвольных граничных 
условиях по угловому положению КА и огра-
ниченной по модулю функции управления.
С помощью замен переменных исходная задача 
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1. Постановка задачи

Движение КА как твердого тела с одной 
осью симметрии вокруг центра масс описыва-
ется дифференциальными уравнениями [1]:
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Здесь фазовыми координатами являются 
�  L(t) — нормированный кватернион пово-

рота КА:
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где i1, i2, i3 — орты гиперкомплексного про-
странства (мнимые единицы Гамильтона), ко-
торые можно идентифицировать с ортами i1, i2, 
i3 жестко связанного с КА трехмерного вектор-
ного пространства, и
�  w(t) — вектор угловой скорости КА:

 w(t) = w1(t)i1 + w2(t)i2 + w3(t)i3 =
 = [w1(t), w2(t), w3(t)]

т.

Символ "é" означает кватернионное умноже-
ние, а управление — вектор M(t) действующего 
на КА внешнего момента:

 M(t) = M1(t)i1 + M2(t)i2 + M3(t)i3 =
 = [M1(t), M2(t), M3(t)]

т.

Фазовые координаты и управление подчи-
нены требованиям задачи понтрягинского типа 
(L(t), w(t) — непрерывные функции, M(t) —
кусочно-непрерывная функция). В динами-
ческих уравнениях Эйлера (1.2) для КА с од-
ной осью симметрии (направленной в нашем 
случае вдоль орта i1 связанной с КА системы 
координат) I1, I2 — главные центральные мо-
менты инерции твердого тела, I1, I2 = const > 0.

На модуль вектора управления наложено 
наиболее простое из ограничений (область до-
пустимых управлений — шар):

 |M| m Mmax. (1.4)

Заданы произвольные граничные условия 
по угловому положению

 L(0) = L0, L(T) = LT (1.5) 

и угловой скорости КА

 w(0) = w0, w(T) = wT. (1.6)

Требуется определить оптимальное управ-
ление Mопт(t) системой (1.1), (1.2) при условиях 
(1.4)—(1.6), доставляющее минимум функцио-
налу (задача быстродействия):

 J = T. (1.7)

Как видно из соотношений (1.3), в задаче 
присутствует ограничение на фазовые коорди-
наты (компоненты кватерниона поворота КА).

2. Переход к безразмерным переменным

Перейдем от размерных переменных задачи 
к безразмерным по следующим формулам:

 tбезраз = t(Mmax/I
масш)1/2;

 wбезраз = w(Iмасш/Mmax)
1/2; Mбезраз = M/Mmax;

 безраз
kI  = Ik/I

масш; k = 1, 2;

 Iмасш = (( 2
1I  + 2 2

2I )/3)1/2.

При этом вид формул (1.1)—(1.3), (1.5)—(1.7) 
не изменится, а ограничение на модуль век-
тора управления (1.4) запишется следующим 
образом:

 |M| m 1. (2.1)

Далее будем иметь в виду постановку задачи 
в безразмерных переменных и верхние индек-
сы у них будут опущены.

3. Замены переменных в задаче
с осевой симметрией КА

В целях упрощения (в отношении динамиче-
ских уравнений Эйлера) задачи (1.1)—(1.3), (1.5)—
(1.7), (2.1) осуществим замены переменных, сво-
дящие исходную задачу к задаче оптимального 
разворота КА со сферическим распределением 
масс, содержащей одно дополнительное скаляр-
ное дифференциальное уравнение. Для этого 
перепишем уравнения (1.2) в виде
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где m1 = M1/I1, m2 = M2/I1, m3 = M3/I1, b = (I1 – I2)/I2, 
b1 = I1/I2.
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Заменим переменные w1, w2, w3 на новые ω1, 
ω2, ω3:
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Тогда получим для уравнений Эйлера (1.2) в 
кватернионной записи

 1 ;b= B m B�� � �w  (3.2)

 B(t) = exp{i1θ(t)/2}, (3.3)

где "∼" — сопряжение кватерниона, "exp{.}" — ква-
тернионная экспонента, вектор m = [m1, m2, m3]

т, а

 2 1
0

( ) ( ) ,
t

t b dθ = ω τ τ∫  (3.4)

 1 1
2 1 2 1 11 1 .b bb I I b− −= = − = −

Отметим, что |B(t)| = 1, ∀t.
Кватернионное уравнение углового движе-

ния КА (1.1) при этом запишется следующим 
образом:

 1
1 1 1 2 2 3 32 ( ) ,b −= ω + ω + ωL L B i i i B� �� � �  (3.5)

где кватернион B определяется соотношени-
ем (3.3).

С учетом начального условия по угловой 
скорости КА (1.5) уравнение (3.2) можно пере-
писать следующим образом:

 �
1 ;b= m� � �w b b  (3.6)
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Нелинейное выражение, стоящее в правой 
части (3.5) и зависящее только от переменных 
mk(t), 1,3,k =  примем за новое управление u(t):

 �
1 ,b=u m� �b b  (3.8)

где b определяется выражением (3.7). Отметим, 
что u1(t) = b1m1(t), и поэтому в замене перемен-
ных (3.8) всегда можно совершить обратный 
ход: по новой векторной переменной u(t) (когда 
она будет известна) восстановить управление 
m(t) задачи (1.1), (1.2), (1.4)—(1.6), (2.1).

Модуль вектора нового управления связан с 
модулем вектора управляющего момента КА так:
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Исходя из (3.5), осуществим еще одну заме-
ну переменных:

 ,=L B��L  (3.9)

где L = L(t) — новая кватернионная перемен-
ная, описывающая угловое положение КА, при 
этом, так как ||B(t)|| = |B(t)|2 = 1, ∀t, то ||L(t)|| =
= ||L(t)|| = 1, ∀t. 

С учетом всех указанных выше замен пере-
менных задача оптимального разворота КА 
(1.1), (1.2), (1.4)—(1.6), (2.1) примет вид

 2 ;=� �L L w  (3.10)

 ;= u�w  (3.11)

 2 1;bθ = ω�  (3.12)

 1
2 ;I −u m  (3.13)

 θ(0) = 0; (3.14)
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 J = T → min, (3.17)

где 
1 2 3 1 2 30 0 0, , , , ,Т Т Тw w w w w w  — компоненты 

вектора w(t) = [w1(t), w2(t), w3(t)]
т в начальный и ко-

нечный моменты времени соответственно, а ква-
тернион B(θ(T)) определяется по формуле (3.3).

Согласно соотношениям (3.9), (3.16) задачу 
(3.10)—(3.17) можно переформулировать так: 
в восьмимерном фазовом пространстве LЅwЅθ 
управляемую систему (3.10)—(3.12) необходимо 
за минимальный промежуток времени перевести 
из начального состояния (3.14), (3.15) на много-
образие, которое определяется соотношениями

 
( )

( ) ( )
1 2 31 1 2 3

vect( ) 0;

( ) 0,

T

T T Tb w w w

θ =

− θ + + θ =

B L

B i i i B

� �� �
� � �

L

w
 (3.18)

где "vect(.)" обозначает векторную часть ква-
терниона.
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Из этой задачи найдем оптимальные управ-
ление uопт и траекторию Lопт, wопт. Как видно, 
векторное дифференциальное уравнение (3.11) 
имеет структуру, соответствующую динами-
ческим уравнениям Эйлера для сферически-
симметричного твердого тела. Это существен-
но облегчает исследование задачи.

Далее будем рассматривать задачу (3.10)—
(3.17), (3.18).

4. Применение принципа максимума

Выполним процедуру принципа максимума 
Л. С. Понтрягина [1, 10]. Введем вспомогатель-
ные функции Y(t) (кватернион), j(t) (вектор) и 
ρ(t) (скаляр), сопряженные к фазовым коорди-
натам L(t), w(t) и θ(t). Составим функцию Га-
мильтона—Понтрягина

 ( ) 2 1, /2 ( , ) ,H b= + + ω ρu�Y L w j  (4.1)

где "(., .)" — скалярное произведение векторов.
Отметим, что фазовое ограничение на ком-

поненты кватерниона L (1.3), которое перехо-
дит в ограничение на компоненты L, является 
первым интегралом задачи и поэтому в про-
цедуре принципа максимума не учитывается.

Сопряженная система:
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Как видно, уравнения для переменных Y и 
L совпадают с точностью до константы. Ис-
пользуя этот факт и введя обозначение [1]

 vect( ) ,v= =p c� �� � �L Y L L  (4.3)

где cv — произвольная векторная постоянная, 
сопряженную систему запишем следующим 
образом:

 0

2 0 1
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b
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p c

p i

� � �
�

L L
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Следует отметить, что применение этого 
приема [1], основанного на самосопряженности 
дифференциальной кватернионной системы 
уравнений (3.10) (замена кватернионной сопря-
женной переменной Y на векторную перемен-
ную p (4.3)), позволяет понизить размерность 

краевой задачи, получаемой после применения 
принципа максимума, на четыре единицы.

Условие максимума функции Гамильтона—
Понтрягина (4.1) на компактном множестве 
(3.13) дает следующую структуру оптимально-
го управления:

 uопт = j/(|j |I2). (4.5)

Из соотношений (3.10), (3.11), (4.4), (4.5) имеем

 [ , ]=р p� w ; (4.6)
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где "[., .]" означает векторное произведение.
Подставляя выражение (4.7) в (4.6), получим
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Таким образом, оптимальная угловая ско-
рость КА на всем интервале времени движе-
ния удовлетворяет векторному дифференци-
альному уравнению третьего порядка (4.8).

Из постановки задачи видно, что конечные 
значения фазовых координат L(t), w(t) не яв-
ляются фиксированными величинами, а при-
надлежат многообразию, определяемому выра-
жениями (3.4), (3.15), (3.16), (3.18). Поэтому для 
фазовых координат L(t), w(t), θ(t) и сопряжен-
ных переменных Y(t), j(t), ρ0 в момент времени 
t = T верны условия трансверсальности:

 scal( ( )) 0,t =� �L Y  (4.9)

где "scal(.)" обозначает скалярную часть ква-
терниона, и

ρ0 + p1(T)/2 + ϕ2(T)ω3(T) – ϕ3(T)ω2(T) = 0, (4.10)

полное построение которых приведено в при-
ложении.

Относительно условия (4.9) отметим, что 
оно выполняется автоматически при перехо-
де к вектору сопряженных переменных p (4.3). 
Условие (4.10) вытекает из первого интеграла 
задачи (3.10)—(3.17), (4.2), (4.4)—(4.6), (4.8), ко-
торый справедлив для оптимального управле-
ния и оптимальной траектории и получается 
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на основе выражений (3.11), (4.4)—(4.6). Пока-
жем это.

Из выражений (3.11), (4.5) следует, что 
[ , ] 0,=�w j  ∀t ∈ [0, T]. Тогда с учетом выражения 
для �j  (4.4) и р� (4.6) можем записать

 2 3 3 2 2 3 3 2 1/2pω ϕ − ω ϕ + ω ϕ − ω ϕ = �� � � �

или

 p1(t)/2 + ω3(t)ϕ2(t) – ω2(t)ϕ3(t) = const = ρ0,
 ∀t ∈ [0, T]. (4.11)

Это выражение и есть первый интеграл за-
дачи (3.10)—(3.17), (3.18), (4.2), (4.4)—(4.6), (4.8).

5. Аналитическое решение задачи 
оптимального разворота КА в классе 

конических движений

Рассмотрим класс частных решений задачи 
оптимального по быстродействию разворота 
КА при условии, что модуль вектора j сохра-
няет постоянное значение, т.е.

 |j | = c. (5.1)

В этом случае сопряженные переменные 
p, j и управление u выражаются через вектор 
угловой скорости w по формулам

 2 2 2 0 1; 2( ); .сI сI b= = − + ρ =р i u� �� �j w w w  (5.2)

При этом угловая скорость должна удовлет-
ворять уравнению

 1 2 0 2[ / , ].i b I= + ρ��� ��w w w  (5.3)

Решение поставленной задачи оптимально-
го управления (3.10)—(3.17) сводится, тем са-
мым, к решению краевой задачи (3.10), (3.12), 
(3.14)—(3.16), (3.18), (5.3). Отметим, что, не на-
рушая общности, постоянную с в выражениях 
(5.1), (5.2) можно положить равной c = 1/I2.

Будем искать решение уравнений (3.10), (5.3) 
в классе конических движений. Для этого оп-
тимальную угловую скорость КА представим 
следующим образом:

 1 2 3( ) ( sin cos ) ,t t tδ δ= γ + α Ω + Ωi e i i e� � �w  (5.4)

где α, δ, γ, Ω — неопределенные постоянные, 
а eδ = exp{i1δ/2}.

Последовательно дифференцируя (5.1) три 
раза по переменной t, получим:

 2 3( cos sin ) ;t tδ δ= αΩ Ω − Ωe i i e�� � �w  (5.5)

 2
2 3( sin cos ) ;t tδ δ= −αΩ Ω + Ωe i i e��� � �w  (5.6)

 3
2 3( cos sin ) .t tδ δ= −αΩ Ω − Ωe i i e���� � �w  (5.7)

Подставляя (5.4)—(5.7) в выражение (5.3) и 
учитывая выражения (3.11), (4.5), (4.11), убе-
димся в выполнении равенства в (5.3); при этом

 γ = Ω – b2α
2/((1 + b2)Ω),

 ρ0 = 2α2I2Ω/(1 + b2). (5.8)

Отметим, что

 
2 0 1 2

2 0 1 2

2 0 1 2

[ /(2 ), ]

(( /(2 ))

( /(2 )))/2.

b I

b I

b I

= + ρ =
= + ρ −
− + ρ

i

i

i

��� ��
�� �
���

w w w

w w

w w

Траектория движения КА при угловой ско-
рости (5.4) из выражений (3.10), (3.16) находит-
ся явно и имеет вид регулярной прецессии:

 0 3 1

1

( ) {( ( )) /2}

{ ( )/2}.

t t

t
δ= α + γ − Ω

Ω + δ

e exp i i

exp i

�� � �
�
L L

 (5.9)

Вектор оптимального управления u опре-
деляется из формул (5.2), (5.5). Ограничение 
(3.13) будет выполнено, если потребовать

 α2Ω2 = I2
–2. (5.10)

Возвращаясь к исходным безразмерным 
переменным задачи (1.1), (1.2), (1.4)—(1.6), (2.1), 
запишем окончательные выражения для век-
тора оптимальной угловой скорости:

 w(t) = i1b1
–1γ + α(i2sin((Ω – b2γ)t + δ) +

 + i3cos((Ω – b2γ)t + δ), (5.11)

кватерниона оптимальной траектории

 0 3 1

1 2

( ) {( ( )) /2}

{ (( ) ))/2}

t t

b t
δ= α + γ − Ω

γ + Ω + δ

L L e exp i i

exp i

�� � �
�

 (5.12)

и вектора оптимального управляющего мо-
мента КА

 M(t) = I2αΩ(i2cos((Ω + b2ω1)t – δ) –
 – i3sin((Ω + b2ω1)t – δ)), (5.13)

где γ определяется первым из выражений (5.8).
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При t = 0 из выражения (5.7) имеем

 w(0) = i1b1
–1(Ω – b2α

2/((1 + b2)Ω)) +
 + α(i2sinδ + i3cosδ). (5.14)

При t = Т из соотношений (1.4), (5.11), (5.12) 
имеем

 w(T) = i1b1
–1(Ω – b2α

2/((1 + b2)Ω)) +
 + α(i2sin((Ω – b2γ)T + δ)) +
 + i3cos((Ω – b2γ)T + δ)); (5.15)

2
3 1 2 2

2
1 2 2 2

0

vect( {( /((1 ) )) /2}

{ ( (1 ) /((1 ) )) )/2}

) 0.Т

b b T

T b b T b

δ α + α + Ω

Ω + − α + Ω + δ

=

e exp i i

exp i

L L

� � �

� �
�� �

 (5.16)

В выражения (5.14), (5.15) входят три произ-
вольные постоянные α, δ, Ω и неизвестное вре-
мя переориентации Т. Определяя их из условия 
(5.10) и системы трех нелинейных алгебраиче-
ских уравнений (5.16), удовлетворим гранич-
ные условия по угловому положению КА (1.4)
(α, δ, Ω, T будут зависеть от компонент кватер-
нионов L0, LT и главных центральных моментов 
инерции КА (твердого тела) I1, I2). Из-за недо-
статочного числа произвольных постоянных в 
решении задачи на величины w0, wT (1.4) нала-
гаются требования вида (5.14), (5.15).

Таким образом, в случаях, когда на гранич-
ные условия по угловой скорости КА наложе-
ны ограничения вида (5.14), (5.15) (это означа-
ет, что вектор угловой скорости w(t) на всем 
интервале времени движения принадлежит 
некоторой конической поверхности, определя-
емой в пространстве заданными постоянны-
ми задачи I1, I2, L0, LT), траектория углового 
движения осесимметричного КА находится в 
классе конических движений и определяется 
явными аналитическими выражениями (5.11), 
(5.12), управляющий момент КА определяется 
соотношением (5.13) и, согласно (5.10), подчи-
нен ограничению (2.1):

 |M(t)|2 = I2
2α2Ω2 = I2

2I2
–2 = 1, ∀t ∈ [0, T].

Из выражений (4.4), (4.5), (4.11), (5.2), (5.5) и 
(5.8) можно найти сопряженные переменные. 
Тем самым задача при существующих ограни-
чениях решена полностью.

Приведем алгоритм решения задачи оп-
тимального разворота осесимметричного КА 
(1.1), (1.2), (1.4)—(1.6), (2.1) в безразмерных пе-
ременных в классе конических движений.

Шаг 1. По заданным кватернионам L0, LT 
(1.5), главным центральным моментам инер-

ции КА (твердого тела) I1, I2 и формулам (5.10), 
(5.16) определяются величины α, δ, Ω и время 
переориентации КА (время быстродействия) Т.

Шаг 2. Используя α, δ, Ω, I1, I2, Т, вычисля-
ются значения векторов выч

0w , выч
Tw  по форму-

ле (5.14):

 выч
0w  = i1(Ω – b2α

2/((1 + b2)Ω))I2/I1 +
 + α(i2sinδ + i3cosδ)

и по формуле (5.15):

 выч
Tw  = i1(Ω – b2α

2/((1 + b2)Ω))I2/I1 +
 + α(i2sin((Ω – b2γ)T + δ)) +
 + i3cos((Ω – b2γ)T + δ)), b2 = 1 – I2/I1.

Шаг 3. Полученные значения выч
0w , выч

Tw  
сравниваются с заданными в (1.6) величинами 
w0, wT.

Шаг 4. Если равенство на шаге 3 алгоритма 
выполняется, то оптимальное решение зада-
чи находится в классе конических движений; 
при этом угловая скорость КА, траектория его 
углового движения и вектор управляющего мо-
мента вычисляются по формулам (5.11)—(5.13) 
и шагу 1 алгоритма.

Шаг 5. Сопряженные переменные задачи 
находятся по формулам (4.4), (4.5), (4.11), (5.2), 
(5.5) и (5.8).

6. Числовой пример

В данном разделе на примере КА "Спейс 
Шаттл" [11] приводятся результаты численного 
решения задачи оптимального по быстродей-
ствию разворота осесимметричного КА в классе 
конических движений по формулам раздела 5. 
На рисунке представлены графики изменения 
во времени компонент угловой скорости wi(t), 

1,3,i =  векторной части кватерниона ориента-
ции Li(t), 1,3,i =  и компонент вектора управ-
ляющего момента Mi(t), 1,3,i =  КА.

Расчеты проводили для значений:

 I1 = 3 400 648 кг•м2, I2 = 21 041 672 кг•м2,
 I3 = I2 = 21 041 672 кг•м2

 или I1 = 0,1967, I2 = 1,2168, I3 = I2
 (безразмерные моменты инерции);

 L0 = [0,79505; 0,29814; –0,39752; 0,34783]т;

 LТ = [0,84434; 0,39846; –0,3260; 0,14848]т;

 w0 = [0,03268; 0,10119; –0,47492]т;

 wT = [0,03268; –0,17132; –0,45435]т, (6.1)
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где граничные условия по угловой скорости 
КА удовлетворяют ограничениям раздела 5. 
Учитывалось ограничение на управление в 
безразмерном виде |M| m 1 (2.1).

Вначале по формулам (5.10), (5.16) находили 
величины α, δ, Ω, T (α = 1,17404, δ = –3,35152, 
Ω = 0,70042, T = 0,77536), затем по формулам 
(5.11)—(5.13) определяли векторы w, M и ква-
тернион L.

Отметим, что кватернион ориентации КА 
L(t) может быть двузначным [1], т. е. L и –L 
соответствуют одному и тому же угловому по-
ложению КА в пространстве.

Заключение

Представленное в статье аналитическое 
решение задачи оптимального разворота осе-
симметричного КА (твердого тела) в клас-
се конических движений (в виде регулярной 
прецессии) может найти свое применение при 
построении систем управления КА, как и из-
вестное оптимальное аналитическое решение 
задачи, полученное в классе конических дви-
жений для частного случая граничных усло-
вий по угловой скорости КА [4].

ПРИЛОЖЕНИЕ

Построение условий трансверсальности. 
При построении условий трансверсальности 
воспользуемся работой [10] и подходом [12]. 
Для этого перепишем конечные условия (3.15), 
(3.16) (θ(T) = θT):

 
1 2 31 1 2 3( ) ( ) ( )

( ) 0;

vect( ( ) ( )) 0

Т T T T

Т

T Т

T b w w w

T

− θ + +

θ =

θ =

B i i i

B

L B

� � �

�
� � �

w

L

 (П. 1)

или, записывая кватернион ( )ТθB�  в явном виде:

 
1 2 3

1

1 1 2 3

1

1

( ) (cos( /2) sin( /2))

( )

(cos( /2) sin( /2)) 0;

vect( ( )

(cos( /2) sin( /2))) 0.

Т Т

T T T

Т Т

T

Т Т

T

b w w w

T
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+ +

θ + θ =

θ + θ =

i

i i i

i

L

i

� �
� �

�
� �

�

w

L

 (П. 2)

Фазовые координаты w, L, θ должны удов-
летворять условиям трансверсальности:

 
6

1
0, ; 1,3;k

i k
k i

G
a t T i

=

∂
ϕ + = = =

∂ω
∑

Решение задачи в классе конических движений
Solution of the problem in the class of conical motions
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6

1
0, ; 0,3;k

i k
k j

G
a t T j

=

∂
ψ + = = =

∂λ
∑

 
6

0
1

0, ,k
k

k

G
a t T

=

∂
ρ + = =

∂θ
∑

где ( 1,6)ka k =  есть множители Лагранжа, 
подлежащие определению; соотношения

 1 2 3 1 2 3( ; , , ; , , ; ) 0 ( ; 1,6)kG t t T kω ω ω λ λ λ θ = = =

задают многообразие конечного состояния и 
соответствуют условиям (П. 1):

 

1

2 3

2 3

1 1 1

2 2

3 3

4 1 0

5 2 3

3 26

0;

cos sin 0;

sin cos 0;

cos( /2) sin( /2);

cos( /2) sin( /2);

cos( /2) sin( /2),

T

T Т T Т

T Т T Т

T T

T T

T T

G w b

G w w

G w w

G F F

G F F

G F F

= ω − =

= ω − θ − θ =

= ω + θ − θ =

= θ + θ
= θ + θ
= θ + θ

где

0 1 2 30 0 1 2 3;T T T TF L L L L= λ + λ + λ + λ

1 0 3 21 0 1 2 3;T T T TF L L L L= λ − λ − λ + λ

2 3 0 12 0 1 2 3;T T T TF L L L L= λ + λ − λ − λ

3 2 1 03 0 1 2 3.T T T TF L L L L= λ − λ + λ − λ
Условия трансверсальности примут вид:

 ϕ1 + a1 = 0, ϕ2 + a2 = 0, ϕ3 + a3 = 0; (П. 3)

 1

4 1 5 2 36

( ) (cos( /2) sin( /2))

( ) 0;
T Т ТT

a a a

− θ + θ
+ + =
L i

i i i

� �
�
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 (П. 4)
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T Т T Т
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a w w

a w w

a F F

a F F

a F F

ρ + θ − θ +

+ θ + θ +
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+ θ − θ −
− θ + θ =  (П. 5)

Исключим из полученных условий транс-

версальности множители Лагранжа ( 1,6).ka k =
Из условий (П. 3) имеем

 a1 = –ϕ1, a2 = –ϕ2, a3 = –ϕ3. (П. 6)

Учитывая (3.9), (П. 4) перепишем в виде

 4 1 5 2 36( ) ( ) ( ).a a a T T+ + =i i i � �L y

Поскольку в левой части равенства стоит 
кватернион с нулевой скалярной частью (век-
тор), то

 
4 1 5 2 36

scal( ( ) ( )) 0;

( ) vect( ( ) ( )).

T T

a a a T T

=

+ + =i i i

� �
� �

L y

L y
 (П. 7)

Таким образом, имеем первое условие 
трансверсальности, не содержащее неизвест-
ных констант; запишем его в кватернионной и 
скалярной формах:

 scal( ( ) ( )) 0T T =� �L y  (П. 8)

или 

 λ0(T)ψ0(T) + λ1(T)ψ1(T) +
 + λ2(T)ψ2(T) + λ3(T)ψ3(T) = 0.

Используя (3.1), (3.9), (3.10), (П. 7), а также 
выражения для первой компоненты вектора p 
(4.3) p1 = ψ1λ0 – ψ0λ1 + ψ2λ3 – ψ3λ2, второе ус-
ловие трансверсальности (П. 5) преобразуем в 
выражение

 ρ0 + p1(T)/2 + ϕ2(T)ω3(T) –
 – ϕ3(T)ω2(T) = 0. (П. 9)

Таким образом, условия трансверсальности, 
связывающие основные фазовые и сопряжен-
ные переменные задачи (3.11)—(3.17) (исключе-
на переменная θ), представляются выражения-
ми (П. 8), (П. 9).
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Abstract

The problem of the time-optimal turn of a spacecraft as a rigid body with one axis of symmetry and bounded con-
trol function in absolute value is considered in the quaternion statement. For simplifying problem (concerning dynamic 
Euler equations), we change the variables reducing the original optimal turn problem of axially symmetric spacecraft to 
the problem of optimal turn of the rigid body with spherical mass distribution including one new scalar equation. Using 
the Pontryagin maximum principle, a new analytical solution of this problem in the class of conical motions is obtained. 
Algorithm of the optimal turn of a spacecraft is given. An explicit expression for the constant in magnitude optimal angular 
velocity vector of a spacecraft is found. The motion trajectory of a spacecraft is a regular precession. The conditions for the 
initial and terminal values of a spacecraft angular velocity vector are formulated. These conditions make it possible to solve 
the problem analytically in the class of conical motions. The initial and the terminal vectors of spacecraft angular velocity 
must be on the conical surface generated by arbitrary given constant conditions of the problem. The numerical example is 
presented. The example contain optimal reorientation of the Space Shuttle in the class of conical motions.
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