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Математическое моделирование ветротурбины,
работающей на основе эффекта Магнуса1

Построена математическая модель горизонтально-осевой ветроэнергетической установки (ВЭУ), функциониру-
ющей за счет силы Магнуса. Центральный вал турбины ориентирован вдоль потока. На этом валу в цилиндрических 
шарнирах установлены роторы Савониуса, каждый из которых может свободно вращаться вокруг собственной 
оси симметрии, перпендикулярной оси вращения центрального вала. При вращении роторов Савониуса формируется 
сила Магнуса, которая поддерживает вращение центрального вала. На центральном валу турбины закреплен ротор 
электрогенератора, подключенного к локальной электрической цепи.

Для описания аэродинамических сил и моментов, действующих на систему, используется квазистационарный 
подход, при этом коэффициенты сил и моментов аппроксимируются на основе экспериментальных данных. Момент 
электромеханической нагрузки, действующий на ротор генератора, считается линейным по угловой скорости рото-
ра. Коэффициент электромеханического момента зависит от внешнего сопротивления в цепи генератора, которое 
является варьируемым параметром модели.

Уравнения модели представлены в виде динамической системы второго порядка. Рабочему режиму ветроустанов-
ки отвечает асимптотически устойчивая неподвижная точка уравнений движения. Показано, что при произвольном 
допустимом наборе значений параметров модели рабочий режим существует и единственен.

Введен коэффициент полезной нагрузки, зависящий от таких параметров модели, как скорость ветра, внешнее 
сопротивление в цепи генератора.

Описана зависимость угловых скоростей роторов Савониуса и центрального вала турбины от коэффициента по-
лезной нагрузки.

Построена бифуркационная диаграмма, характеризующая механическую мощность ВЭУ на установившемся ра-
бочем режиме в зависимости от коэффициента полезной нагрузки. Оценена максимальная механическая мощность, 
определено значение коэффициента внешней нагрузки, при котором она достигается.

Ключевые слова: ветроэнергетическая установка, ротор Савониуса, эффект Магнуса, замкнутая динамическая 
модель, установившиеся режимы, устойчивость, механическая мощность

Введение

Сигурд  Савониус, предлагая конструкцию 
S-образной ветротурбины, отметил, что при 
авторотации такой турбины на нее действует 
боковая сила, возникновение которой связано 
с эффектом Магнуса. Савониус высказал идею 
использовать этот эффект для того, чтобы при-
вести в движение основание, на котором уста-
новлена ветротурбина. В частности, он ука-
зал на возможность применения S-образных 
роторов в качестве "парусов" корабля, а также 
в качестве лопастей горизонтально-осевой ве-
тротурбины. В обоих случаях движение долж-
на поддерживать сила Магнуса, создаваемая 
авторотирующим S-ротором [1].

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке 
РФФИ: гранты №№ 17-08-01366,  18-01-00538.

Роторы Савониуса и их модификации по-
лучили весьма широкое распространение, но 
так и не стали востребованы в качестве лопа-
стей горизонтально-осевых ветроэнергетиче-
ских установок (ВЭУ). Известны прецеденты 
экспериментального изучения горизонтально-
осевой установки с S-лопастями и численного 
моделирования ее аэродинамики [2]. Однако 
задачи параметрической оптимизации систе-
мы не были решены.

Преимуществом горизонтально-осевых 
ВЭУ, использующих силу Магнуса, по срав-
нению с классическими пропеллерными ВЭУ 
является способность к эффективной работе 
в очень широком диапазоне скоростей ветра 
(2...40 м/с) [3]. Относительно недавно были 
предложены конструкции горизонтально-осе-
вых ВЭУ с лопастями-цилиндрами, принуди-
тельно приводимыми во вращение для созда-
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ния силы Магнуса. Такие турбины изучаются 
в литературе достаточно активно [3, 4], в от-
личие от рассмотренной в данной работе ВЭУ 
с лопастями в форме роторов Савониуса. В то 
же время преимуществом последней является 
относительная простота конструкции: роторы 
Савониуса, в отличие от цилиндрических ло-
пастей, не требуется вращать принудительно.

В настоящей работе рассматривается дина-
мическая система, моделирующая работу ВЭУ 
с лопастями в форме роторов Савониуса. Мо-
дель воздействия потока заимствована из ра-
бот [5—7]. Аэродинамические характеристики 
роторов Савониуса аппроксимированы по экс-
периментам [8]. Получены условия существо-
вания режимов авторотации и исследована их 
устойчивость. Проведено параметрическое ис-
следование рабочих режимов в зависимости от 
коэффициента, характеризующего полезную 
нагрузку.

Обсуждаются условия, при которых ВЭУ 
данного типа может обладать преимуществами 
перед классическими роторами Савониуса.

Описание механической системы

Рассмотрим ВЭУ, состоящую из ветропри-
емного устройства и электрогенератора, под-
ключенного к локальной электрической цепи.

Ветроприемное устройство находится в ста-
ционарном потоке воздуха скорости V. Устрой-
ство состоит из центрального вала, несущего 
ротор электрогенератора, и n одинаковых ло-
пастей — роторов Савониуса (S-роторов), уста-
новленных на валу посредством цилиндриче-
ских шарниров (рис. 1).

Центральный вал может вращаться вокруг 
неподвижной оси Oz, параллельной вектору V 

скорости потока. Оси цилиндрических шарни-
ров, в которых установлены S-роторы, ортого-
нальны оси Oz. Одна из таких осей обознача-
ется на рис. 1 как ось Ox. Ввиду того что все 
лопасти одинаковые, далее будем рассматри-
вать одну из них.

S-ротор может вращаться вокруг оси Ox, яв-
ляющейся его осью геометрической симметрии 
и одной из главных центральных осей инер-
ции. Обозначим Jx — момент инерции S-ротора 
относительно оси Ox. Другие два главных мо-
мента инерции S-ротора будем считать одина-
ковыми. Обозначим Jz — момент инерции всей 
вертушки (включая ротор электрогенератора, 
закрепленный на валу) относительно оси Oz. 
В силу последнего предположения это посто-
янная величина (не зависит от текущего угла 
поворота S-ротора относительно оси Ox).

Рассматриваемая система имеет две степени 
свободы. Пусть Ωx — угловая скорость враще-
ния S-ротора вокруг оси Ox, а Ωz — угловая 
скорость вращения центрального вала вокруг 
оси Oz. Тогда текущее динамическое состоя-
ние ветроприемного устройства полностью 
описывается значениями переменных Ωx и Ωz.

Перейдем к описанию аэродинамического 
воздействия на ветротурбину. Будем считать, 
что аэродинамическое воздействие на отдель-
ный S-ротор описывается аэродинамическим 
моментом Tx относительно оси Ох и силами D 
и L, приложенными в некоторой точке С (центре 
давления), лежащей на оси Ox на расстоянии r 
от оси Oz. Здесь D — сила лобового сопротив-
ления, направленная противоположно векто-
ру воздушной скорости точки C; L — боковая 
сила, включающая в себя силу Магнуса; век-
тор L направлен ортогонально вектору воз-
душной скорости точки C. Аэродинамическое 
воздействие на ротор описывается на базе ква-
зистационарного подхода, предполагающего 
зависимость аэродинамических сил и момен-
тов от мгновенной воздушной скорости центра 
давления [5—7]:
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Здесь ρ — плотность воздуха; S1 — харак-
терная площадь одного S-ротора; b — радиус 

Рис. 1. Схема вертушки и одной из ее лопастей — ротора 
Савониуса
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S-ротора. Воздушная скорость точки C обо-
значена U. Быстроходность ротора Савониуса 
(отношение линейной скорости точки рото-
ра, расположенной на расстоянии b от оси Ox, 
к воздушной скорости точки С) обозначена λ. 
Функции CT(λ), CD(λ), CL(λ) — безразмерные 
коэффициенты момента Tx, силы D лобового 
сопротивления и боковой силы L, соответ-
ственно. Данные функции строятся по ре-
зультатам экспериментов. В данной работе эти 
функции аппроксимированы по эксперимен-
тальным данным для ротора Савониуса [8] и 
получены следующие зависимости:
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Графики данных функций приведены на 
рис. 2.

Аэродинамические силы D и L, приложен-
ные в точке C, создают момент относительно 
оси Oz. Суммарный аэродинамический момент, 
действующий на центральный вал турбины 
(формируемый за счет n роторов), определяет-
ся выражением
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Помимо момента аэродинамических сил 
к оси Oz приложен момент Te, характеризую-
щий электромеханическое воздействие статора 

электрогенератора на ротор электрогенерато-
ра. Этот момент описывается следующим вы-
ражением [5]:
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Здесь K — коэффициент электромеханиче-
ского воздействия (константа, определяемая 
свойствами генератора); ri — внутреннее со-
противление генератора; R — внешнее сопро-
тивление в локальной электрической цепи.

Уравнения движения и рабочие режимы ВЭУ

Составляя уравнения движения системы 
в форме уравнений Лагранжа второго рода и 
проводя процедуру обезразмеривания, полу-
чаем уравнения движения в следующем виде:
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Здесь точка обозначает производную по без-
размерному времени τ = 0,5nρS1r

2Vt/Jz; пере-
менные ωx = bΩx/V, ωz = r  Ωz  /V — безразмерные 
угловые скорости S-ротора и центрального вала, 
соответственно; k — безразмерный коэффици-
ент полезной нагрузки (чем больше нагрузка со 
стороны потребителей в цепи генератора ВЭУ, 
тем больше k).

Рабочему режиму ВЭУ соответствует устой-
чивая неподвижная точка уравнений (1).

Рис. 2. Графики аэродинамических коэффициентов CT(l), CD(l), CL(l) для ротора Савониуса
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Неподвижная точка * *( ; )x zω ω  системы (1) 
удовлетворяет следующей системе алгебраиче-
ских уравнений:

 
* * 2
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1 ( ) ( ( ) ( ) ) 0.

x z T

z L D z z

C

C C k

⎧ ω = λ + ω λ =⎪
⎨
⎪ + ω λ − λ ω − ω =⎩

 (2)

Здесь значение λ = λ0, соответствующее ста-
ционарному движению системы, определяется 
корнем функции CT(λ).

Для произвольного * 0zω >  система (2) опре-
деляет однозначно значения переменной *

xω
и параметра k, при которых существует непод-
вижная точка с заданным *

zω . Другими слова-
ми, удобно задать семейство решений системы 
(2) как параметрическую зависимость от *

zω , 
поскольку k входит в систему (2) линейно, а 

*
zω  — нелинейно. Из второго уравнения систе-

мы (2) получаем единственное значение коэф-
фициента k, обеспечивающее существование 
неподвижной точки с заданным *

zω :
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Если величина k, определяемая формулой 
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Учитывая эти свойства, получаем, что для 
любого k > 0 существует ровно одна неподвиж-
ная точка системы (1).

Бифуркационные диаграммы, описываю-
щие зависимости между коэффициентом k 
полезной нагрузки и безразмерными угловы-
ми скоростями *

zω  центрального вала и *
xω  

S-ротора на стационарном режиме, представ-
лены на рис. 3.

Зависимости, представленные на рис. 3, по-
строены численно как параметрические функ-
ции *

zω  с использованием первого соотноше-
ния системы (2) и формулы (3).

Устойчивость стационарных режимов
движения системы

В случае, когда система (2) имеет решение, 
достаточные условия асимптотической устой-
чивости неподвижной точки выглядят следу-
ющим образом (получены с использованием 
критерия Гурвица):
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Если хотя бы одно из чисел Δ1 или Δ2 по-
ложительно, то соответствующая неподвижная 
точка неустойчива.

Из качественных свойств аэродинамиче-
ских коэффициентов следует, что TC ′ (λ0) < 0, 

DC ′ (λ0) > 0, CD(λ0) > 0.
Принимая во внимание, что k > 0, получа-

ем, что Δ2 < 0.
В силу качественных свойств функции CD(λ) 

выполнены следующие неравенства: CD(0) > 0 
и величина DC ′ (λ0) меньше, чем среднее (по λ) 
значение производной dCD(λ)/dλ на интервале 
λ ∈ (0, λ0). Из этого, в частности, следует,
что выполнено неравенство: CD(λ0) > CD(0) +
+ λ0 DC ′ (λ0) > λ0 DC ′ (λ0). Следовательно, Δ1 < 0.

Таким образом, неподвижная точка систе-
мы (1) всегда асимптотически устойчива.

Рис. 3. Графики безразмерных угловых скоростей на стаци-
онарном режиме в зависимости от коэффициента полезной 
нагрузки
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Коэффициент механической мощности ВЭУ

Оценим коэффициент cp механической мощ-
ности, отбираемой у потока на стационарном 
режиме. Этот коэффициент определяется от-
ношением механической мощности P, отбира-
емой ветротурбиной у потока, к мощности P0 
потока, проходящего через характерное сече-
ние ветротурбины. Обозначим S0 — площадь 
характерного сечения ветротурбины. Значения 
P и P0 определяются по следующим формулам:

 
3 2

1
1

1 ( ( ) ( ) ) ;
2

z
a z z

z L D z z

rV
P T n L D r

U U

nS V C C
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= Ω = − Ω =⎜ ⎟
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0 0

1
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Коэффициент мощности cp определяется 
следующим образом:

 ( ) ( )( )20 1

0

1p z L D z z
P nS

c C C
P S

= = + ω λ − λ ω ω . (4)

Отметим, что чем больше отношение
s = nS1/S0, тем менее точным является пред-
положение модели о независимости обтекания 
лопастей ВЭУ. Будем считать, что для рас-
сматриваемой турбины s = 0,2. Зависимость 
коэффициента мощности cp, определяемого по 
формуле (4), от коэффициента полезной на-
грузки k, определяемого по формуле (3), пред-
ставлена на рис. 4 (сплошная линия).

Максимум cp составляет примерно 0,24 и до-
стигается при k ≈ 1,5. Для сравнения на рис. 4 
штриховой линией приведена функция cp(k), 
соответствующая классической ВЭУ типа Са-
вониуса, аэродинамические характеристики 

которой (см. рис. 2) использовались для опи-
сания каждого из S-роторов. При этом учтено, 
что s = 0,2.

Обсуждение результатов

Итак, для одиночного ротора Савониуса мак-
симум коэффициента мощности составляет око-
ло 0,18 [8] и достигается в случае s = 0,2 при
k ≈ 1,2. Таким образом, максимальный коэф-
фициент мощности для ветротурбины, исполь-
зующей силу Магнуса, может быть несколько 
выше, чем для классического ротора Савони-
уса (с той же характерной площадью осевого 
сечения). Реализация этой возможности за-
висит от отношения характерных площадей
s = nS1/S0. Максимальное значение cp для рас-
сматриваемой ВЭУ составляет примерно 1,2s. 
Это значение выше, чем для классической ВЭУ 
Савониуса, если s превосходит некоторое кри-
тическое значение s* ≈ 0,15. Чем больше s, тем 
больше ожидаемое преимущество по сравне-
нию с классическим ротором Савониуса.

Заключение

В работе проведено исследование динами-
ческой модели горизонтально-осевой ВЭУ, ис-
пользующей эффект Магнуса. Описана зави-
симость коэффициента мощности, отбираемой 
у потока на стационарных режимах, от коэффи-
циента полезной нагрузки. В частности, опре-
делено максимальное значение коэффициента 
мощности. Это значение сопоставлено с ана-
логичным показателем эффективности, вычис-
ленным для классического ротора Савониуса.
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The closed mathematical model of the Magnus-effect-based horizontal axis wind turbine is constructed. The central 
shaft of the turbine is directed along the wind flow. Several Savonius rotors are mounted in cylindrical joints at the central 
shaft. Axis of these joints are orthogonal to the wind flow direction. Self-sustained rotation of Savonius rotors induces the 
Magnus force that sustains the rotation of the central shaft. The rotor of an electric generator is attached to the central 
shaft. The generator is connected to a local electric circuit. The quasi-steady approach is used to describe the aerodynamic 
action upon the system. Corresponding aerodynamic coefficients are approximated basing on experimental data. The elec-
tromechanical torque acting upon the rotor of the generator is supposed to be linear with respect to the angular speed of the 
rotor. The coefficient of the electromechanical torque depends on the external resistance in the circuit of the generator. The 
payload coefficient is introduced as a function of the wind speed and the external resistance in the circuit of the generator. 
The bifurcation diagram is constructed that describes the mechanical power of the wind turbine depending on the payload 
coefficient. The maximum power is estimated. The corresponding value of the payload coefficient is calculated.
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