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troduced to compensate errors of radio signal passed through the ionosphere. This makes it possible to solve the problem of
precise estimation of object’s location coordinates very effectively. It is actual to consider the location coordinates as the initial
information in the construction of onboard navigation algorithms for estimating other parameters of the trajectory, among which
the most important is the velocity vector of the object relative to the Earth surface. The article presents a mathematical model
of the inverse trajectory problem, the purpose of which is to evaluate object’s location coordinates derivatives, described the
used technology, research is carried out and procedures are proposed to improve the solvability of the problem under conditions
of finite accuracy of measurements and representation of numbers in a computing environment. To solve the problem, a neural-
like algorithm of the Kalman type is proposed. The results of computational experiments are also presented.
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Эволюционный алгоритм минимизации затрат характеристической 
скорости на переориентацию орбиты космического аппарата

1. Постановка задачи

Преäпоëожиì, ÷то вектор ускорения u от тяãи
реактивноãо äвиãатеëя во все вреìя управëяеìоãо
äвижения КА направëен ортоãонаëüно пëоскости
еãо орбиты. Тоãäа орбита КА во вреìя управëяеìоãо
äвижения öентра ìасс КА не ìеняет своей форìы
и разìеров. Орбита КА повора÷ивается в про-
странстве поä äействиеì управëения как неизìе-
няеìая (неäефорìируеìая) фиãура. Рассìотриì
сëеäуþщуþ заäа÷у: пустü необхоäиìо перевести

орбиту КА, äвижение öентра ìасс котороãо опи-
сывается уравненияìи [1]

2l  = l é wη, 

wη = (ur/c) i1 + (c/r2)i3,

ϕ  = c/r2, 

r = p/(1 + ecosϕ), 

c = const

В кватернионной постановке рассмотрена задача оптимальной переориентации орбиты космического аппарата (КА). Рас-
смотрен актуальный частный случай задачи, когда орбита КА является круговой, а управление принимает свои максимальные
по модулю значения на отдельных участках активного движения КА (при этом также присутствуют участки пассивного дви-
жения КА). Построен оригинальный эволюционный алгоритм нахождения оптимальных траекторий перелетов КА, в котором
неизвестными величинами являются длительности участков движения КА. Приведены примеры численного решения задачи для
случаев, когда отличие между начальной и конечной ориентациями орбиты КА составляет единицы (или десятки) градусов в
угловой мере. Рассмотрен случай, когда конечная ориентация орбиты КА соответствует ориентации орбиты одного из спут-
ников отечественной орбитальной группировки ГЛОНАСС. Построены графики изменения компонент кватерниона ориента-
ции орбитальной системы координат, отклонения текущего положения орбиты КА от требуемого, оптимального управления.
Установлены особенности и закономерности процесса оптимальной переориентации орбиты КА.
Ключевые слова: космический аппарат, орбита, кватернион, оптимизация, ген



788 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 11, 2017

из заäанноãо на÷аëüноãо состояния

t = t0 = 0, 

ϕ(0) = ϕ0, 

l(0) = l(0) = L0 é (cos(ϕ0/2) + i3sin(ϕ0/2)) (1)

в коне÷ное состояние, принаäëежащее ìноãообразиþ

t = t* = ? (вреìя окон÷ания управëяеìоãо
проöесса неизвестно), 

ϕ(t*) = ϕ*, 
vect[⎯l(t*) é L* é (cos(ϕ*/2) + i3sin(ϕ*/2)] = 0 (2)

(÷ерта наä кватернионоì — сиìвоë сопряжения),
с поìощüþ кусо÷но-постоянноãо управëения

u(t) = (–1)kustart, есëи t2k m t m t2k + 1
(k = 0, 1, ..., INT(0,5(M – 1));

u(t) = 0, есëи t2k – 1 m t m t2k (k = 1, ..., INT(0,5M)).

Зäесü INT(...) — öеëая ÷астü ÷исëа в скобках, М —
÷исëо у÷астков äвижения КА.
При этоì необхоäиìо ìиниìизироватü затраты

характеристи÷еской скорости [2] на переориента-
öиþ орбиты КА. Отìетиì, ÷то ÷исëо у÷астков äви-
жения КА M поëаãается заäанныì. Известно, ÷то
в сëу÷ае при ìиниìаëизаöии затрат характеристи-
÷еской скорости оптиìаëüное управëение, которое
нахоäится с поìощüþ принöипа ìаксиìуìа
Л. С. Понтряãина [3], иìеет иìенно такой виä.
Зäесü l = λ0 + λ1i1 + λ2i2 + λ3i3 — норìирован-

ный кватернион ориентаöии орбитаëüной систеìы
коорäинат η в инерöиаëüной систеìе коорäинат X
(осü η1 этой систеìы коорäинат направëена вäоëü
раäиуса-вектора r öентра ìасc КА, а осü η3 перпен-
äикуëярна пëоскости орбиты); i1, i2, i3 — вектор-
ные ìниìые еäиниöы Гаìиëüтона; é — сиìвоë
кватернионноãо уìножения, верхняя то÷ка озна÷ает
произвоäнуþ по вреìени t, äифференöирование
выпоëняется в преäпоëожении неизìенности ве-
ëи÷ин i1, i2, i3; ϕ — истинная аноìаëия (уãоë ìежäу
r и раäиусоì-вектороì периöентра орбиты КА),
эта переìенная характеризует поëожение КА на
орбите; r = |r|; p и e — параìетр и эксöентриситет
орбиты; c = |rЅdr/dt| — постоянная пëощаäей; u —
аëãебраи÷еская веëи÷ина реактивноãо ускорения;
L = Λ0 + Λ1i1 + Λ2i2 + Λ3i3 — кватернион ориента-
öии орбиты КА; ustart ∈ {–umax, umax} — зна÷ение
управëения на первоì у÷астке активноãо äвижения
КА: Δk = tk – tk – 1 — искоìые веëи÷ины (äëитеëü-
ности у÷астков активноãо äвижения КА).
Известно, ÷то кватернион L поëу÷ается из ква-

терниона ориентаöии орбитаëüной систеìы коор-
äинат с поìощüþ поворота

L = l é (cos(ϕ*/2) – i3sin(ϕ*/2).

В äанной заäа÷е известны c, p, e, ϕ0, а также на-
÷аëüное и коне÷ное зна÷ения кватерниона ориен-
таöии орбиты КА. Необхоäиìо найти äëитеëüнос-
ти у÷астков активноãо äвижения КА.

Ввеäеì безразìерные переìенные по форìуëаì
r = Rrb, t = Tt b, u = umaxu

b. Зäесü R — характерное
расстояние (веëи÷ина, бëизкая к äëине боëüøой
поëуоси орбиты управëяеìоãо КА); T = R2/c — ха-
рактерное вреìя. Коìпоненты кватерниона ори-
ентаöии орбиты КА λj явëяþтся безразìерныìи.
Посëе эëеìентарных преобразований систеìа фа-
зовых уравнений приìет виä [4]

2l  = l é wb;

wb = (Nubrb)i1 + i3; (3)

ϕ  = (rb)–2;

rb = 1/(1 + ecosϕ).

Зäесü N = umaxR
3/c2 — характерный безразìер-

ный параìетр заäа÷и.
Оãрани÷ение по управëениþ в безразìерноì виäе:

–1 m ub m 1.

2. Алгоритм решения задачи

Ранее в работах [4, 5] поставëенная заäа÷а реøа-
ëасü с поìощüþ принöипа ìаксиìуìа Л. С. Понт-
ряãина. В резуëüтате приìенения принöипа ìак-
сиìуìа быëа поëу÷ена краевая заäа÷а с поäвиж-
ныì правыì конöоì, которая реøаëасü ÷исëенно с
поìощüþ итераöионноãо ìетоäа [6]. К сожаëениþ,
в этой заäа÷е не найäены форìуëы äëя нахожäения
неизвестных на÷аëüных зна÷ений сопряженных
переìенных. При этоì на÷аëüные прибëижения äëя
зна÷ений сопряженных переìенных пëохо схоäятся
к теì зна÷енияì, которые äоставëяþт нуëи функ-
öияì невязок. Итераöионные ìетоäы постоянно
попаäаþт в ëокаëüные ìиниìуìы функöий невя-
зок. В настоящей статüе построен эвоëþöионный
аëãоритì реøения этой заäа÷и. При приìенении
этоãо аëãоритìа не нужно искатü на÷аëüные зна-
÷ения сопряженных переìенных. Поäобные ìетоäы,
основанные на искусственноì интеëëекте и ìа-
øинноì обу÷ении, рассìотрены, наприìер, в ра-
ботах [7, 8]. Опиøеì основные этапы эвоëþöион-
ноãо аëãоритìа, сëеäуя книãе [9].
Даëее буäеì рассìатриватü сëу÷ай, коãäа орбита

КА явëяется круãовой, при этоì e = 0, а rb = 1. От-
ìетиì, ÷то орбиты спутниковых ãруппировок
ГЛОНАСС и GPS бëизки к круãовыì.
Вна÷аëе необхоäиìо сëу÷айныì образоì сãене-

рироватü попуëяöиþ из Nmax пробных реøений
(особей), кажäое из которых преäставëяет собой
набор из M вещественных ÷исеë. При этоì вìесто
вещественноãо ÷исëа Δk в паìяти хранится öеëое
÷исëо uk

int (ãен), (0 m uk
int m 2L – 1). Связü ìежäу

искоìыì вещественныì ÷исëоì и ãеноì äается
форìуëой

Δk = ΔTmaxuk
int/(2L – 1),

ãäе ΔTmax — заäанная ìаксиìаëüная äëитеëüностü
активноãо у÷астка äвижения КА.
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На второì øаãе аëãоритìа äëя кажäой особи
нахоäится по известной форìуëе [10]

l(tk) = l(tk – 1) é (cos(0,5ωΔk) + ω–1sin(0,5ωΔk)w
b);(4)

wb = (Nubrb)i1 + i3, ω = |wb|

зна÷ение кватерниона ориентаöии орбитаëüной
систеìы коорäинат при t = t* = tM с на÷аëüныìи
усëовияìи (1) (управëение заäается выбранной
хроìосоìой). В ка÷естве зна÷ения функöии при-
способëенности (öеëевой функöии) берется ìоäуëü
ëевой ÷асти соотноøения (2). Как известно, прин-
öип естественноãо отбора закëþ÷ается в тоì, ÷то в
конкурентной борüбе выживает наибоëее приспо-
собëенная особü. В наøеì сëу÷ае, ÷еì ìенüøе зна-
÷ение öеëевой функöии, теì боëее приспособëен-
ной явëяется особü, т. е. пробное реøение, испоëü-
зовавøееся в ка÷естве арãуìента öеëевой функöии.
Есëи на этоì øаãе äëя некоторой особи зна÷ение
öеëевой функöии ìенüøе напереä заäанноãо ìа-
ëоãо ÷исëа ε, то выпоëнение аëãоритìа закан÷ива-
ется, а управëение, соответствуþщее äанной особи,
выäается в ка÷естве реøения заäа÷и. Есëи же пре-
выøено ìаксиìаëüное ÷исëо итераöий , то
в ка÷естве реøения заäа÷и выäается управëение,
соответствуþщее особи с ìиниìаëüныì зна÷ениеì
öеëевой функöии.
На третüеì øаãе аëãоритìа отбрасывается по-

ëовина особей, иìеþщих наибоëüøие (хуäøие)
зна÷ения öеëевой функöии (преäпоëаãается, ÷то
÷исëо особей Nmax явëяется ÷етныì). Затеì прово-
äится скрещивание особи с наиìенüøиì зна÷ени-
еì öеëевой функöии со всеìи остаëüныìи, в тоì
÷исëе и с саìой собой. В ка÷естве оператора скре-
щивания быë выбран ìетоä проìежуто÷ной ре-
коìбинаöии [9]. Потоìки созäаþтся по сëеäуþще-
ìу правиëу:

Потоìок = Роäитеëü1 + α(Роäитеëü2 — Роäитеëü1).

Зäесü α — сëу÷айное ÷исëо на отрезке [–0,25; 1,25].
Дëя кажäоãо ãена созäаваеìоãо потоìка выби-

рается отäеëüный ìножитеëü α. Поëу÷енные ãены
потоìка окруãëяþтся äо бëижайøих öеëых ÷исеë,
ëежащих на отрезке [0; 2L – 1]. В резуëüтате поëу-
÷ается новая попуëяöия из Nmax

 особей.
На ÷етвертоì øаãе аëãоритìа вы÷исëяется среä-

нее зна÷ение öеëевой функöии äëя попуëяöии, по-
ëу÷енной на третüеì øаãе. Есëи оно боëüøе, ÷еì
среäнее зна÷ение öеëевой функöии, вы÷исëенное
на второì øаãе, то осуществëяется ìутаöия особей
в попуëяöии. Дëя этоãо ãены всех особей записы-
ваþтся в äвои÷ноì виäе (на кажäый ãен отвоäится
ровно L бит) и с вероятностüþ pmut ∈ (0; 1] прово-
äится инвертирование сëу÷айныì образоì вы-
бранноãо бита кажäоãо ãена. Затеì осуществëяется
возврат ко второìу øаãу аëãоритìа.
Отìетиì, ÷то описанный аëãоритì необхоäиìо

приìенятü неоäнократно äëя разных на÷аëüных
попуëяöий. При этоì буäет поëу÷ено нескоëüко
реøений, из которых необхоäиìо выбратü то, кото-

рое соответствует переориентаöии орбиты с ìенü-
øиìи затратаìи характеристи÷еской скорости.

3. Примеры численного решения задачи

Дëя ÷исëенноãо реøения поставëенной заäа÷и с
поìощüþ описанноãо выøе аëãоритìа быëа сос-
тавëена проãраììа на языке Python.
Веëи÷ины, характеризуþщие форìу, разìеры

орбиты КА, на÷аëüное и коне÷ное поëожения КА
на орбите, на÷аëüнуþ и коне÷нуþ ориентаöии ор-
биты КА, поëаãаëисü равныìи [11] (aor — боëüøая
поëуосü орбиты):

aor = 25 500 000 ì, umax = 0,101907 ì/с2,
N = 0,35, ϕ0 = 3,940323 раä;

а) на÷аëüная ориентаöия орбиты КА:

 = 0,679417,  = –0,245862,

 = –0,539909,  = –0,353860;

 = 0,061834,  = –0,451574,

 = 0,457556,  = 0,763545;

коне÷ная ориентаöия орбиты КА:
вариант 1 (ìаëое отëи÷ие в ориентаöиях орбит КА):

 = 0,678275,  = –0,268667,

 = –0,577802,  = –0,366116;

вариант 2 (боëüøое отëи÷ие в ориентаöиях ор-
бит КА):

 = –0,440542,  = –0,522476,

 = –0,125336,  = –0,719189;

вариант 3 (боëüøое отëи÷ие в ориентаöиях ор-
бит КА, ГЛОНАСС):

 = –0,255650,  = –0,162241,

 = 0,510674,  = 0,804694;

б) на÷аëüная ориентаöия орбиты КА:

 = 0,235019,  = –0,144020,

 = –0,502258,  = 0,819610;

 = –0,663730,  = 0,518734,

 = –0,062608,  = –0,535217;

коне÷ная ориентаöия орбиты КА:
вариант 4 (ìаëое отëи÷ие в ориентаöиях орбит
КА, ГЛОНАСС):

 = –0,255650,  = –0,162241,

 = 0,510674,  = 0,804694.

Niter
max
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Масøтабируþщие ìножитеëи рав-
ны: R = 26 000 000 ì, T = 9449,714506 с.
Они соответствуþт зна÷енияì äекарто-
вых коорäинат и проекöий вектора
скорости öентра ìасс КА, привеäен-
ныì в книãе [12].
Отìетиì, ÷то в вариантах 1, 4 отëи-

÷ие ориентаöий орбит по äоëãоте вос-
хоäящеãо узëа, накëону, уãëовоìу рас-
стояниþ периöентра от узëа составëяет
еäиниöы ãраäусов; а в вариантах 2, 3 —
äесятки ãраäусов в уãëовой ìере. В третü-
еì и ÷етвертоì вариантах кватернион
коне÷ной ориентаöии орбиты КА соот-
ветствует ориентаöии орбиты оäноãо из
спутников оте÷ественной орбитаëüной
ãруппировки ГЛОНАСС.
Параìетры ãенети÷ескоãо аëãорит-

ìа поëаãаëисü равныìи:

L = 40, Nmax = 10 000, pmut = 0,9.

На рис. 1—4 привеäены резуëüтаты
реøения заäа÷и оптиìаëüной переори-
ентаöии круãовой орбиты КА äëя вари-
антов 1—4. Зäесü

err = err(t) =
=|vect[l(t*)éL*é(cos((ϕ0 + t)/2) +

+ i3sin((ϕ0 + t)/2)]|.

В хоäе ÷исëенноãо реøения заäа÷и
быëо установëено, ÷то при сìене знака
управëения на первоì у÷астке актив-
ноãо äвижения КА (а также при увеëи-
÷ении ÷исëа активных у÷астков äвиже-
ния КА) затраты характеристи÷еской
скорости на переориентаöиþ орбиты
КА увеëи÷иваþтся. Отìетиì, ÷то ис-
поëüзование анаëити÷еских форìуë (4)
вìесто ÷исëенноãо интеãрирования
уравнений (3) ìетоäоì Рунãе—Кутты
позвоëяет зна÷итеëüно ускоритü работу
аëãоритìа. При сохранении приеìëе-
ìой äëитеëüности работы проãраììы
становится возìожныì на нескоëüко
поряäков увеëи÷итü ÷исëо особей в по-
пуëяöии и быстрее найти реøение за-
äа÷и. Отìетиì также, ÷то äëитеëüности
второãо и третüеãо у÷астков äвижения
КА в рас÷етах äëя варианта 4 на äва по-
ряäка ìенüøе äëитеëüностей остаëü-
ных у÷астков. В то же вреìя поëу÷итü
реøение заäа÷и с ìенüøиì ÷исëоì
у÷астков äвижения КА не уäаëосü. Так-
же быëо установëено, ÷то äëитеëüностü
переориентаöии орбиты КА äëя второ-
ãо и третüеãо вариантов ãрани÷ных ус-
ëовий боëüøе, ÷еì в сëу÷ае ìаëоãо от-
ëи÷ия в ориентаöиях орбит КА. Боëее
тоãо, оказаëосü, ÷то реøитü заäа÷у с
поìощüþ преäëоженноãо аëãоритìа

Рис. 3. Круговая орбита, вариант 3, M = 17:
а — коìпоненты кватерниона ориентаöии орбитаëüной систеìы коорäинат;
б — коìпоненты кватерниона ориентаöии орбиты КА; в — откëонение ори-
ентаöии орбиты от требуеìой; г — оптиìаëüное управëение

Рис. 2. Круговая орбита, вариант 2, M = 11:
а — коìпоненты кватерниона ориентаöии орбитаëüной систеìы коорäинат;
б — коìпоненты кватерниона ориентаöии орбиты КА; в — откëонение ори-
ентаöии орбиты от требуеìой; г — оптиìаëüное управëение

Рис. 1. Круговая орбита, вариант 1, M = 5:
а — коìпоненты кватерниона ориентаöии орбитаëüной систеìы коорäинат;
б — коìпоненты кватерниона ориентаöии орбиты КА; в — откëонение ори-
ентаöии орбиты от требуеìой; г — оптиìаëüное управëение
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проще в сëу÷ае, коãäа на÷аëüная и коне÷-
ная орбиты КА бëизки äруã к äруãу.
В äаëüнейøеì преäпоëаãается ìоäифи-

öироватü описанный в статüе эвоëþöион-
ный аëãоритì так, ÷тобы оптиìаëüное
÷исëо у÷астков äвижения КА опреäеëя-
ëосü в хоäе реøения заäа÷и.
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The problem of optimal reorientation of spacecraft orbit is considered in quaternion formulation. Control (jet thrust vector
orthogonal to the plane of the orbit) is limited in magnitude. It is necessary to minimize the costs of characteristic velocity for
the process of reorientation of the spacecraft orbit. To describe the motion of the spacecraft center of mass quaternion differ-
ential equation of the orientation of the orbital coordinate system was used. The actual special case of the problem, when the
spacecraft's orbit is circular and control equals to its maximum (in modulus) value on adjacent parts of active spacecraft motion
(there are also parts of passive motion of the spacecraft), was considered. Various iterative methods (Newton's method, gradient
descent method, etc.) are often used to solve boundary value problems obtained as a result of the maximum principle. There
are no formulas for finding unknown initial values of conjugate variables. Original evolutionary algorithm for finding the tra-
jectories of spacecraft fastest flights is built. In this case the lengths of the sections of the spacecraft motion are unknown. This
method does not require any information about the unknown initial values of conjugate variables. The high speed of operation
of the proposed evolutionary algorithm is achieved through the use of existing in this case, a known analytical solution of equa-
tions of the problem. Examples of numerical solution of the problem for the case when the difference between the initial and
final orientations of the spacecraft's orbit equals to a few (or tens of) degrees in angular measure, are given. Also the case was

Рис. 4. Круговая орбита, вариант 4, M = 5:
а — коìпоненты кватерниона ориентаöии орбитаëüной систеìы коорäинат;
б — коìпоненты кватерниона ориентаöии орбиты КА; в — откëонение ори-
ентаöии орбиты от требуеìой; г — оптиìаëüное управëение
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considered when the final orientation of the spacecraft's orbit corresponds to one of the satellites of Russian GLONASS orbital
grouping. The graphs of components of the quaternion of orientation of the orbital coordinate system, the deviation of the cur-
rent position of the spacecraft's orbit to the required and optimal control are drawn. Specific features and regularities of the
process of optimum reorientation of the spacecraft's orbit are given.
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