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Метод АКАР и теория адаптивного управления
в задачах синтеза нелинейных систем управления

Введение

В ìировой и оте÷ественной нау÷ной ëитературе
пробëеìе аäаптивноãо управëения посвящены äе-
сятки ìоноãрафий и тыся÷и статей и äокëаäов
[1—4]. Ис÷ерпываþщий обзор ìетоäов этой те-
ории изëожен в известной ìоноãрафии [4]. В пре-
äисëовии "Неëинейностü, аäаптаöия, саìоорãани-
заöия" к этой книãе известный ìатеìатик — спе-
öиаëист в обëасти неëинейной äинаìики и
синерãетики Г. Г. Маëинеöкий пиøет: "Книгу, ко-
торую вы держите в руках, вероятно, ждет долгая
и счастливая жизнь. Это не значит, что у нее будет
очень много читателей — обилие формул и высокий
математический уровень предполагают серьезную
предварительную подготовку. Эта книга не поможет
студентам и аспирантам, осваивающим теорию уп-
равления, "выучить и сдать". Не поможет в силу глу-
бокого анализа и оригинальности выдвигаемого под-
хода. Эта работа не привлечет ни популяризаторов
науки, ни специалистов по внедрению инноваций.
Поставленные в ней вопросы более фундаментальны
и значимы, чем ответы на них, которые сегодня мо-
гут предложить авторы, да и наука об управлении в
целом. Вместе с тем эта работа представляется од-
ной из наиболее глубоких, оригинальных и значимых
исследований в теории управления среди появившихся
в России в последнее десятилетие...".
Это, вообще ãоворя, уäивитеëüное заявëение, в

о÷ереäной раз иëëþстрируþщее известное преäуп-
режäение акаäеìика А. А. Красовскоãо об опас-
ности ÷резìерноãо ìатеìати÷ескоãо форìаëизìа
на пути развития совреìенной теории автоìати÷е-
скоãо управëения (СТАУ) [5]: "... в развитии СТАУ
с точки зрения практики далеко не все обстоит благо-
получно. Классическую ТАР в основном создавали ин-

женеры для инженеров. СТАУ создают в основном
математики для инженеров и во все большей мере
математики для математиков. Последнее с точки
зрения практики вызывает определенное беспокой-
ство. Главное негативное влияние на практическое
внедрение методов СТАУ оказывает масса оторван-
ных от практических потребностей и возможностей
работ и даже направлений, интересных в матема-
тическом отношении, но бесплодных в отношении
современных приложений. Нельзя отрицать право на
существование математической СТАУ как раздела
математики, развивающегося по собственным зако-
нам и находящего применение по мере возникновения
соответствующих потребностей. Однако такая
математическая СТАУ должна быть достаточно
четко выделена по отношению к прикладной СТАУ".
Зäесü также напраøивается ирони÷ное высказыва-
ние А. Эйнøтейна по повоäу приìенения ìатеìа-
ти÷еских ìетоäов: "... существует поразительная
возможность овладеть предметом, не понимая суще-
ства дела" (!).
Возìожно, поэтоìу Г. Г. Маëинеöкий, всëеä за

автораìи книãи [4], пиøет: "Тут, пожалуй, стоит
в рассказе о былых надеждах и успехах поставить
точку и согласиться с авторами — современная те-
ория адаптивного управления зашла в тупик. И суть
книги И. Ю. Тюкина, В. А. Терехова — указать путь
из этого тупика". В саìоì äеëе, есëи суäитü по
пубëикаöияì посëеäних ëет авторов книãи [4], то
выхоäоì из тупика, в который попаëа теория аäап-
тивноãо управëения, стаëо ввеäение в ее арсенаë
аттракторов — инвариантных ìножеств, в тоì ÷ис-
ëе и хаоти÷еских, ìакропереìенных и äруãих кëþ-
÷евых понятий из синерãети÷еской теории управ-
ëения (СТУ) и ìетоäа анаëити÷ескоãо конструиро-
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вания аãреãированных реãуëяторов (АКАР) [6—9],
а также некоторых эëеìентов "бэкстеппинãа" (на-
ìи в работе [10] быëо отìе÷ено, ÷то ìетоä АКАР
превосхоäит по своиì возìожностяì "бэкстеп-
пинã"). Это и позвоëиëо, как утвержäаþт авторы
книãи [4], развитü новый поäхоä к реøениþ про-
бëеìы аäаптаöии в неëинейных систеìах.
По повоäу прикëаäных заäа÷ управëения, впер-

вые реøенных в работе [4], Г. Г. Маëинеöкий пи-
øет: "Еще одним большим достоинством книги явля-
ются конкретные задачи, решение которых опира-
ется на предлагаемые подходы. Задачи рассмотрены
подробно и результаты "доведены до числа". Собст-
венно, задачи три. Это управление динамикой авто-
мобиля в режиме разгона—торможения в условиях
неопределенности качества дорожного покрытия;
идентификация моделей электрической активности
клеток нервной системы по измерениям мембранного
потенциала; адаптивное сравнение шаблонов в систе-
мах обработки визуальной информации. Эти задачи
относятся к разным областям — конструированию,
идентификации моделей нелинейных математиче-
ских моделей, техническому зрению. И в каждом из
этих случаев предлагаемые в книге подходы к адаптив-
ному управлению приводят к интересным, значимым
результатам". Ниже буäет рассìотрено эффектив-
ное реøение первых äвух из указанных выøе заäа÷
искëþ÷итеëüно на основе ìетоäа АКАР и без при-
вëе÷ения äруãих ìетоäов аäаптивноãо управëения.
Метоä АКАР преäëаãает äва способа обеспе÷ения

аäаптивности неëинейной систеìы к внеøниì и
параìетри÷ескиì возìущенияì. Первый способ —
это испоëüзование принöипа интеãраëüной аäап-
таöии СТУ [9, 11, 12], коãäа вëияние параìетри÷е-
ских и/иëи внеøних возìущений на функöиони-
рование систеìы коìпенсируется за с÷ет постро-
енных неëинейных законов управëения с особыì
образоì ввеäенныìи интеãратораìи (в общеì сëу-
÷ае неëинейныìи). При этоì необхоäиìа ìини-
ìаëüная инфорìаöия о возìущении — еãо кëасс
(кусо÷но-постоянное, поëиноìиаëüное, ãарìони-
÷еское и т.ä.), который ìожно преäставитü äина-
ìи÷еской ìоäеëüþ в виäе систеìы äифференöи-
аëüных уравнений. Построение аäаптивных систеì
управëения, опираþщихся на принöип интеãраëü-
ной аäаптаöии, не требует синтеза набëþäатеëей
состояния и возìущений и, соответственно, опера-
тивной оöенки этих возìущений. Второй способ —
построение неëинейных набëþäатеëей параìетри-
÷еских и/иëи внеøних возìущений [7—9, 13, 14].
В этоì сëу÷ае синтезируеìые неëинейные законы
управëения äопоëняþтся поäсистеìой набëþäе-
ния, осуществëяþщей äинаìи÷ескуþ оöенку неиз-
ìеряеìых возìущений и их коìпенсаöиþ. Необ-
хоäиìо также отìетитü, ÷то на основе набëþäате-
ëей в СТУ ìожно построитü и такие набëþäатеëи,
которые äинаìи÷ески иäентифиöируþт неизìе-
ряеìые переìенные состояния объекта по изìе-
ряеìыì переìенныì состояния и ноìинаëüныì
параìетраì.

2. Примеры синтеза законов адаптивного 
управления методом АКАР

Пример 1. Сна÷аëа рассìотриì важнуþ при-
кëаäнуþ заäа÷у управëения торìозной систеìой
коëес автоìобиëей, саìоëетов и äруãих поäвижных
объектов [4, 15].
Антибëокирово÷ная торìозная систеìа (АБС)

äоëжна такиì образоì управëятü скоëüжениеì каж-
äоãо коëеса, ÷тобы преäотвратитü еãо бëокировку и
обеспе÷итü наибоëüøуþ степенü сöепëения с по-
ëотноì äороãи. Закон управëения АБС äоëжен
обеспе÷иватü параìетри÷ескуþ робастностü по от-
ноøениþ к быстро изìеняþщиìся свойстваì äо-
рожноãо поëотна и характеристикаì øины. На
рис. 1 изображена схеìа сиë взаиìоäействия тор-
ìозной систеìы коëеса, присоеäиненноãо к ìассе m.
При вращении коëеса в направëении скорости v,
сиëа сöепëения (сопротивëения) øины Fx созäается
трениеì ìежäу поверхностüþ øины и покрытиеì
äороãи. Эта сиëа буäет созäаватü ìоìент, который
порожäает вращаþщее äвижение коëеса, созäавая
уãëовуþ скоростü ω. Торìозной ìоìент, приëаãае-
ìый к коëесу, буäет äействоватü против вращения
коëеса, созäавая отриöатеëüное уãëовое ускорение.
Уравнения äвижения торìозной систеìы ко-

ëеса иìеþт виä [15]

(1)

ãäе v — ãоризонтаëüная скоростü äвижения авто-
ìобиëя; ω — уãëовая скоростü коëеса; Fx — сиëа
сöепëения øины; Tb — торìозной ìоìент; r — ра-
äиус коëеса; J — инерöия коëеса.
Сиëа Fx заäается в виäе

Fx = Fzμ(λ, μH, α), (2)

Рис. 1. Силы и моменты тормозной системы

m (t) = –Fx;

J (t) = rFx – Tbsignω,

v·

ω·
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ãäе Fz — вертикаëüная сиëа; μ — коэффиöиент тре-
ния, который явëяется неëинейной функöией сëе-
äуþщих арãуìентов: λ — коэффиöиент проäоëüно-
ãо скоëüжения øины; μH — коэффиöиент сöепëе-
ния ìежäу øиной и äороãой; α — уãоë скоëüжения
коëеса.
Проäоëüное скоëüжение λ опреäеëяется выра-

жениеì

λ = . (3)

Коэффиöиент λ (3) описывает норìаëизован-
нуþ разниöу ìежäу ãоризонтаëüной скоростüþ ав-
тоìобиëя v и скоростüþ вращения коëеса ωr. Зна-
÷ение этоãо коэффиöиента λ = 0 соответствует сво-
боäноìу äвижениþ коëеса, коãäа сиëа сöепëения
Fx не оказывает вëияния. Есëи при скоëüжении äо-
стиãается зна÷ение λ = 1, то коëесо бëокируется,
÷то озна÷ает еãо остановку. Коэффиöиент трения μ
в соотноøении (2) ìожет изìенятüся в о÷енü øи-
рокоì äиапазоне μ(0, μH, α) = 0 при λ = 0 и
μ(λ, μH, α) > 0 при λ > 0. Ка÷ественная зависи-
ìостü μ от скоëüжения λ показана на рис. 2, взятоì
из работы [15]. Из рис. 3 сëеäует, ÷то коэффиöиент
трения μ повыøается при повыøении скоëüже-
ния λ äо зна÷ения, ãäе äостиãается ìаксиìуì μH.
Дëя высоких зна÷ений скоëüжения λ коэффиöи-

ент μ буäет понижатüся äо наиìенüøеãо зна÷ения,
при котороì коëесо бëокируется, т. е. буäет äейст-
воватü тоëüко трение скоëüжения. Зависиìостü тре-
ния от äорожных усëовий показана на рис. 2 и 3.
Дëя вëажноãо покрытия иëи при обëеäенении
ìаксиìаëüное зна÷ение трения μH ìаëо, а правая
÷астü кривой выпряìëяется. О÷евиäно, ÷то кривая
сöепëения øины также зависит от ìарки øины,
в ÷астности, äëя зиìних øин эта кривая буäет
иìетü ярко выраженный ìаксиìуì.
В боëее общеì сëу÷ае сиëа сöепëения ìожет

бытü вы÷исëена как [16]

(4)

ãäе μc, μs — коэффиöиенты стати÷ескоãо и куëонов-
скоãо трения; vs — øтрибековская скоростü; σ0 —
норìаëизованная проäоëüная жесткостü; L — äëи-
на контактной поверхности øины; θ — параìетр,
характеризуþщий свойства поверхности.
Есëи äвижение коëеса происхоäит оäновреìен-

но в äвух направëениях, образуется уãоë скоëüже-
ния α, который возникает, коãäа коëесо äвиãается
со скоростüþ vx в проäоëüноì направëении и со
скоростüþ vy в боковоì направëении. В этоì сëу-

÷ае коэффиöиенты проäоëüноãо λx =  и бо-

ковоãо скоëüжения λy = sinα разëи÷аþтся, как и
соответствуþщие составëяþщие коэффиöиента
трения μx и μy. На рис. 2 показана зависиìостü
коэффиöиента трения μ от уãëа боковоãо скоëüже-
ния α. О÷евиäно, ÷то боковая сиëа Fy в основноì
зависит от уãëа боковоãо скоëüжения α, уìенüøа-
ясü по ìере роста этоãо уãëа. В äаëüнейøеì в öеëях
упрощения буäеì поëаãатü α = 0 и, сëеäоватеëüно,
μx = μ и vx = v.

На основе выражений (1)—(3) при v > 0 и ω l 0
поëу÷иì

(t) = – (1 – λ) + Fzμ(λ, μH, α) + Tb;  (5)

(t) = – Fzμ(λ, μH, α). (6)

Из уравнений (5), (6) сëеäует, ÷то, коãäа v → 0,
äинаìика разоìкнутой систеìы становится беско-
не÷но быстрой с бесконе÷ныì коэффиöиентоì
усиëения. Это привоäит к потере управëяеìости,
а реãуëятор скоëüжения при ìаëых v äоëжен бытü
откëþ÷ен.

v ωr–
v

-----------

Fx(Fz, v, ω, θ) = Fzsignλ ;

g(ω, λ, θ) = θ μc + (μs – μc) ,

σ0

L
----g ω λ θ, ,( ) λ

1 λ–
---------

σ0

L
---- λ

1 λ–
--------- g ω λ θ, ,( )+

-------------------------------------

 
⎝
⎜
⎜
⎛

e

rωλ
1 λ– vs
---------------–

⎠
⎟
⎟
⎞

vx ωr–

v
-------------

Рис. 3. Кривая скольжения шины

Рис. 2. Кривая скольжения шины m(l)
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В работе [15] показано, ÷то есëи v(0) > 0 и
λ(0) ∈ [0, 1], то λ(t) ∈ [0, 1] и (t) m 0 äëя всех t l 0
при v(t) > 0. Действитеëüно, λ(t) явëяется непре-
рывной функöией, поэтоìу возìожны то÷ки схо-
äа: λ = 0 и λ = 1. Рассìотриì сна÷аëа λ = 0. По-
скоëüку μ(0) = 0, из выражения (5) сëеäует, ÷то

(t) = Tb l 0, так как Tb l 0. Отсþäа сëеäует,

÷то λ(t) l 0 äëя всех t l 0. Рассìотриì теперü ва-
риант λ = 1. В этоì сëу÷ае ω = 0, и из систеìы (1)
сëеäует, ÷то (t) l 0. Соãëасно выражениþ (3)

(t) m 0 и λ(0) m 1, ÷то озна÷ает λ(t) m 1 äëя всех

t l 0. Наконеö, отìетиì, ÷то (t) m 0 в систеìе (1),
так как Fx l 0 äëя λ ∈ [1, 0].

Соãëасно работе [15] заäа÷а управëения состоит
в управëении проäоëüныì скоëüжениеì путеì
обеспе÷ения заäанноãо коэффиöиента скоëüже-
ния λ, ëибо явëяþщеãося константой λ0, ëибо опре-
äеëяеìоãо систеìой управëения верхнеãо уровня,
наприìер, ESP (эëектронной систеìой курсовой
устой÷ивости). Реãуëятор скоëüжения äоëжен бытü
робастныì по отноøениþ к неопреäеëенностяì в
характеристике øины и изìененияì усëовий äо-
рожноãо покрытия. Вхоäоì управëения явëяется
сиëа зажиìа Fb, связанная с торìозныì ìоìентоì
соотноøениеì Tb = kbFb. Максиìаëüная иëи ìини-
ìаëüная сиëа Fb ìожет бытü приëожена к торìоз-
ныì коëоäкаì соответствуþщиì испоëнитеëüныì
ìеханизìоì в проöессе торìожения. Миниìаëü-
ная сиëа Fbmin возникает, коãäа коëоäки распоëо-
жены пëотно к торìозноìу äиску, а ìаксиìаëüная
Fbmax — коãäа испоëнитеëüный ìеханизì нахоäит-
ся на преäеëе своих возìожностей. Это озна÷ает,
÷то в äиапазоне Fbmin...Fbmax испоëнитеëüный ìе-
ханизì ìожет изìенятü развиваеìый ìоìент тор-
ìожения коëеса.
Дëя коìпенсаöии возìущений в систеìах аäап-

тивноãо управëения, базируþщихся на построении
набëþäатеëей, по сути, осуществëяется их текущая
иäентификаöия и посëеäуþщая коìпенсаöия. Воз-
никаþщие при этоì техни÷еские труäности состо-
ят в сëеäуþщеì: ìоäеëü объекта äоëжна бытü äо-
стато÷но то÷ной, а äинаìика набëþäатеëя — боëее
быстрой по сравнениþ с äинаìикой изìенения
внеøних возìущений. Эти обстоятеëüства ìоãут
ухуäøатü практи÷ескуþ эффективностü набëþäате-
ëей в конкретных заäа÷ах управëения (наприìер,
повыøение быстроäействия набëþäатеëя приво-
äит к неäопустиìоìу выхоäу управëяþщих сиãна-
ëов за преäеëы оãрани÷ений). Оäнако, в öеëоì, это
ìожет привести к существенноìу усëожнениþ за-
конов аäаптивноãо управëения объектоì. В раìках
СТУ äруãиì способоì обеспе÷ения аäаптивности к
возìущенияì явëяется построение на основе
принöипа интеãраëüной аäаптаöии робастных ре-
ãуëяторов, которые парируþт наихуäøие внеøние
возìущения, äействуþщие на объект, без их теку-
щей иäентификаöии, а реаëизаöия таких реãуëято-

ров äостато÷но простая [9, 11, 12]. При этоì проф.
А. А. Коëесниковыì преäëожено сëеäуþщее опре-
äеëение: "... наихудшие возмущения (t) — это
такие внешние возмущения, которые за наименьшее
время отклоняют объект управления на максималь-
ное возможное расстояние от желаемого состояния
в его фазовом пространстве" [9]. Указанное опре-
äеëение по существу озна÷ает, ÷то наихуäøие воз-
ìущения — это кусо÷но-постоянные возìущения
виäа (t) = Mi0signμ(t) со сëу÷айныì изìене-
ниеì веëи÷ины Mi0 = const на соответствуþщеì
интерваëе и знака функöии μ(t).
Дëя парирования кусо÷но-постоянных возìуще-

ний синерãети÷еский реãуëятор äоëжен вкëþ÷атü в
себя оäин интеãратор, т. е. реаëизовыватü астати-
÷еский закон управëения, техни÷еская реаëизаöия
котороãо не вызывает затруäнений. Интеãраëüные
составëяþщие, с оäной стороны, коìпенсируþт
постоянные возìущения, повыøаþт то÷ностü уп-
равëения, а с äруãой — ухуäøаþт устой÷ивостü
заìкнутой систеìы. Но äëя ìетоäов СТУ такой
пробëеìы не существует, так как проöеäура этоãо
ìетоäа ãарантирует асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü
систеìы äифференöиаëüных уравнений сëожных
техни÷еских объектов. Испоëüзование принöипа
интеãраëüной аäаптаöии позвоëяет поëностüþ коì-
пенсироватü вëияние поëиноìиаëüноãо возìуще-
ния степени n: äëя этоãо особыì образоì ввоäится
n + 1 интеãратор. Гарìони÷еское возìущение поë-
ностüþ не коìпенсируется, но существенно осëаб-
ëяется вëияние äанноãо возìущения уже с треìя
интеãратораìи. Дëя коìпенсаöии ãарìони÷ескоãо
возìущения приеìëеì тоëüко поäхоä с синерãети-
÷ескиì неëинейныì набëþäатеëеì возìущений.
Поäробно проöеäура синтеза законов аäаптивноãо
управëения в соответствии с принöипоì интеã-
раëüной аäаптаöии изëожена в работах [11, 12].
Итак, öеëüþ управëения систеìой (1) явëяется

торìожение коëеса при требуеìоì зна÷ении коэф-
фиöиента проскаëüзывания λ = λ0 = const. Это по-
звоëяет соãëасно выражениþ (3) сфорìироватü ин-
вариант λ – λ0 = v – ωr – vλ0 = 0. В соответствии
с äанной öеëüþ и принöипоì интеãраëüной аäап-
таöии составиì расøиреннуþ ìоäеëü синерãе-
ти÷ескоãо синтеза при ω > 0:

(7)

ãäе z — äинаìи÷еская переìенная синтезируеìоãо
реãуëятора, выпоëняþщая роëü оöенщика внеøне-
ãо неизмеряемого возмущения, äействуþщеãо на сис-
теìу; η, υ1, υ2 — некоторые постоянные коэффи-
öиенты. В правой ÷асти третüеãо уравнения ìоäеëи
синерãети÷ескоãо синтеза (7) отражен ввоäиìый
техноëоãи÷еский инвариант.

v·

λ· r
vJ
-----

ω·

λ·

v·

Mi
sup

Mi
sup

(t) = υ1z;

(t) = –  – υ2z;

(t) = η(v – rω – vλ0),

v·

ω·
Tb

J
-----

z·
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Дëя расøиренной ìоäеëи синтеза (7) ввеäеì
ìакропереìеннуþ

ψ = v – rω – vλ0 – γz. (8)

Сëеäуя проöеäуре синтеза ìетоäоì АКАР, из
совìестноãо реøения соотноøения (8), функöио-
наëüноãо уравнения

(t) + βψ = 0 (9)

и расøиренной ìоäеëи (7) нахоäиì выражение äëя
управëяþщеãо возäействия:

Tb = (–υ1z(1 – λ0) – rυ2z +

+ γη(v – rω – vλ0) – β(v – rω – vλ0 – γz)). (10)

Провеäеì иссëеäование синтезированной сис-
теìы управëения АБС при сëеäуþщих параìетрах:
σ0 = 200; L = 0,25; μc = 0,5; μs = 0,9; vs = 12,5; r = 0,3;
m = 200; J = 0,23; Fz = 3000 и параìетрах реãуëятора
λ0 = 0,1; η = 1000; υ1 = 1; υ2 = 2; β = 50; γ = –5. Ре-
зуëüтаты ìоäеëирования преäставëены на рис. 4—10.
При ìоäеëировании поëаãаëосü, ÷то коэффиöиент
сöепëения с поверхностüþ θ изìеняется во вреìе-
ни в соответствии с зависиìостüþ:

θ(s) =  s = v(τ)dτ.

Такиì образоì, резуëüтаты коìпüþтерноãо ìо-
äеëирования синтезированной синерãети÷еской
систеìы управëения АБС свиäетеëüствуþт о ее вы-
сокой эффективности функöионирования в усëо-
виях неопреäеëенности äействия внеøней среäы.

ψ·

J
r
--

Рис. 4. График изменения линейной скорости

0,3 при s ∈ [0, 10];
1,3 при s ∈ (10, 20];
0,7 при s ∈ (20, 30];
0,4 при s ∈ (30, 40];
1,5 при s ∈ (40, 50];
0,6 при s ∈ (50, ∞);

 
0

t

∫

Рис. 6. График изменения скольжения

Рис. 5. График изменения угловой скорости

Рис. 7. График изменения тормозного момента
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Синтезированный ìетоäоì АКАР закон управ-
ëения (10), обеспе÷иваþщий требуеìые свойства
АБС в усëовиях зна÷итеëüной неопреäеëенности,
существенно проще синтезированноãо в работе [4]
аäаптивноãо закона управëения. Дëя реаëизаöии
реãуëятора (10) не требуется сëожной нейросети
äëя вы÷исëения параìетри÷еских и внеøних воз-
ìущений. В ìоноãрафии [4] преäëожен аäаптивный
закон управëения АБС, вкëþ÷аþщий в своþ струк-
туру функöиþ Fx(Fz, v, ω, θ) (4). При этоì преä-
поëаãается, ÷то на основе этой функöии ìожно
с поìощüþ нейросети вы÷исëитü текущие характе-
ристики äорожноãо поëотна. Такое преäпоëожение
преäставëяется практи÷ески ìаëоэффективныì,
так как в реаëüных усëовиях характеристики äо-
рожноãо поëотна ìоãут существенно изìенятüся, а в
структуру функöии Fx, соãëасно (4), не ввоäится
каких-ëибо изìеряеìых физи÷еских веëи÷ин, от-
ражаþщих текущее состояние поëотна. Разуìеется,
в спеöиаëизированных иäеаëüных усëовиях, коãäа
о функöии Fx и ее параìетрах заранее ìноãое из-
вестно и практи÷ески не требуется каких-ëибо
текущих физи÷еских изìерений, такой поäхоä
ìожет оказатüся впоëне оправäанныì. Такоãо роäа
усëовия возникаþт, наприìер, при провеäении
коìпüþтерных экспериìентов и т. ä.
Что же касается синтезированноãо в этоì при-

ìере аäаптивноãо закона управëения (10), постро-
енноãо на иäеоëоãии поäавëения наихуäøих ку-
со÷но-постоянных возìущений с поìощüþ интеã-
раторов в обратных связях, то äëя еãо реаëизаöии
не требуется ввоäитü функöиþ Fx, а ìожно испоëü-
зоватü физи÷ески äоступные коорäинаты торìоз-
ной систеìы.
Пример 2. Рассìотриì теперü ìоäеëü Хиинäар-

ìарøа и Роуза [4, 17], которая явëяется простей-
øей ìатеìати÷еской ìоäеëüþ эëектри÷еской ак-
тивности кëеток нервной систеìы:

(11)

зäесü x — ìеìбранный потенöиаë; переìенная y
ìоäеëирует äинаìику (быстрых) ионных токов;
z ìоäеëирует (ìеäëенный) ток аäаптаöии; u —
внеøний ток, инäуöируеìый в кëетку; a, b, α, c, β,
d, ε, τ, g — параìетры, при÷еì β, τ > 0.
Параìетры ìоäеëи (11) связаны с провоäиìо-

стüþ ìеìбраны и внутрикëето÷ныìи ионныìи то-
каìи и, вообще ãоворя, явëяþтся неизвестныìи
параìетраìи. Переìенная x явëяется изìеряеìыì
выхоäоì ìоäеëи (11), веëи÷ина u — вхоäоì систе-
ìы — управëениеì, а y, z — неизìеряеìыìи пере-
ìенныìи. Поскоëüку ìоäеëü (11) не уäовëетворяет
требованияì канони÷еской форìы аäаптивноãо на-
бëþäатеëя, то станäартные поäхоäы к иäентифика-
öии ìоäеëи (11) по изìеренияì вхоä-выхоä не при-
ìениìы. Такиì образоì, заäа÷а построения набëþ-
äатеëя траäиöионныìи поäхоäаìи не реøается.

(t) = –ax3 + bx2 + y – z + αu;

(t) = c – βy – dx2;

(t) = εx – τz + g,

x·

y·

z·

Рис. 8. График изменения динамической переменной регулятора

Рис. 9. График изменения коэффициента сцепления с поверх-
ностью

Рис. 10. График изменения силы сцепления
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Отëи÷итеëüной особенностüþ ìетоäа АКАР äëя
синтеза неëинейных аäаптивных систеì управëе-
ния явëяется то, ÷то он позвоëяет осуществëятü
синтез аäаптивных систеì по исхоäныì неëиней-
ныì ìоäеëяì объекта без приìенения проöеäур
ëинеаризаöии, сепарирования канаëов управëения
и без построения этаëонной ìоäеëи (÷то уже суще-
ственно упрощает структуру систеìы управëения).
При этоì структура аäаптивной систеìы синтези-
руется поëностüþ в анаëити÷ескоì виäе. Поäроб-
но проöеäура синтеза ìетоäоì АКАР неëинейных
законов аäаптивноãо управëения с набëþäатеëяìи
изëожена в работах [7—9, 13, 14].
Построиì äинаìи÷еский набëþäатеëü äëя пе-

реìенных y, z. Ввеäеì вектор Y, опреäеëяеìый вы-
ражениеì

Y = , (12)

ãäе ,  — оöенки соответствуþщих ненабëþäае-
ìых переìенных.
Дëя построения набëþäатеëя ввоäится функöи-

онаëüное уравнение относитеëüно вектора ìакро-
переìенной (12), уäовëетворяþщее ìоäеëи (11):

(t) + LY = 0, (13)

ãäе L — ìатриöа коэффиöиентов, опреäеëяþщая
устой÷ивостü уравнения (13) и заäаþщая äинаìику
набëþäатеëя, иìеет виä

L = . (14)

Посëе совìестноãо реøения (11)—(14) поëу÷иì
систеìу äвух уравнений:

(15)

Оöенку переìенных состояния ,  буäеì ис-
катü в форìе

(16)

ãäе s1, s2 — переìенные набëþäатеëя.
Поäставëяя уравнения (16) в систеìу (15), по-

ëу÷иì

(17)

Поскоëüку ненабëþäаеìые коорäинаты äоëж-
ны отсутствоватü в уравнениях набëþäатеëя, то
приравняеì коэффиöиенты при переìенных y, z в
посëеäнеì уравнении к нуëþ:

(18)

Из систеìы (18) поëу÷аеì

F1(x) = –L12x; F2(x) = L21x;

L11 = β – L12; L22 = τ – L21.

Как виäиì, нахоäитü неизвестные L11, L22
ìожно, заäавая зна÷ения L12, L21, наприìер, из
усëовия обеспе÷ения устой÷ивости и заäанноãо
вреìени перехоäноãо проöесса набëþäатеëя пере-
ìенных. Дëя этоãо заäаäиì жеëаеìый характерис-
ти÷еский поëиноì ìатриöы L:

Λ = (p – L0)
2 = p2 – 2L0 + , (19)

ãäе L0 — кратный коренü поëиноìа.
Сопоставëяя поëиноì (19) с опреäеëитеëеì

ìатриöы L 

det(pE – L) = p2 – (L11 + L22)p + L11L22 – L12L21,

поëу÷иì äва уравнения 

L11 + L22 = 2L0;

L11L22 – L12L21 = ,

которые совìестно с систеìой (18) позвоëяþт по-
ëу÷итü реøения äëя неизвестных коэффиöиентов:

L12 = ; L21 = ;

L11 = β – ; L22 = τ + .

Уравнения набëþäатеëя, в соответствии с сис-
теìой (17), ìоãут бытü записаны в виäе

(20)

а оöенки переìенных y, z äоëжны вы÷исëятüся со-
ãëасно уравненияì (16).

y y–

z z–

^
^

ŷ ẑ

Y·

L11 L12

L21 L22

c – βy – dx2 – (t) + L11(y – ) + L12(z – ) = 0;

εx – τz + g – (t) + L21(y – ) + L22(z – ) = 0.

ŷ

.

ŷ ẑ

ẑ

.

ŷ ẑ

ŷ ẑ

 = F1(x) + s1;

 = F1(x) + s2,

ŷ

ẑ

c – βy – dx2 – (–ax3 + bx2 + y – z + αu) +

+ (t) + L11(y – ) + L12(z – ) = 0;

εx – τz + g – (–ax3 + bx2 + y – z + αu) +

+ (t) + L21(y – ) + L22(z – ) = 0.

F1∂
x∂

-------

s·1 ŷ ẑ

F2∂
x∂

-------

s·2 ŷ ẑ

–β –  + L11 = 0;

 + L12 = 0;

–  + L21 = 0;

–τ +  + L22 = 0.
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β L0–( )2

β τ–
-----------------

τ L0–( )–
2

β τ–
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β L0–( )2

β τ–
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τ L0–( )2

β τ–
-----------------

(t) = c – dx2 + L12(–ax3 + bx2 + αu) –

– L11(–L12x + s1) – L12(L21x + s2);

(t) = εx + g – L21(–ax3 + bx2 + αu) –

– L21(–L12x + s1) – L22(L21x + s2),

s·1

s·2
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Графики ìоäеëирования систеì (11), (16) и (20)
с параìетраìи a = 1, b = 2, α = 3, c = 3, β = 2, d = 5,
ε = 1, τ = 6, g = 10, u(t) = 1 – sin(2t), L0 = –1 при-
веäены на рис. 11, 12.
Рассìотриì теперü иäентификаöиþ параìетров

a, b, α, c, β, d, ε, τ, g, которуþ буäеì провоäитü
рекуррентныì ìетоäоì наиìенüøих кваäратов
(РМНК). В ìатри÷ноì виäе форìуëа äëя опреäе-
ëения неизвестных параìетров äëя систеìы виäа

y = Bx

в äискретной форìе записывается сëеäуþщиì ìат-
ри÷ныì выражениеì:

BN + 1 = BN + [yN + 1 – xтBN], (21)

ãäе  =  – , B — вектор опре-

äеëяеìых параìетров; x — вектор вхоäных пере-
ìенных; y — вектор выхоäных переìенных.
Перейäеì от äискретной форìы записи выра-

жения (21) к непрерывной:

(t) = [y – xтB] , (22)

ãäе R = P–1, (t) = – , Δ — øаã реøе-

ния рассìатриваеìой систеìы.
При построении иäентификаторов äëя параìет-

ров ìатеìати÷еской ìоäеëи (11) буäеì рассìатри-
ватü кажäое из уравнений отäеëüно. Дëя постро-
ения набëþäатеëя параìетров a, b, α запиøеì пер-
вое уравнение ìоäеëи (11):

(t) = –ax3 + bx2 + y – z + αu. (23)

В рассìатриваеìоì сëу÷ае в ка÷естве вхоäноãо
и выхоäноãо векторов необхоäиìо выбратü сëе-
äуþщие:

x = , y = [ (t) – y + z], (24)

ãäе (t) — оöенка произвоäной переìенной x, ко-
торая ìожет бытü поëу÷ена на основе простой схе-
ìы на äвух интеãраторах:

(25)

ãäе μ2 = (t) — оöенка произвоäной переìенной x;

k1, k2 — постоянные коэффиöиенты.

Вектор неизвестных коэффиöиентов форìиру-
ется из оöенок соответствуþщих параìетров:

B = . (26)

В ка÷естве на÷аëüных зна÷ений ìатриöы R ìож-
но взятü ëþбуþ ÷исëовуþ невырожäеннуþ ìатриöу,
но äëя ëу÷øей схоäиìости оöенок параìетров ре-
коìенäуется выбиратü ее из соотноøения

R = XтX = , (27)

Рис. 11. Графики изменения координат
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Рис. 12. Графики изменения координат и их оценок
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ãäе X =  — ìатриöа,

форìируеìая по отс÷етаì вреìени tk, tk + 1 и tk + 2.

Такиì образоì, посëе форìирования необхоäи-
ìых ìатриö и векторов (24), (26), (27) прихоäиì к
сëеäуþщей развернутой форìе уравнения (22):

(28)

(t) = , i, j = , (29)

ãäе
ν1 = (–x3R11 + x2R12 + xR13);
ν2 = (–x3R21 + x2R22 + xR23);
ν3 = (–x3R31 + x2R32 + xR33);

ρ = (t) – y + z + x3 – x2 – u;
S = 1 – (–x3R11 + x2R21 + xR31)x

3 + (–x3R12 +

+ x2R22 + xR32)x
2 + (–x3R13 + x2R23 + xR33)u.

Графики ìоäеëирования систеìы (11) совìестно
с систеìаìи (25), (28) и (29) с параìетраìи объекта
(11) a = 1, b = 2, α = 3, c = 3, β = 2, d = 5,  ε = 1,
τ = 6, g = 10, u(t) = x(t) и набëþäатеëя произвоäной
(25) k1 = 2, k2 = 500 привеäены на рис. 13, 14.
На основе анаëоãи÷ной проöеäуры ìожно по-

строитü набëþäатеëü äëя оставøихся параìетров
систеìы. Графики ìоäеëирования преäставëены
на рис. 15, 16.
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x3
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Рис. 14. Графики изменения оценок параметров a, b, a

Рис. 13. Графики изменения производной x и ее оценки

Рис. 16. Графики изменения оценок параметров e, t, g

Рис. 15. Графики изменения оценок параметров c, b, d
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â

. x3R11– x2R12 xR13+ +( )ν1

S
----------------------------------------------------- ρ

Δ
--

b̂

. x3R21– x2R22 xR23+ +( )ν1

S
----------------------------------------------------- ρ

Δ
--

α̂

. x3R31– x2R32 xR33+ +( )ν1

S
----------------------------------------------------- ρ

Δ
--

R· ij
νi x3R1 j x2R2j– uR3j–( )

SΔ
----------------------------------------------- 1 3,

x̂

.
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Такиì образоì, на основе развитоãо в этой статüе
ìетоäа синтеза синерãети÷еских набëþäатеëей эф-
фективно реøена заäа÷а иäентификаöии параìет-
ров и набëþäения состояния эëектрохиìи÷еских
проöессов в кëето÷ных ìеìбранах. По своиì свой-
стваì синтезированные синерãети÷еские аëãорит-
ìы набëþäения никак не уступаþт аäаптивныì аë-
ãоритìаì, построенныì в работе [4].

Заключение

В работе провеäено сравнение ìетоäа АКАР и
теории аäаптивноãо управëения на конкретных
приìерах синтеза систеì. Показаны äва способа
обеспе÷ения аäаптивности неëинейной систеìы к
внеøниì и параìетри÷ескиì возìущенияì: ис-
поëüзование принöипа интеãраëüной аäаптаöии и
построение неëинейных набëþäатеëей состояния и
параìетров. Данные приìеры синтеза иëëþстриру-
þт преиìущества ìетоäа АКАР в отноøении про-
öеäуры анаëити÷ескоãо конструирования законов
аäаптивноãо управëения äëя неëинейных объектов.
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This work continues a series of articles devoted to an illustrative comparison of the methods of modern control theory and
the method of Analytical Design of Aggregated Regulators (ADAR). The ADAR method suggests two ways to ensure a nonlinear
system adaptability to the external and parametric perturbations. The first way is the use of the principle of integral adaptation,
when the influence of the parametric or external perturbations is compensated for by the nonlinear control laws introduced by
integrators in a special manner. The design procedure of the adaptive control laws, according to this way, does not require a syn-
thesis of the state and perturbation observers and consequently eliminate a real-time estimation of these perturbations. The second
way is a design of the nonlinear observers of the parametric and external perturbations. In this case the designed nonlinear control
laws are supplemented by a subsystem of observation, which realizes a dynamic estimation of the nonmetering perturbations and
a compensation for them. The above ways are illustrated in the article by the known control tasks: the task of a wheel slip control
in an anti-lock braking system; and the task of identification of the parameters and monitoring of the state of electrochemical
processes in the cell membranes in accordance with Hindmarsh and Rose model. The examples of the design procedures presented
in the article demonstrate the advantages of the ADAR method concerning the analytical design of the adaptive regulators for the
nonlinear objects. The theoretical results were confirmed by simulation of the closed-loop system in MATLAB software.
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Современное состояние и перспективы развития
теории релейных систем автоматического управления

Реëейный эëеìент øироко испоëüзуется в сис-
теìах управëения. Он приìеняется как непосреä-
ственно в ка÷естве реãуëятора, так и при ìатеìа-
ти÷еской иäеаëизаöии некоторых физи÷еских
явëений, протекаþщих в объекте управëения, на-
приìер таких, как куëоновское трение. Ска÷кооб-
разное изìенение состояния реëейноãо эëеìента
при превыøении пороãовоãо зна÷ения вхоäноãо
сиãнаëа обеспе÷ивает высокие äинаìи÷еские
свойства реëейных реãуëяторов. Маëые ãабарит-
ные разìеры, простота конструкöии и наäежностü
таких систеì посëужиëи тоìу, ÷то реëейное управ-

ëение как принöип построения реãуëяторов по-
явиëосü оäниì из первых, но по-прежнеìу явëя-
ется øироко распространенныì.
Ранние работы, посвященные теории реëейных

систеì управëения (РСУ), быëи ìотивированы ис-
сëеäованиеì коëебаний в простейøих ìехани÷е-
ских иëи эëектроìехани÷еских систеìах и носиëи
узконаправëенный характер. К на÷аëüноìу этапу
иссëеäования реãуëяторов реëейноãо типа (систе-
ìы вкëþ÷ено-выкëþ÷ено) ìожно отнести работу
И. А. Выøнеãраäскоãо, в которой рассìатриваëосü
практи÷еское приìенение таких систеì [1]. Оäнако

Дается краткий обзор задач и методов теории релейных систем управления (РСУ). Приводятся основные результаты ис-
следования этих систем как в частотной области, так и в пространстве состояний. Основное внимание уделено обзору ме-
тодов анализа и синтеза РСУ, рассмотренных в рамках "метода фазового годографа". Формулируются нерешенные проблемы
и перспективы развития прикладных методов исследования РСУ.
Ключевые слова: релейные системы управления (РСУ), предельный цикл, автоколебания, вынужденные колебания


