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Приложения теории кинематического управления
движением твердого тела

Введение

Кинеìати÷еские заäа÷и управëения иãраþт важ-
нуþ роëü в теории управëения äвижениеì тверäоãо
теëа в сиëу сëеäуþщих при÷ин. Во-первых, они, в от-
ëи÷ие от äинаìи÷еских заäа÷ управëения, во ìноãих
сëу÷аях иìеþт анаëити÷еские реøения, которые
÷асто испоëüзуþтся при построении проãраììных
траекторий и управëений äвижениеì тверäоãо теëа.
Во-вторых, испоëüзование анаëити÷еских реøе-
ний кинеìати÷еских заäа÷ управëения в со÷етании
с реøениеì обратных заäа÷ äинаìики позвоëяет в
ряäе сëу÷аев построитü эффективные законы уп-
равëения äвижениеì тверäоãо теëа, у÷итываþщие
еãо äинаìику.
Отìетиì также, ÷то заäа÷и управëения в кине-

ìати÷еской постановке рассìатриваþтся в теории
äифференöиаëüных иãр, при созäании беспëат-
форìенных инерöиаëüных навиãаöионных систеì
(БИНС), в ìеханике косìи÷ескоãо поëета и в ìе-
ханике роботов-ìанипуëяторов, при реøении за-
äа÷ навеäения, аниìаöии (оживëения) простран-
ственных образов на экранах ЭВМ и в äруãих при-
кëаäных заäа÷ах.
В статüе [1] äается обзор работ по теории кине-

ìати÷ескоãо управëения вращатеëüныì (уãëовыì)
äвижениеì тверäоãо теëа и пространственныì äви-
жениеì свобоäноãо тверäоãо теëа, которое преäстав-
ëяет собой коìпозиöиþ вращатеëüноãо (уãëовоãо)
и поступатеëüноãо (траекторноãо) äвижений твер-
äоãо теëа. Изëаãаеìая в этой статüе теория кине-
ìати÷ескоãо управëения основана на кватернион-
ных и бикватернионных кинеìати÷еских ìоäеëях

äвижения тверäоãо теëа. Зäесü же привоäится обзор
работ, посвященных заäа÷аì построения опти-
ìаëüных законов изìенения вектора кинети÷ескоãо
ìоìента äинаìи÷ески сиììетри÷ноãо тверäоãо те-
ëа и тверäоãо теëа с произвоëüныì распреäеëениеì
ìасс, сообщение котороãо тверäоìу теëу обеспе-
÷ивает еãо оптиìаëüный перевоä из произвоëüноãо
на÷аëüноãо уãëовоãо поëожения в требуеìое ко-
не÷ное уãëовое поëожение. Эти заäа÷и заниìаþт
проìежуто÷ное поëожение ìежäу кинеìати÷ескиìи
и äинаìи÷ескиìи заäа÷аìи управëения вращатеëü-
ныì äвижениеì тверäоãо теëа и иãраþт важнуþ
роëü в теории управëения ориентаöией косìи÷еских
аппаратов с поìощüþ вращаþщихся ìаховиков.
В äанной статüе преäставëен обзор работ, по-

священных разëи÷ныì актуаëüныì приëоженияì
теории кинеìати÷ескоãо управëения äвижениеì в
ìеханике косìи÷ескоãо поëета, инерöиаëüной на-
виãаöии, ìеханике роботов-ìанипуëяторов.

1. Двухконтурное управление вращательным 
движением твердого тела (космического аппарата) 

с использованием БИНС

В. Н. Бранöеì и И. П. Шìыãëевскиì преäëоже-
на äвухконтурная схеìа управëения вращатеëüныì
äвижениеì тверäоãо теëа (косìи÷ескоãо аппарата)
с испоëüзованиеì БИНС. В книãе В. Н. Бранöа и
И. П. Шìыãëевскоãо [2, 1992, с. 171] ãоворится:
"Кинеìати÷еская заäа÷а ориентаöии иãрает боëü-
øуþ роëü во всех заäа÷ах ориентаöии; как буäет
показано äаëее, к ней ìожет бытü свеäена и äина-
ìи÷еская заäа÷а управëения ориентаöией". В этой же
книãе [2, 1992, с. 172—173] рассìотрен "вопрос
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принöипиаëüноãо äоказатеëüства äостижиìости
устой÷ивоãо проöесса управëения и стабиëизаöии
вращатеëüныì äвижениеì и свеäения äинаìи÷е-
ской заäа÷и управëения к кинеìати÷еской". В за-
кëþ÷ение этоãо рассìотрения сказано: "Проöесс
управëения (вращатеëüныì äвижениеì тверäоãо
теëа) ìожно интерпретироватü как äинаìи÷еское
управëение äвижениеì связанноãо базиса Е при
привеäении еãо к некотороìу приборноìу базису,
äвижущеìуся с уãëовой скоростüþ ΩkE; такое уп-
равëение и характеризует проöесс стабиëизаöии.
Движение же приборноãо базиса опреäеëяется по-
требной скоростüþ коррекöии ΩkE такиì образоì,
÷тобы совìеститü еãо с заäанныì опорныì бази-
соì (проöесс привеäения).
Такиì образоì, äинаìи÷еская заäа÷а управëе-

ния ориентаöией в рассìатриваеìой äвухконтур-
ной схеìе управëения — контур стабиëизаöии и
контур привеäения — ìожет бытü свеäена к кине-
ìати÷еской заäа÷е привеäения (управëения)."

2. Бесплатформенные корректируемые системы 
ориентации и навигации движущихся объектов

Алгоритмы корректируемых БИНС. Теория ки-
неìати÷ескоãо управëения äвижениеì испоëüзует-
ся äëя построения аëãоритìов корректируеìых
БИНС. В. Н. Бранöеì и И. П. Шìыãëевскиì
[2, 1992] рассìотрены позиöионные и интеãраëü-
но-позиöионные коррекöии приборноãо базиса в
БИНС, реаëизуþщие разëи÷ные законы кинеìа-
ти÷ескоãо управëения вращатеëüныì äвижениеì
тверäоãо теëа (разëи÷ные законы уãëовой скорости
коррекöии связанноãо базиса (асиìптоти÷ески ус-
той÷ивые законы привеäения связанноãо базиса
к опорноìу)).
Определение местоположения и ориентации под-

вижных объектов с помощью БИНС посредством
решения на бортовом вычислителе кватернионных
уравнений движения гироскопических систем. В ра-
ботах Ю. Н. Чеëнокова [3, 1991; 4, 2011] рас-
сìатривается опреäеëение ìестопоëожения и
ориентаöии поäвижных объектов по показанияì
÷увствитеëüных эëеìентов БИНС посреäствоì
реøения на бортовоì вы÷исëитеëе кватернион-
ных преöессионных и поëных уравнений äвиже-
ния ãироскопи÷еских систеì. Преäëаãается поäхоä к
опреäеëениþ ãеоãрафи÷еских коорäинат и параìет-
ров ориентаöии объекта в инерöиаëüной и во вра-
щаþщейся опорной систеìах коорäинат по текущиì
показанияì ÷увствитеëüных эëеìентов БИНС, за-
кëþ÷аþщийся в реøении на бортовоì вы÷исëитеëе
кватернионных уравнений äвижения ãироскопи-
÷еских систеì. В основе рассìатриваеìоãо поäхоäа
ëежит известная äинаìи÷еская анаëоãия невозìу-
щаеìых ãироскопи÷еских систеì и äвухкоìпо-
нентных инерöиаëüных навиãаöионных систеì.
В раìках преäëаãаеìоãо поäхоäа обсужäается

приìенение äëя реøения заäа÷ навиãаöии и ори-
ентаöии среäстваìи БИНС преöессионных кватер-
нионных уравнений äвижения ãироскопи÷ескоãо

ìаятника, биãироскопной вертикаëи, äвухротор-
ной ìаятниковой ãирораìы, пространственноãо
ãироãоризонткоìпаса, а также поëных кватерни-
онных уравнений äвижения невозìущаеìых ãиро-
скопи÷еских систеì. Дëя построения преöессион-
ных кватернионных уравнений äвижения ãироско-
пи÷еских систеì факти÷ески испоëüзуется теория
кинеìати÷ескоãо управëения вращатеëüныì äвиже-
ниеì тверäоãо теëа. Рассìатриваеìый в этих рабо-
тах поäхоä позвоëяет преäëожитü новые уравнения
функöионирования БИНС, обëаäаþщие свойства-
ìи уравнений тех иëи иных невозìущаеìых иëи
корректируеìых ãироскопи÷еских систеì, позво-
ëяет испоëüзоватü ìетоäы и резуëüтаты ãироско-
пии äëя построения аëãоритìов функöионирова-
ния корректируеìых БИНС. Испоëüзование ква-
тернионов (параìетров Роäриãа—Гаìиëüтона)
позвоëяет построитü уäобные с вы÷исëитеëüной
то÷ки зрения аëãоритìы.
Теория и алгоритмы бесплатформенных коррек-

тируемых систем ориентации и навигации. В рабо-
тах П. К. Пëотникова [5, 1999; 6, 1999], П. К. Пëот-
никова, Ю. В. Чеботаревскоãо, В. Б. Никиøина,
А. А. Боëüøакова [7, 2003] и П. К. Пëотникова,
Ю. В. Чеботаревскоãо, В. Ю. Чеботаревскоãо [8, 2005]
рассìотрены теория и кватернионные аëãоритìы
беспëатфорìенных корректируеìых систеì ори-
ентаöии и навиãаöии. При этоì испоëüзуþтся кор-
ректируеìые кватернионные кинеìати÷еские урав-
нения ориентаöии тверäоãо теëа и теория кинеìа-
ти÷ескоãо управëения.

3. Управление движением 
платформенного комплекса "ТСП-Аргус" 

космического проекта "Марс-94"

C 1990 по 1996 ãоä в раìках Госуäарственноãо
косìи÷ескоãо проекта "Марс-94" Всероссийскиì
НИИ транспортноãо ìаøиностроения (ã. С.-Петер-
бурã) при у÷астии ряäа äруãих орãанизаöий быë со-
зäан по заказу Института косìи÷еских иссëеäова-
ний РАН пëатфорìенный коìпëекс "ТСП-Арãус"
(ãëавный конструктор коìпëекса — Г. А. Пейсахо-
ви÷), преäназна÷енный äëя проãраììноãо навеäе-
ния и стабиëизаöии бëока нау÷ной аппаратуры
при съеìке поверхности Марса, каëибровке нау÷-
ной аппаратуры по äиффузноìу экрану и звезäаì,
а также äëя опреäеëения ориентаöии этоãо бëока.
Основной функöионаëüный эëеìент коìпëекса —
трехосная стабиëизированная пëатфорìа с нау÷-
ной аппаратурой и бëокоì ãироскопов. Пëатфорìа
поìещена в трехосный обращенный торсионный
карäановый поäвес и установëена на выхоäноì
звене трехзвенноãо ìанипуëятора с вращатеëüны-
ìи со÷ëененияìи, который с поìощüþ выносноãо
ры÷аãа крепится на борту косìи÷ескоãо аппарата.
Управëение äвижениеì пëатфорìы осуществëяет-
ся поäа÷ей на вхоäы ãиробëока управëяþщих воз-
äействий, а стабиëизаöия этоãо äвижения с высокой
то÷ностüþ (по техни÷ескоìу заäаниþ — еäиниöы
уãëовых секунä) обеспе÷ивается контуроì стабиëи-
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заöии, преäставëяþщиì собой заìкнутуþ ÷ерез
ãиробëок трехканаëüнуþ систеìу автоìати÷ескоãо
управëения. Боëüøие пространственные разворо-
ты пëатфорìы без "скëаäывания" раì карäанова
поäвеса обеспе÷иваþтся соответствуþщиìи разво-
ротаìи звенüев ìанипуëятора. Эту функöиþ вы-
поëняет контур навеäения, преäставëяþщий собой
заìкнутуþ ÷ерез бортовой вы÷исëитеëü систеìу
управëения (в которой ìанипуëятор с привоäаìи
звенüев выступает в роëи ëокаëüноãо объекта) и от-
рабатываþщий уãëовые откëонения выхоäноãо
звена ìанипуëятора от пëатфорìы с то÷ностüþ,
равной нескоëüкиì еäиниöаì уãëовых ìинут.
В состав разработ÷иков ìатеìати÷ескоãо обес-

пе÷ения систеìы управëения äвижениеì коìпëек-
са "ТСП-Арãус" вхоäиëа ëаборатория ìеханики,
навиãаöии и управëения äвижениеì Института
пробëеì то÷ной ìеханики и управëения РАН
(ã. Саратов). В хоäе разработки коìпëекса сотруäни-
каìи ëаборатории (Ю. Н. Чеëноковыì, Ю. В. Са-
äоìöевыì, В. В. Батуриныì, А. В. Моëоäенковыì,
А. А. Панковыì) быëи разработаны разëи÷ные ìа-
теìати÷еские ìоäеëи äвижения пëатфорìенноãо
коìпëекса, принöипы и поäхоäы к реøениþ
основных пробëеì, возникаþщих при построении
систеì управëения äвижениеì такоãо роäа высо-
кото÷ных пëатфорìенных коìпëексов. Реøениþ
разëи÷ных аспектов общей пробëеìы управëения
äвижениеì коìпëекса "ТСП-Арãус" посвящена
серия пубëикаöий из пяти статей, поäãотовëенных
сотруäникаìи ëаборатории и опубëикованных в
журнаëе "Изв. РАН. Теория и систеìы управëения"
в 2001—2002 ãоäах. В них основное вниìание уäе-
ëяется построениþ ìатеìати÷еских ìоäеëей äвиже-
ния коìпëекса, позвоëяþщих у÷естü при ìоäеëи-
ровании äвижения не тоëüко äинаìику ìанипуëя-
тора и пëатфорìы, но и переносное äвижение
основания (косìи÷ескоãо аппарата), а также неëи-
нейности привоäов, коне÷ностü разряäных сеток
öифроанаëоãовых и анаëоãово-öифровых преобра-
зоватеëей и äруãие возìущаþщие факторы; по-
строениþ аëãоритìов ориентаöии, проãраììноãо
управëения и навеäения коìпëекса; принöипу уп-
равëения äвижениеì пëатфорìы по ее абсоëþтноìу
уãëовоìу поëожениþ; синтезу öифровых реãуëято-
ров äëя стабиëизированноãо разворота пëатфор-
ìы; управëениþ äвижениеì в режиìе сканирова-
ния; опреäеëениþ откëонений кинеìати÷еских
осей коìпëекса от их рас÷етных поëожений по ин-
форìаöии об абсоëþтноì уãëовоì поëожении
пëатфорìы в пространстве.
Принöип управëения äвижениеì пëатфорìы по

ее абсоëþтноìу уãëовоìу поëожениþ и высоко-
то÷ные аëãоритìы такоãо управëения быëи преä-
ëожены Ю. Н. Чеëноковыì [9—13] и основаны на
теории кинеìати÷ескоãо управëения уãëовыì äви-
жениеì тверäоãо теëа. Такое управëение äвиже-
ниеì пëатфорìы построено по принöипу обратной
связи, при котороì управëяþщее возäействие на
ãиробëок контура стабиëизаöии форìируется в ви-
äе векторной суììы проãраììной уãëовой скорос-

ти и составëяþщей, пропорöионаëüной оøибке по
уãëовоìу поëожениþ пëатфорìы.
Как уже отìе÷аëосü, основныì функöионаëü-

ныì эëеìентоì пëатфорìенноãо коìпëекса явëя-
ется трехстепенная стабиëизированная пëатфорìа
(ТСП) с каìераìи нау÷ной аппаратуры и бëокоì
ãироскопов (ãиробëокоì). Оäной из ãëавных заäа÷
коìпëекса при еãо функöионировании на орбите
явëяется осуществëение заäанных пространствен-
ных разворотов пëатфорìы в öеëях высокото÷ноãо
навеäения визирных осей каìер нау÷ной аппара-
туры на опреäеëеннуþ то÷ку инерöиаëüноãо про-
странства. Эта заäа÷а связана с опреäеëениеì
äействитеëüной и проãраììной ориентаöии пëат-
форìы и вы÷исëениеì коìпонент вектора про-
ãраììной абсоëþтной уãëовой скорости ее äвиже-
ния, которые в виäе проãраììных управëяþщих
возäействий поäаþтся на вхоäы ãиробëока контура
стабиëизаöии и обеспе÷иваþт требуеìуþ текущуþ
ориентаöиþ каìер нау÷ной аппаратуры.
Стабиëизаöия äвижения пëатфорìы в инерöиаëü-

ноì пространстве осуществëяется контуроì стаби-
ëизаöии, на вхоäы котороãо поäаþтся управëяþ-
щие возäействия Ucj (j = 1, 2, 3), иìеþщие сìысë
проекöий требуеìой абсоëþтной уãëовой скорости
пëатфорìы на связанные с ней коорäинатные оси.
При этоì, есëи управëяþщие возäействия равны
проекöияì проãраììной уãëовой скорости пëат-
форìы, то äействитеëüное абсоëþтное уãëовое
äвижение пëатфорìы оказывается некорректируе-
ìыì, ÷то ìожет привести к боëüøиì оøибкаì.
В связи с этиì äëя повыøения то÷ности стабиëи-
зированноãо äвижения пëатфорìы Ю. Н. Чеëно-
ковыì быëо преäëожено испоëüзоватü принöип
обратной связи, в соответствии с которыì вектор
управëений Uc = (Uc1, Uc2, Uc3) форìируется в виäе
векторной суììы проãраììной абсоëþтной уãëовой
скорости пëатфорìы и составëяþщей, пропорöио-
наëüной оøибке по ее уãëовоìу поëожениþ. Теория
такоãо (кинеìати÷ескоãо) управëения быëа опуб-
ëикована в работах П. К. Пëотникова, А. Н. Серãе-
ева, Ю. Н. Чеëнокова [14, 1991], А. А. Панкова,
Ю. Н. Чеëнокова [15, 1995] и Ю. Н. Чеëнокова
[13, 2006].

4. Оптимальная переориентация орбиты, 
плоскости орбиты и коррекция угловых элементов 
орбиты космического аппарата посредством 
реактивного ускорения, ортогонального 

плоскости орбиты аппарата

Переориентаöия орбиты, пëоскости орбиты и
коррекöия уãëовых эëеìентов орбиты косìи÷еско-
ãо аппарата (КА) ìоãут бытü осуществëены по-
среäствоì реактивноãо ускорения öентра ìасс КА,
ортоãонаëüноãо пëоскости орбиты аппарата. При
такоì управëении траекторныì äвижениеì КА
вектор ускорения от тяãи реактивноãо äвиãатеëя
(управëение) во все вреìя управëяеìоãо äвижения
КА направëен ортоãонаëüно пëоскости оскуëируþ-
щей орбиты, т.е. ортоãонаëüно раäиусу-вектору и
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вектору скорости öентра ìасс КА (коëëинеарно
вектору ìоìента скорости öентра ìасс КА). Диф-
ференöиаëüные уравнения äвижения öентра ìасс
КА в нüþтоновскоì ãравитаöионноì поëе, описы-
ваþщие изìенение разìеров и форìы ìãновенной
орбиты КА, при такоì управëении интеãрируþтся,
äавая уравнение кони÷ескоãо се÷ения. Поэтоìу
управëяеìое äвижение öентра ìасс КА в этоì сëу-
÷ае описывается äифференöиаëüныìи уравненияìи,
характеризуþщиìи изìенение ìãновенной ориен-
таöии орбиты КА иëи испоëüзуеìой (наприìер,
орбитаëüной) вращаþщейся систеìы коорäинат,
в которой записываþтся исхоäные уравнения äви-
жения öентра ìасс КА, и äифференöиаëüныì
уравнениеì äëя истинной аноìаëии (уãëовой пе-
реìенной, отс÷итываеìой в пëоскости ìãновен-
ной орбиты), характеризуþщей поëожение öентра
ìасс КА на орбите.
Орбита КА в проöессе рассìатриваеìоãо управ-

ëения äвижениеì öентра ìасс КА не ìеняет своей
форìы и своих разìеров, а повора÷ивается в
инерöиаëüноì пространстве поä äействиеì такоãо
управëения, как неизìеняеìая (неäефорìируеìая)
фиãура (эëëипс иëи окружностü), вращаясü в инер-
öиаëüной систеìе коорäинат с ìãновенной уãëовой
скоростüþ, направëенной вäоëü раäиуса-вектора
öентра ìасс КА. Частныì сëу÷аеì заäа÷и переори-
ентаöии орбиты КА явëяется хороøо известная и
иìеþщая боëüøое практи÷еское зна÷ение заäа÷а
коррекöии уãëовых эëеìентов орбиты КА, коãäа
изìенения уãëовых эëеìентов орбиты в проöессе
управëения иìеþт ìаëые зна÷ения. Испоëüзование
управëения, ортоãонаëüноãо пëоскости оскуëи-
руþщей орбиты КА, позвоëяет корректироватü
эëеìенты орбиты КА, сохраняя форìу и разìеры
орбиты КА неизìенныìи. Это öенное свойство та-
коãо проöесса переориентаöии орбиты КА явëяет-
ся поëезныì при реøении как заäа÷и коррекöии
уãëовых эëеìентов орбиты КА, так и äруãих заäа÷
ìеханики косìи÷ескоãо поëета, наприìер, при уп-
равëении конфиãураöией ãруппировки спутников.
Поä÷еркнеì, ÷то ìатеìати÷еская ìоäеëü, с по-

ìощüþ которой реøаþтся заäа÷и переориентаöии
орбиты, пëоскости орбиты и коррекöии уãëовых
эëеìентов орбиты КА посреäствоì реактивноãо
ускорения öентра ìасс КА, ортоãонаëüноãо пëос-
кости орбиты аппарата, иìеет виä кинеìати÷еских
уравнений уãëовоãо äвижения тверäоãо теëа, кото-
рые äопоëняþтся скаëярныì äифференöиаëüныì
уравнениеì äëя истинной аноìаëии. Скаëярное
управëение (аëãебраи÷еская веëи÷ина реактивноãо
ускорения öентра ìасс КА, ортоãонаëüноãо пëос-
кости орбиты аппарата) вхоäит в коэффиöиенты
этих кинеìати÷еских уравнений (в проекöии век-
тора абсоëþтной уãëовой скорости ìãновенной
ориентаöии орбиты КА иëи орбитаëüной систеìы
коорäинат). Поэтоìу эти заäа÷и ìоãут бытü отне-
сены к кëассу кинеìати÷еских заäа÷ управëения
уãëовыì äвижениеì тверäоãо теëа.
Частные сëу÷аи рассìатриваеìой заäа÷и опти-

ìаëüной переориентаöии орбиты КА рассìатрива-

ëисü в работах Ю. М. Копнина [16], В. Н. Лебеäева
[17], М. З. Борщевскоãо, М. В. Иосëови÷а [18],
Г. Л. Гроäзовскоãо, Ю. Н. Иванова, В. В. Токарева
[19], Д. Е. Охоöиìскоãо, Ю. Г. Сихаруëиäзе [20].
В работе В. Н. Лебеäева [17] изу÷аëся поворот

пëоскости окоëозеìной круãовой орбиты с по-
ìощüþ тяãи, норìаëüной к ìãновенной пëоскости
орбиты, с испоëüзованиеì усреäненных уравнений
в уãëовых эëеìентах орбиты.
В работе Г. Л. Гроäзовскоãо, Ю. Н. Иванова,

В. В. Токарева [19] иссëеäоваëся поворот пëоскос-
ти круãовой орбиты спутника попере÷ной тяãой
(тяãой, направëенной перпенäикуëярно к ìãно-
венной пëоскости орбиты, называеìой также в ра-
боте [19] "бинорìаëüной тяãой"). Дëя описания
äвижения испоëüзованы уравнения ориентаöии
орбиты КА в уãëовых оскуëируþщих эëеìентах,
записанные в безразìерных переìенных. Заäа÷а
рассìатриваëасü в преäпоëожении, ÷то на÷аëüная
орбита спутника ëежит в пëоскости экватора и тре-
буеìый уãоë накëона орбиты явëяется ìаëыì.
В работе Д. Е. Охоöиìскоãо, Ю. Г. Сихаруëиäзе

[20] рассìатриваëасü заäа÷а поворота пëоскости
оскуëируþщей орбиты КА с поìощüþ "бинор-
ìаëüной сиëы", созäаþщей "бинорìаëüное ускоре-
ние", с испоëüзованиеì уравнений äëя уãëовых ос-
куëируþщих эëеìентов. Рассìотрение оãрани÷и-
вается сëу÷аеì круãовой орбиты, который, по
сëоваì авторов этой работы, быë иссëеäован в ра-
ботах Ю. М. Копнина [16] и М. З. Борщевскоãо,
М. В. Иосëови÷а [18]. Анаëизируется оптиìаëü-
ный в сìысëе ìиниìизаöии характеристи÷еской
скорости поворот пëоскости круãовой орбиты на
уãоë накëонения орбиты ΔI за неоãрани÷енное вре-
ìя. Показывается, ÷то äëя ìаëых уãëов поворота ΔI
оäноиìпуëüсный поворот пëоскости орбиты, вы-
поëняеìый на ëинии узëов, энерãети÷ески эквива-
ëентен повороту пëоскости орбиты с поìощüþ
"бинорìаëüноãо иìпуëüса скорости". Отìетиì, оä-
нако, ÷то поворот орбиты на уãоë ΔI рассìатрива-
ется в работе [20] в прибëиженной постановке с
испоëüзованиеì ëиøü оäноãо из äифференöиаëü-
ных уравнений äëя уãëовых оскуëируþщих эëе-
ìентов орбиты.
В статüе С. А. Иøкова и В. А. Роìаненко [21]

рассìатривается вековое изìенение трех уãëовых
эëеìентов орбиты поä äействиеì реактивноãо уско-
рения, ортоãонаëüноãо пëоскости оскуëируþщей
орбиты КА. Эта заäа÷а называется в статüе заäа÷ей
коррекöии эëеìентов орбиты "бинорìаëüныì ре-
активныì ускорениеì". Преäпоëаãается, ÷то КА
оснащен эëектрореактивныì äвиãатеëеì с нереãу-
ëируеìой тяãой, работаþщиì без выкëþ÷ения.
Испоëüзуеìые в статüе [21] исхоäные уравнения
äвижения КА иìеþт виä кинеìати÷еских уравне-
ний в уãëовых эëеìентах. Дëя реøения заäа÷и ав-
торы статüи перехоäят в этих уравнениях к новой
независиìой переìенной (истинной аноìаëии).
Поëу÷енные уравнения äопоëняþтся уравнениеì
äëя характеристи÷еской скорости.
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Заäа÷а реøается с поìощüþ принöипа ìакси-
ìуìа и усреäнения уравнений. Из усреäненных
уравнений поëу÷ен ряä анаëити÷еских соотноøе-
ний äëя опреäеëения затрат характеристи÷еской
скорости в ÷астных сëу÷аях коррекöии оäноãо иëи
äвух эëеìентов орбиты (накëона орбиты, äоëãоты
восхоäящеãо узëа) при усëовии ìаëости изìенения
накëона орбиты и äоëãоты восхоäящеãо узëа. По
сëоваì авторов статüи [21], уравнения заäа÷и оп-
тиìизаöии в поëноì объеìе не привеäены и не
проанаëизированы из-за боëüøой ãроìозäкости
уравнений äëя сопряженных переìенных.
Реøение заäа÷и оптиìаëüной переориентаöии

орбиты КА посреäствоì реактивноãо ускорения,
ортоãонаëüноãо пëоскости оскуëируþщей орбиты,
иëи посреäствоì реактивной тяãи, созäаþщей это
ускорение, с поìощüþ кинеìати÷еских уравнений
в уãëовых эëеìентах орбиты в строãой неëинейной
постановке äостато÷но сëожно в сиëу неëинейности
этих уравнений, наëи÷ия в них особых то÷ек, в ко-
торых уãоë накëона орбиты равен 0 иëи π, а также
в сиëу ãроìозäкости уравнений äëя сопряженных
переìенных. Поэтоìу äëя реøения этой заäа÷и
оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА вìесто
уãëовых эëеìентов орбиты öеëесообразно испоëü-
зоватü [4, 13, 22—24] параìетры Эйëера (Роäриãа—
Гаìиëüтона).
Дифференöиаëüные уравнения ориентаöии орби-

ты КА в параìетрах Эйëера [4, 13, 22—24] образуþт
систеìу пяти неëинейных стаöионарных äиффе-
ренöиаëüных уравнений первоãо поряäка относи-
теëüно параìетров Эйëера (Роäриãа—Гаìиëüтона),
описываþщих ориентаöиþ орбиты КА, и истинной
аноìаëии. Эти уравнения в отëи÷ие от ÷етырех не-
ëинейных äифференöиаëüных уравнений ориента-
öии орбиты в уãëовых эëеìентах орбиты не иìеþт
особых то÷ек, к тоìу же при перехоäе в них от вре-
ìени к новой независиìой переìенной (истинной
аноìаëии) поëу÷ается (при известноì (как функöия
вреìени) управëении) систеìа ÷етырех ëинейных
нестаöионарных äифференöиаëüных уравнений
относитеëüно параìетров Эйëера, в то вреìя как
äифференöиаëüные уравнения в уãëовых эëеìен-
тах орбиты остаþтся существенно неëинейныìи.
Отìетиì также, ÷то систеìа уравнений в параìет-
рах Эйëера, описываþщая ориентаöиþ орбиты КА,
ìожет рассìатриватüся как нестаöионарная систеìа
äифференöиаëüных уравнений ÷етвертоãо поряäка,
так как уравнение äëя истинной аноìаëии в этой
систеìе интеãрируется в кваäратурах независиìо
от äруãих уравнений, в сиëу ÷еãо истинная аноìа-
ëия ìожет рассìатриватüся как известная функöия
вреìени. При такоì рассìотрении указанная сис-
теìа уравнения явëяется (при известноì управëе-
нии) ëинейной äифференöиаëüной систеìой.
Указанные обстоятеëüства äеëаþт испоëüзова-

ние кинеìати÷еских уравнений ориентаöии орбиты
КА в параìетрах Эйëера äëя реøения заäа÷ пере-
ориентаöии орбиты, пëоскости орбиты и коррек-
öии уãëовых эëеìентов орбиты боëее уäобныì и
эффективныì в сравнении с испоëüзованиеì урав-

нений в уãëовых оскуëируþщих эëеìентах. Такое
реøение заäа÷и переориентаöии орбиты КА в не-
прерывной постановке (с испоëüзованиеì оãрани-
÷енной (ìаëой) тяãи) рассìотрено в работах [25—28].
В них в ка÷естве управëения испоëüзовано ускоре-
ние от тяãи реактивноãо äвиãатеëя, в ка÷естве
функöионаëа ка÷ества проöесса переориентаöии
орбиты КА рассìотрены коìбинированный функ-
öионаë, равный взвеøенной суììе вреìени пере-
ориентаöии и интеãраëа от кваäрата ìоäуëя управ-
ëения, а также коìбинированный функöионаë,
равный взвеøенной суììе вреìени переориента-
öии и иìпуëüса управëения (характеристи÷еской
скорости) за вреìя переориентаöии орбиты КА.
Поëу÷ены законы оптиìаëüноãо управëения (за-
коны изìенения реактивноãо ускорения КА),
уäовëетворяþщие необхоäиìыì усëовияì прин-
öипа ìаксиìуìа Понтряãина. Построены усëовия
трансверсаëüности, не соäержащие неопреäеëен-
ных ìножитеëей Лаãранжа. Сфорìуëированы со-
ответствуþщие кватернионные äифференöиаëü-
ные краевые заäа÷и переориентаöии орбиты КА с
поäвижныì правыì конöоì траектории, описы-
ваеìые систеìаìи неëинейных (äëя первоãо функ-
öионаëа) иëи ëинейных (äëя второãо функöионаëа)
нестаöионарных äифференöиаëüных уравнений
восüìоãо поряäка, в которых роëü независиìой пе-
реìенной иãрает истинная аноìаëия (при испоëü-
зовании вìесто вреìени в ка÷естве независиìой
переìенной истинной аноìаëии из рассìотрения
искëþ÷ается äифференöиаëüное сопряженное
уравнение, соответствуþщее истинной аноìаëии).
Установëены первые интеãраëы äифференöиаëü-
ных уравнений краевых заäа÷ оптиìизаöии, в тоì
÷исëе их кватернионный первый интеãраë, сущест-
вуþщий äëя ëþбоãо (не тоëüко оптиìаëüноãо) уп-
равëения. Отìетиì, ÷то кватернионное сопряжен-
ное уравнение в рассìатриваеìой заäа÷е иìеет
форìу кватернионноãо фазовоãо уравнения, ÷то
äеëает äифференöиаëüные уравнения краевых за-
äа÷ коìпактныìи и уäобныìи äëя ÷исëенноãо ре-
øения заäа÷и оптиìаëüной переориентаöии орби-
ты КА. В этих работах также привеäены приìеры
÷исëенноãо реøения заäа÷и оптиìаëüной пере-
ориентаöии орбиты КА в непрерывных постанов-
ках (с испоëüзованиеì оãрани÷енной (ìаëой) тяãи),
выявëены особенности и законоìерности опти-
ìаëüных траекторий и оптиìаëüных управëений.
Привеäенные в работе [28] приìеры соäержат как
варианты с ìиниìизаöией коìбинированных
функöионаëов ка÷ества, так и варианты с ìиниìи-
заöией вреìени (сëу÷ай быстроäействия) иëи ха-
рактеристи÷еской скорости в отäеëüности.
Отìетиì, ÷то иссëеäованиþ заäа÷и оптиìаëü-

ной переориентаöии орбиты КА в непрерывной
постановке (с испоëüзованиеì в ка÷естве управëе-
ния реактивноãо ускорения, созäаваеìоãо äвиãате-
ëеì ìаëой тяãи) и с испоëüзованиеì кватернион-
ноãо äифференöиаëüноãо уравнения ориентаöии
орбитаëüной систеìы коорäинат посвящены работы
[23, 29—31]. Испоëüзование кватернионноãо äиф-
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ференöиаëüноãо уравнения ориентаöии орбитаëüной
систеìы коорäинат боëее уäобно при анаëити÷е-
скоì иссëеäовании заäа÷и оптиìаëüной переориен-
таöии орбиты КА в непрерывной постановке, так
как оно в сëу÷ае круãовой орбиты и постоянноãо
(по ìоäуëþ) управëения явëяется ëинейныì äиф-
ференöиаëüныì уравнениеì с постоянныìи коэф-
фиöиентаìи, в то вреìя как кватернионное äиф-
ференöиаëüное уравнение ориентаöии орбиты КА
в этоì сëу÷ае явëяется ëинейныì äифференöиаëü-
ныì уравнениеì с переìенныìи коэффиöиентаìи.
Оäнако испоëüзование кватернионноãо äиффе-
ренöиаëüноãо уравнения ориентаöии орбиты КА
иìеет преиìущество при ÷исëенноì реøении за-
äа÷и оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА,
поскоëüку кватернион ориентаöии орбиты КА яв-
ëяется оскуëируþщиì (ìеäëенно изìеняþщиìся)
эëеìентоì орбиты. Кватернион ориентаöии орби-
таëüной систеìы коорäинат такиì свойствоì не
обëаäает, так как явëяется быстро ìеняþщейся пе-
реìенной.
Отìетиì также, ÷то в неäавно опубëикованных

работах [32, 33] проäоëжено анаëити÷еское и ÷ис-
ëенное изу÷ение заäа÷и об оптиìаëüной переори-
ентаöии орбиты КА с поìощüþ реактивноãо уско-
рения, ортоãонаëüноãо пëоскости оскуëируþщей
орбиты. Функöионаë, опреäеëяþщий ка÷ество
проöесса управëения, преäставëяет собой свертку
с весовыìи ìножитеëяìи äвух критериев: вреìени
и суììарноãо иìпуëüса реактивноãо ускорения,
затра÷енных на проöесс управëения (÷астные сëу-
÷аи этоãо функöионаëа — сëу÷аи быстроäействия
и ìиниìизаöии характеристи÷еской скорости).
В этих работах изëожена новая теория реøения за-
äа÷и оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА в
иìпуëüсной постановке (с испоëüзованиеì иì-
пуëüсной (боëüøой) реактивной тяãи). Привеäены
аëãоритìы реøения краевых заäа÷ оптиìаëüной
äвухиìпуëüсной и ìноãоиìпуëüсной переориента-
öии орбиты КА (äëя нефиксированноãо ÷исëа
иìпуëüсов реактивноãо ускорения) и приìеры
÷исëенноãо реøения краевых заäа÷ оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА с испоëüзованиеì оã-
рани÷енной (ìаëой) иëи иìпуëüсной (боëüøой)
тяãи, в которых äëя описания ориентаöии орбиты
КА испоëüзуется кватернионный оскуëируþщий
эëеìент ориентаöии орбиты.

5. Решение обратной задачи кинематики 
роботов-манипуляторов с использованием 
бикватернионной теории кинематического 

управления движением свободного твердого тела

Бикватернионная теория кинеìати÷ескоãо уп-
равëения äвижениеì свобоäноãо тверäоãо теëа ìо-
жет бытü приìенена äëя реøения обратной заäа÷и
кинеìатики роботов-ìанипуëяторов. Обратная за-
äа÷а кинеìатики явëяется оäной из фунäаìентаëü-
ных заäа÷ ìеханики, она испоëüзуется не тоëüко
в робототехнике, но и в трехìерной коìпüþтерной
аниìаöии, при разработке коìпüþтерных иãр и

ìоäеëировании äвижений ìоëекуë. Эта заäа÷а в
робототехнике закëþ÷ается в опреäеëении обоб-
щенных коорäинат робота-ìанипуëятора по из-
вестноìу уãëовоìу и ëинейноìу ìестопоëожениþ
выхоäноãо звена (схвата) робота-ìанипуëятора.
В ка÷естве øести неизвестных обобщенных коор-
äинат выступаþт веëи÷ины, характеризуþщие от-
носитеëüные переìещения звенüев робота-ìани-
пуëятора (как правиëо, это уãëы относитеëüных
поворотов и относитеëüные ëинейные переìещения
звенüев), а в ка÷естве известных веëи÷ин — три äе-
картовы коорäинаты выбранной то÷ки схвата ìа-
нипуëятора и три уãëа Эйëера иëи Крыëова, харак-
теризуþщие поворот схвата вокруã этой то÷ки.
Реøение обратной заäа÷и кинеìатики в траäи-

öионной постановке своäится к реøениþ аëãеб-
раи÷еских систеì, состоящих из øести трансöен-
äентных уравнений, иìеþщих сëожнуþ структуру,
опреäеëяеìуþ выбранной кинеìати÷еской схеìой
робота-ìанипуëятора. В боëüøинстве сëу÷аев эти
систеìы не иìеþт анаëити÷еских реøений, а при их
÷исëенноì реøении возникаþт зна÷итеëüные труä-
ности, связанные с пëохой схоäиìостüþ, а также с
неоäнозна÷ностüþ реøения. Поэтоìу при проек-
тировании ìноãих существуþщих роботов-ìани-
пуëяторов их кинеìати÷еские схеìы выбираëисü
так, ÷тобы обратные заäа÷и кинеìатики реøаëисü
анаëити÷ески. Такой выбор кинеìати÷еских схеì
ìанипуëяторов ìожет бытü неоптиìаëüныì с
функöионаëüной то÷ки зрения.
Реøениеì обратной заäа÷и кинеìатики зани-

ìаëисü ìноãие авторы на÷иная с 70-х ãоäов про-
øëоãо века и по сеãоäняøний äенü. Первыìи быëи
А. Т. Yang и R. Freudenstein (1964), J. J. Uicker,
J. Denavit, R. S. Hartenberg (1964), D. L. Pieper (1968),
D. Kohli и A. H. Soni (1975). Выäеëиì основные из-
вестные ìетоäы реøения обратной заäа÷и кинеìа-
тики: ãеоìетри÷еский поäхоä, аëãебраи÷еский
поäхоä со свеäениеì к поëиноìу; ãруппа ìетоäов,
основанных на приìенении ìатриöы Якоби; ãруппа
ìетоäов, основанных на испоëüзовании аëãоритìа
Нüþтона; ìетоä посëеäоватеëüно покоорäинатноãо
спуска, ìетоä посëеäоватеëüноãо преобразования
Монте-Карëо. С поìощüþ кватернионноãо и биква-
тернионноãо аппаратов заäа÷у реøаëи А. Т. Yang,
R. Freudenstein (1964) и В. П. Гëазков (2005). В по-
сëеäние ãоäы обратнуþ заäа÷у кинеìатики активно
реøаëи с приìенениеì искусственноãо интеëëекта
и нейронных сетей. Оäниì из наибоëее попуëяр-
ных в настоящее вреìя явëяется прибëиженный
итераöионный аëãоритì FABRIK.
Универсаëüноãо способа реøения обратной за-

äа÷и кинеìатики не существует, все известные ìе-
тоäы иìеþт свои äостоинства и неäостатки. По-
этоìу поиск новых эффективных ìетоäов реøения
обратной заäа÷и кинеìатики роботов-ìанипуëя-
торов проäоëжает оставатüся актуаëüныì.
В работах А. В. Моëоткова и Ю. Н. Чеëнокова

[34, 2001; 36, 2002], Ю. Н. Чеëнокова [35, 2002; 37,
2013], Е. И. Лоìовöевой (Неëаевой) и Ю. Н. Чеë-
нокова [38, 39, 2013; 40, 41, 2014; 42, 43, 2015] раз-



538 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 8, 2017

вивается преäëоженный Ю. Н. Чеëноковыì прин-
öипиаëüно новый ìетоä реøения обратных заäа÷
кинеìатики роботов-ìанипуëяторов, основанный
на приìенении бикватернионной теории кинеìа-
ти÷ескоãо управëения äвижениеì свобоäноãо твер-
äоãо теëа по принöипу обратной связи.
Преäëоженный ìетоä закëþ÷ается в реøении

заäа÷и Коøи äëя кинеìати÷еских уравнений äви-
жения робота-ìанипуëятора, преäставëяþщих собой
систеìы обыкновенных неëинейных äифференöи-
аëüных уравнений относитеëüно обобщенных ко-
орäинат робота-ìанипуëятора. Соäержащиеся в
этих интеãрируеìых (в хоäе реøения обратной за-
äа÷и) кинеìати÷еских уравнениях векторы абсо-
ëþтных ëинейной и уãëовой скоростей выхоäноãо
звена (схвата) робота-ìанипуëятора рассìатрива-
þтся как управëения и форìируþтся по принöипу
обратной связи в виäе некоторых функöий обоб-
щенных коорäинат такиì образоì, ÷тобы ëþбое
выбранное (проãраììное) поëожение схвата робо-
та-ìанипуëятора быëо асиìптоти÷ески устой÷и-
выì в боëüøоì иëи в öеëоì. Тоãäа ëþбое ÷астное
реøение äифференöиаëüных кинеìати÷еских урав-
нений буäет стреìитüся асиìптоти÷ески устой÷ивыì
образоì к требуеìой то÷ке пространства обобщен-
ных коорäинат, отве÷аþщей заäанноìу поëожениþ
схвата робота-ìанипуëятора. Поэтоìу в резуëüтате
реøения заäа÷и Коøи äëя ëþбых заäанных на÷аëü-
ных зна÷ений обобщенных коорäинат робота-ìа-
нипуëятора еãо обобщенные коорäинаты приìут в
коне÷ный ìоìент вреìени зна÷ения, отве÷аþщие
(с заäанной степенüþ то÷ности) требуеìоìу поëо-
жениþ схвата робота-ìанипуëятора (äëя котороãо
необхоäиìо реøитü обратнуþ заäа÷у кинеìатики),
и, сëеäоватеëüно, обратная заäа÷а кинеìатики бу-
äет реøена. Отìетиì, ÷то на÷аëüное поëожение
выхоäноãо звена ìожет заäаватüся произвоëüныì
набороì зна÷ений обобщенных коорäинат из их
рабо÷их äиапазонов, и форìирование указанных
законов управëения äвижениеì схвата робота-ìани-
пуëятора эффективно осуществëяется с испоëüзо-
ваниеì бикватернионной кинеìати÷еской теории
управëения äвижениеì свобоäноãо тверäоãо теëа.
Такиì образоì, в преäëаãаеìоì ìетоäе реøе-

ния обратных заäа÷ кинеìатики роботов-ìанипу-
ëяторов реøение неëинейных аëãебраи÷еских (как
правиëо, трансöенäентных) систеì уравнений за-
ìеняется интеãрированиеì кинеìати÷еских урав-
нений äвижения робота-ìанипуëятора. Аëãоритì
реøения обратной заäа÷и кинеìатики закëþ÷ается
в ÷исëенноì интеãрировании кинеìати÷еских
уравнений äвижения робота-ìанипуëятора äëя за-
äанных иëи произвоëüно выбранных (из заäанных
рабо÷их äиапазонов) на÷аëüных зна÷ений обоб-
щенных коорäинат робота-ìанипуëятора. Фиãури-
руþщие в этих уравнениях проекöии вектора
ìãновенной абсоëþтной уãëовой скорости выхоä-
ноãо звена ìанипуëятора и вектора ìãновенной
абсоëþтной скорости выбранной то÷ки этоãо звена
на связанные с этиì звеноì коорäинатные оси
(поä абсоëþтной скоростüþ пониìается скоростü

относитеëüно основания ìанипуëятора) выступаþт в
ка÷естве управëений, построение которых выпоë-
няется по принöипу обратной связи в соответствии
с теорией кинеìати÷ескоãо управëения такиì об-
разоì, ÷тобы выхоäное звено ìанипуëятора пере-
хоäиëо (с требуеìой степенüþ то÷ности) из ëþбоãо
выбранноãо на÷аëüноãо поëожения в ëþбое заäан-
ное коне÷ное поëожение асиìптоти÷ески устой÷и-
выì образоì. Зна÷ения обобщенных коорäинат
ìанипуëятора, соответствуþщие этоìу коне÷ноìу
поëожениþ схвата, и буäут реøениеì обратной за-
äа÷и ìанипуëятора.
К äостоинстваì преäëоженноãо новоãо ìетоäа

реøения обратных заäа÷ кинеìатики роботов-ìа-
нипуëяторов относятся:
универсаëüностü и возìожностü приìенения äëя
кинеìати÷ески избыто÷ных схеì роботов-ìа-
нипуëяторов;
еäинственностü реøения (есëи оно существует)
äëя выбранноãо закона кинеìати÷ескоãо управ-
ëения и заäанноãо на÷аëüноãо поëожения ìани-
пуëятора;
высокая то÷ностü реøения;
высокое быстроäействие;
неитераöионностü (все äруãие известные ìетоäы
явëяþтся итераöионныìи).
Преäëоженный ìетоä позвоëяет также эффек-

тивно реøатü заäа÷у кинеìати÷ески оптиìаëüноãо
перевоäа выхоäноãо звена ìанипуëятора из еãо ëþ-
боãо на÷аëüноãо поëожения, заäаваеìоãо на÷аëü-
ныìи зна÷енияìи обобщенных коорäинат, в тре-
буеìое коне÷ное поëожение, заäаваеìое бикватер-
нионоì коне÷ноãо поëожения выхоäноãо звена
ìанипуëятора, т.е. эффективно реøатü заäа÷у оп-
тиìаëüноãо разëожения кинеìати÷ески оптиìаëü-
ноãо переìещения выхоäноãо звена ìанипуëятора
из еãо ëþбоãо на÷аëüноãо поëожения в требуеìое
коне÷ное поëожение по отäеëüныì степеняì сво-
боäы ìанипуëятора.

6. Кинематическое управление в механике 
роботов-манипуляторов: независимое программное 

управление движением по скорости

Кинеìати÷еское управëение äвижениеì твер-
äоãо теëа испоëüзуется в ìеханике роботов-ìани-
пуëяторов äëя построения так называеìоãо неза-
висиìоãо проãраììноãо управëения äвижениеì по
скорости (сì., наприìер, книãу К. Фу, Р. Гонсаëеса
и К. Ли [44, 1989]). В работе [44] рассìотрены
ìетоäы управëения ìехани÷ескиì ìанипуëятороì
в связанных (обобщенных) коорäинатах, в тоì
÷исëе "неëинейное независиìое управëение по об-
ратной связи". Отìе÷ается, ÷то "во ìноãих приëоже-
ниях боëее преäпо÷титеëüныì явëяется проãраììное
управëение äвижениеì, которое обеспе÷ивает äви-
жение ìанипуëятора в äекартовых коорäинатах по
требуеìой траектории с необхоäиìой скоростüþ".
При независиìоì проãраììноì управëении äви-
жениеì ìанипуëятора по скорости работа разëи÷-
ных äвиãатеëей в со÷ëенениях провоäится [44]



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 8, 2017 539

независиìо и оäновреìенно с разëи÷ныìи скорос-
тяìи, изìеняþщиìися во вреìени äëя тоãо, ÷тобы
обеспе÷итü установивøееся äвижение коне÷ноãо
звена ìанипуëятора вäоëü ëþбой оси непоäвижной
(опорной) систеìы коорäинат. При такоì управ-
ëении заäаþтся [44] жеëаеìые ëинейная и уãëовая
скорости коне÷ноãо звена ìанипуëятора и испоëü-
зуется ìатри÷ное кинеìати÷еское уравнение, по-
звоëяþщее вы÷исëитü скорости в со÷ëенениях
(обобщенные скорости) ÷ерез жеëаеìые скорости
выхоäноãо звена и опреäеëитü режиìы работы äви-
ãатеëей в со÷ëенениях ìанипуëятора äëя тоãо, ÷тобы,
как уже отìе÷аëосü, обеспе÷итü жеëаеìое äвиже-
ние коне÷ноãо звена ìанипуëятора вäоëü ëþбой
оси непоäвижной систеìы коорäинат. Отìетиì, ÷то
жеëаеìые (в ÷астности, оптиìаëüные) ëинейная и
уãëовая скорости коне÷ноãо звена ìанипуëятора
ìоãут бытü построены, как это преäëаãается, на-
приìер, в работе E. Ozgur, Y. Mezouar [45, 2016],
с испоëüзованиеì бикватернионной теории кине-
ìати÷ескоãо управëения äвижениеì свобоäноãо
тверäоãо теëа.
Свеäения по независиìоìу управëениþ äвиже-

ниеì äаны в боëее ранних работах D. E. Whitney
[46—48, 1969, 1972], ãäе рассìатривается независи-
ìое управëение äвижениеì ìанипуëяторов по ско-
рости. В работе R. P. Paul, B. E. Shimano и G. Mayer
[49, 1981] рассìотрены уравнения кинеìати÷ескоãо
управëения äëя простых ìанипуëяторов.
В работе Fabrizio Caccavale и Bruno Siciliano

[50, 2001] рассìатривается заäа÷а кинеìати÷ескоãо
управëения кинеìати÷ески-избыто÷ныìи косìи÷е-
скиìи ìанипуëятораìи с испоëüзованиеì кватер-
нионов ориентаöии. Ввоäится кватернион оøибки
ориентаöии. Вывоäятся соотноøения äëя присо-
еäиненных скоростей. В работе X. Wang, D. Han,
C. Yu и Z. Zheng [51, 2012] рассìотрена ãеоìетри-
÷еская структура äуаëüноãо кватерниона с приëо-
женияìи в кинеìати÷ескоì управëении.
В работе L. F.C. Figueredo, B. V. Adorno, J. Y. Ishi-

hara и G. A. Borges [52, 2013] рассìатривается ро-
бастное (ãрубое) кинеìати÷еское управëение ìани-
пуëяöионныìи систеìаìи с испоëüзованиеì äуаëü-
ных кватернионов. Укажеì также неäавнþþ работу
E. Ozgur, Y. Mezouar [45, 2016], ãäе рассìотрено
управëение äвижениеì руки робота с испоëüзова-
ниеì äуаëüных кватернионов и кинеìати÷ескоãо
бикватернионноãо стабиëизируþщеãо закона управ-
ëения, преäëоженноãо Dapeng Han, Qing Wei,
Zexiang Li [53, 2008] и иìеþщеãо виä отриöатеëüной
бикватернионной ëоãарифìи÷еской обратной связи.
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The theory of the kinematic control of the rotational (angular) motion of a rigid body and the spatial motion of a free rigid
body used in the article is based on the quaternion and biquaternion kinematic models of the rigid body motion. In this theory,
the kinematic equations of the rotational and (or) translational motion of a body are considered as the mathematical models of
a rigid body motion, and the vectors of the angular and (or) translational velocities of a body or kinematic screws are used as
the controls. The goal of the kinematic control is transfer of a rigid body from its assigned initial position to the desired final position
by applying the required (program) angular and (or) linear velocities to the body. Also, the goal of the kinematic control can trans-
fer a rigid body from its given initial position to any selected program path and, further, to an asymptotically stable motion along
the program path with the required program angular and linear velocities by applying the required stabilizing angular and linear
velocities to the body. In the article the authors present a review of the papers dedicated to the following applications of the theory
of the kinematic control of a rigid body motion in the mechanics of a space flight, inertial navigation and mechanics of the robot
manipulators: two-circuit control of the rotational motion of a rigid body (spacecraft) using a strapdown inertial navigation system;
adjustable strapdown systems for orientation and navigation of the moving objects; TSP-Argus motion control platform complex
for Mars-94 space project; optimal reorientation of the orbit, of the orbital plane and correction of the angular elements of the orbit
of the spacecraft by means of a reactive acceleration, orthogonal to the plane of the orbit of the spacecraft; solving of the inverse
problems of the kinematics of the robot manipulators using the biquaternion theory of the kinematic control; kinematic control for
the mechanics of the robotic manipulators (independent program motion speed control).

Keywords: kinematic control, rigid body, moving object, orientation, navigation, platform complex, spacecraft, orbit, in-
verse problem of kinematics, robot manipulator, quaternion, biquaternion
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