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Стабилизация обратного гибкого маятника
с гистерезисными свойствами*

Введение

Стабиëизаöия обратноãо, иëи перевернутоãо, ìа-
ятника явëяется кëасси÷еской пробëеìой теории уп-
равëения и øироко испоëüзуется в ка÷естве этаëона
äëя тестирования разëи÷ных аëãоритìов управëения
неустой÷ивыìи объектаìи (ПИД реãуëяторов, ней-
ронных сетей, не÷еткоãо управëения и т. ä.).
Анаëоãи поäобных ìехани÷еских систеì ìожно

встретитü в соверøенно разëи÷ных техни÷еских
(и не тоëüко техни÷еских) приëожениях — от ìе-
äиöины и биоëоãии äо роботостроения, ракетных
и косìи÷еских техноëоãий. Так, реøение заäа÷и
стабиëизаöии обратноãо ìаятника испоëüзуется
при рас÷ете äинаìи÷еских характеристик ракет,
так как äвиãатеëü ракеты распоëожен ниже öентра
тяжести, вызывая аэроäинаìи÷ескуþ нестабиëü-
ностü. Эта же пробëеìа реøена в сеãвее — саìоба-
ëансируþщеìся транспортноì устройстве.
Первое теорети÷еское иссëеäование обратноãо

ìаятника быëо провеäено Стефенсоноì в работе [1],
а первые экспериìенты по стабиëизаöии обратноãо
ìаятника с поìощüþ коëебаний поäвеса быëи рас-
сìотрены П. Л. Капиöей и описаны в работе [2].
В äаëüнейøеì в еãо работе [3] быëа показана воз-
ìожностü стабиëизаöии перевернутоãо ìаятника
ãоризонтаëüныìи äвиженияìи нижней то÷ки креп-
ëения, с поìощüþ которых также уäаëосü äобитüся
устой÷ивости верхнеãо поëожения. Иссëеäование
стабиëизаöии схожих ìехани÷еских систеì быëи
активно проäоëжены в ряäе работ Ф. Л. Черноусü-
ко [4, 5]. В указанных выøе работах рассìатриваëся
обы÷ный жесткий ìаятник, поäвес котороãо совер-
øает принуäитеëüные коëебания в вертикаëüноì
иëи ãоризонтаëüноì направëении. Особо отìетиì,
÷то эта сравнитеëüно простая ìехани÷еская систе-
ìа äеìонстрирует в зависиìости от ÷астоты и аìп-
ëитуäы вынужäенных коëебаний то÷ки поäвеса
боëüøое ÷исëо разнообразных виäов äвижения.

Некоторые äвижения преäставëяþтся весüìа нео-
бы÷ныìи и противоре÷ат наøей интуиöии.
Заäа÷а стабиëизаöии обратноãо ìаятника иìеет

боëüøуþ историþ и кажется äостато÷но изу÷енной,
оäнако боëüøая ÷астü этих иссëеäований рассìат-
ривает упрощеннуþ ìоäеëü, не в поëной ìере соот-
ветствуþщуþ реаëüной ìехани÷еской систеìе по-
äобноãо виäа. Так, у÷итывая наëи÷ие обыкновенно-
ãо ëþфта в то÷ке крепëения (наприìер, возникøеãо
всëеäствие износа äетаëей иëи же ввеäенноãо наìе-
ренно, как в руëевоì управëении автоìобиëя),
а также рассìатривая сëу÷ай ãибкоãо стержня, ìож-
но äобитüся боëüøеãо соответствия ìоäеëи реаëü-
ныì ìехани÷ескиì систеìаì, оäнако в этоì сëу÷ае
заäа÷а стабиëизаöии существенно усëожняется.
Лþфт в опоре ìаятника — это оäин из виäов

ãистерезисных зависиìостей. Заäа÷и, в которых
ãистерезисные явëения иãраþт существеннуþ роëü,
встре÷аþтся в физике, хиìии, биоëоãии, эконоìи-
ке и сìежных äисöипëинах. У÷ет и корректное ìа-
теìати÷еское ìоäеëирование этих зависиìостей
соверøенно необхоäиìы äëя аäекватноãо описа-
ния проöессов в указанных обëастях. Моäеëи ãис-
терезисных явëений к настоящеìу вреìени äоста-
то÷но хороøо изу÷ены, оäнако систеìы, в которых
ãистерезисные свойства проявëяþтся на уровне
отäеëüных их составëяþщих, иссëеäованы в ìенü-
øей степени, всëеäствие ÷еãо наëи÷ие ëþфта в
опоре ìаятника порожäает новуþ интереснуþ ìеха-
ни÷ескуþ систеìу. Стабиëизаöии и оптиìаëüноìу
управëениþ жесткиì обратныì ìаятникоì посвя-
щена работа [6], также важные резуëüтаты в этой
обëасти поëу÷ены в работах [7, 8], ìоäеëи бëизких
ìехани÷еских систеì рассìатриваëисü в работе [9].
Иссëеäованиþ äинаìики обратноãо ãибкоãо ìаят-
ника посвящены работы [10—13].
В äанной статüе рассìатривается заäа÷а стаби-

ëизаöии в вертикаëüноì поëожении обратноãо ìа-
ятника, преäставëяþщеãо собой ãибкий стерженü,
оäниì конöоì øарнирно закрепëенный на öи-
ëинäре, äвижение котороãо вызывается ãоризон-
таëüныì переìещениеì порøня.

Изучается динамика системы, состоящей из гибкого обратного маятника, имеющего люфт в основании его крепления. Раз-
работан алгоритм стабилизации маятника в окрестности вертикального положения, основанный на принципе обратной связи.
Также в работе решается задача оптимизации по параметрам управляющего воздействия.
Ключевые слова: обратный гибкий маятник, гистерезис, градиентный метод, оптимизация, разностная схема
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Постановка задачи

Рассìотриì ìоäеëü äинаìики обратноãо ìаят-
ника в преäпоëожении ìаëых откëонений от вер-
тикаëüноãо неустой÷ивоãо равновесия. Изу÷аеìая
систеìа преäставëяет собой ãибкий стерженü, оä-
ниì конöоì øарнирно закрепëенный на öиëинäре,
äвижение котороãо вызывается ãоризонтаëüныì
переìещениеì порøня (рис. 1).
Зäесü (x, y) — систеìа отс÷ета ãибкоãо стержня

ìассой m, äëиной l и ëинейной пëотностüþ ρ (оп-
реäеëяеìой отноøениеì ìассы теëа к еãо ëиней-
ноìу параìетру), ãäе осü Ox совпаäает с касатеëü-
ной к профиëþ стержня в то÷ке еãо крепëения; θ —
уãоë накëона систеìы коорäинат стержня; (X, ) —
инерöиаëüная систеìа коорäинат рассìатривае-
ìой ìехани÷еской систеìы, M — ìасса öиëинäра
с раствороì L, F — сиëа, приëоженная к порøнþ
ìассой mp, трактуеìая как управëение.
Цеëüþ äанной работы явëяется изу÷ение воз-

ìожной стабиëизаöии обратноãо ãибкоãо ìаятни-
ка в окрестности вертикаëüноãо поëожения при ус-
ëовии наëи÷ия ëþфта в опоре стержня, а также ис-

сëеäование разëи÷ных аспектов äинаìи÷еской
систеìы, описываþщей еãо повеäение.

Модель управляющего воздействия

Оäной из особенностей рассìатриваеìой в äан-
ной работе ìехани÷еской систеìы явëяется наëи-
÷ие ëþфта в опоре стержня, а так как ëþфт явëя-
ется оäниì из виäов ãистерезисных зависиìостей,
то, сëеäуя кëасси÷ескиì схеìаì М. А. Красносеëü-
скоãо и А. В. Покровскоãо [14], буäеì трактоватü
еãо как преобразоватеëü, опреäеëенный на про-
странстве непрерывных функöий, äинаìика кото-
роãо описывается соотноøенияìи: вхоä — состоя-
ние и состояние — выхоä.
Выхоä преобразоватеëя-ëþфта на ìонотонных

вхоäах описывается соотноøениеì

u(t) = Г[u0, h]x(t) =  

ãäе Г — ãистерезисный оператор; x(t) — вхоä пре-
образоватеëя, u0 — на÷аëüное состояние выхоäа,
а h — раствор ëþфта. С поìощüþ поëуãрупповоãо
тожäества

Г[u(t1, h)]x(t) = Г[Г[u0, h]x(t1, h]x(t)

и спеöиаëüной преäеëüной конструкöии äействие
оператора распространяется на все непрерывные
вхоäы. Приìенитеëüно к изу÷аеìой систеìе выхоä
преобразоватеëя-ëþфта уäобно опреäеëитü сëе-
äуþщиì соотноøениеì:

X(t) = Г[X0, L]Y(t) = 

которое иëëþстрирует рис. 2.
Зäесü X(t) — переìещение öентра öиëинäра,

Y(t) — переìещение порøня в ãоризонтаëüной
пëоскости. Сиëа, приëоженная к опоре стержня,
опреäеëяется сëеäуþщиì соотноøениеì:

f (t) = Г[X(0, t), Y(t), L, F0]F = 

ãäе L — раствор öиëинäра, F — сиëа, трактуеìая как
управëение, приëоженная к порøнþ ìассой mp.
В своþ о÷ереäü, äвижение порøня поä÷иняется
уравнениþ

mp (t) = F.

Зäесü и äаëее произвоäные по вреìени обозна-
÷аþтся нижниì инäексоì t иëи верхниìи то÷каìи,
а произвоäные по пространственной коорäинате —
соответствуþщиìи нижниìи инäексаìи иëи
øтрихаìи.

Рис. 1. Модель гибкого маятника

Рис. 2. Динамика входно-выходных соответствий люфта
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Динамика объекта управления

Рассìотриì физи÷ескуþ ìоäеëü ìаятника (сì.
рис. 1). Буäеì с÷итатü, ÷то откëонение y и уãоë на-
кëона стержня θ ìаëы, т. е. x ≈ , а ãрани÷ные ус-
ëовия систеìы, опреäеëяþщие кривизну стержня,
иìеþт виä

(1)

Функöия X( , t) описывает повеäение профиëя
стержня с те÷ениеì вреìени и показывает откëо-
нение кажäой то÷ки стержня от вертикаëüной оси;
(X, ) — коорäинаты профиëя стержня; X(0, t) =
= s(t) — переìещение то÷ки крепëения в ãоризон-
таëüной пëоскости.
Перейäеì к новой систеìе коорäинат посреä-

ствоì сëеäуþщеãо соотноøения:

 =  + .

Дëя описания äвижения изу÷аеìой систеìы ис-
поëüзуеì форìаëизì Лаãранжа. У÷итывая, ÷то y и θ
ìаëы и пренебреãая ÷ëенаìи старøеãо поряäка,
опреäеëиì функöиþ Лаãранжа:

L(t) = M  + [ρ  + ρ  + ρ(x ) +

+ ρ(2 x  + 2x yt + 2 yt) + 2ρgyθ – EI ]dx, (2)

ãäе I — осевой ìоìент инерöии се÷ения стержня;
E — ìоäуëü Юнãа; ρ — ëинейная пëотностü ìате-
риаëа стержня.
Проинтеãрировав уравнение (2) на интерваëе

(t0, tf), поëу÷иì функöиþ äействия:

W = M dt + ρ(  +  + x2  + 2 x ) +

+ 2x yt + 2 yt + 2gyθ – dxdt.

Испоëüзуя принöип наиìенüøеãо äействия, в ëи-
нейноì прибëижении поëу÷иì сëеäуþщее соотно-
øение:

 + y′′′′ = –  – x  + gθ. (3)

Приниìая в ка÷естве обобщенной коорäинаты
переìеннуþ θ, из уравнения Лаãранжа

 –  = 0

с у÷етоì (2) поëу÷аеì

x(x  +  + )dx = g ydx.

Испоëüзуя равенство (3), посëеäнее соотноøе-
ние преобразуеì к виäу

x gθ – y′′′′ dx = g ydx,

иëи

 – xy′′′′dx = g ydx. (4)

С у÷етоì на÷аëüных усëовий (1) интеãраë в ëе-
вой ÷асти выражения (4) буäет равен нуëþ, а äоìно-
жив обе ÷асти этоãо равенства на ρ/g, поëу÷иì

ml θ = ρ ydx. (5)

Проинтеãрируеì обе ÷асти равенства (3) и äоìно-
жиì на ρ:

ρ  + y′′′′ dx = ρ (–  – x  + gθ)dx,

ρ dx + EI[y′′′(l, t) – y′′′(0, t)] = – ρl – ρ  + gρlθ.

У÷итывая тот факт, ÷то ρl = m, y′′′(l, t) = 0 (из на-
÷аëüных усëовий), и в соответствии с равенствоì (5)
поëу÷иì сëеäуþщее уравнение:

ml  + m  = mgθ + EIy′′′(0, t). (6)

Приниìая в ка÷естве обобщенной коорäинаты
функöии Лаãранжа переìеннуþ s, поëу÷иì

 –  = f(t), (7)

ãäе f(t) — сиëа, приëоженная к опоре стержня.
Поäставиì выражение (2) в равенство (7):

M  + ρ (  + x  + )dx = f(t).

У÷итывая равенство (3), поëу÷иì

M  + ρ gθ – y′′′′ dx = f(t).

Анаëоãи÷но, из выражения (6) сëеäует равенство

M  = f(t) – mgθ – EIy′′′(0, t).

x
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Такиì образоì, иìееì сëеäуþщуþ систеìу
уравнений:

Перехоäя к систеìе коорäинат (X, ), ìоäеëü
рассìатриваеìой ìехани÷еской систеìы ìожно
записатü в сëеäуþщеì виäе:

ãäе X = X(x, t).
Выразиì (0, t) из первоãо уравнения систеìы

и поäставиì во второе:

g(M + m)X ′(0, t) – X ′′′′ + EIX ′′′ = f(t).

Проинтеãрируеì обе ÷асти этоãо уравнения по x:

g(M + m)X(0, t) – X ′′′ + EIX ′′ = lf(t).

У÷итывая усëовия (1), поëу÷аеì

g(M + m)X(0, t) – X ′′′ = lf(t)

иëи

(M + m)X(0, t) – X ′′′ = f(t).

В äаëüнейøеì управëение ìаятникоì буäеì
строитü по принöипу обратной связи, т.е. с÷итаеì,
÷то сиëа, приëоженная к öиëинäру, опреäеëяется
сëеäуþщиì равенствоì: 

F = ksign(ae1 + e2), (8)

ãäе коэффиöиенты a > 0, k > 0 и

e1 = X ′dl;

e2 = dl.

Параìетр e1 — интеãраëüный уãоë откëонения
стержня; e2 — интеãраëüная уãëовая скоростü
стержня. Реøение заäа÷и стабиëизаöии обратноãо
ãибкоãо ìаятника в окрестности вертикаëüноãо
поëожения буäет закëþ÷атüся в поиске таких зна÷е-
ний коэффиöиентов a и k, при которых параìетры
e1 и e2 буäут оãрани÷ены.

Такиì образоì, систеìа уравнений, описываþ-
щая äинаìику иссëеäуеìой ìехани÷еской систеìы,
иìеет сëеäуþщий виä:

(9)

Разностная схема.
Приближенное решение задачи стабилизации

Систеìу (9) буäеì реøатü ÷исëенно: ввеäеì
пряìоуãоëüнуþ сетку, äëя этоãо разобüеì обëастü
опреäеëения функöии X = X(x, t) пряìыìи ëиния-
ìи, параëëеëüныìи коорäинатныì осяì (рис. 3).

О÷евиäно, ÷то в узëах сетки функöия X(x, t) буäет
приниìатü зна÷ение

Xi, j = X(ihx, jht),

ãäе hx — øаã сетки по оси x; ht — øаã сетки по оси

вреìени t; i = , j = ; hx = l/n, ht = T/m, T —
иссëеäуеìый проìежуток вреìени äëя рас÷ета оä-
ной итераöии по вреìени. Тоãäа с испоëüзованиеì
неявной схеìы систеìу уравнений (9) в коне÷ных
разностях ìожно записатü в сëеäуþщеì виäе:

ml  + m  = mgθ + EIy′′′(0, t),

M  = f(t) – mgθ – EIy′′′(0, t).

θ·· s··

s··

x

 + X ′′′′ = gX ′(0, t);

M (0, t) = f(t) – mgX ′(0, t) – EIX ′′′(0, t),

ml (0, t) + m (0, t) = mgX ′(0, t) + EIX ′′′(0, t),

X·· EI
ρ
-----

X··

X·· ′ X··

X··

MEI
ρ

---------

MEI
ρ

---------

MEI
ρ

---------

g
l
-- MEI

m
---------

 
0

l

∫

 
0

l

∫ X· ′

 + X ′′′′ = gX ′(0, t);

(M + m) (0, t) + ml (0, t) = f(t);

(M + m)X(0, t) – X ′′′(0, t) = f(t);

f(t) = Г[X(0, t), Y(t), L, F0]F;

mp (t) = F;
F = k sign(ae1 + e2);

e1 = X ′dl;

e2 = dl.

X·· EIl
m

------

X·· X·· ′

g
l
-- MEI

m
---------

Y··

 
0

l

∫

 
0

l

∫ X· ′

Рис. 3. Сеточное разбиение области определения функции X(x, t)

0 n, 0 m,
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(10)

 +  = g ;

(M + m)  + ml  = Fj;

(M + m)gX0, j –  = Fj;

Fj = ksign(ae1j + e2j);

e1j = ;

e2j = .

Xi j 1+, 2Xi j,– Xi j 1–,+

ht
2

------------------------------------------- EIl
m

------
6Xi j 1+, 4Xi 1– j 1+,– 4Xi 1+ j 1+, Xi 2+ j 1+, Xi 2– j 1+,+ +–

hx
4

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------
X1 j 1+, X0 j 1+,–

hx
-------------------------------

X0 j 1+, 2X0 j,– X0 j 1–,+

ht
2

---------------------------------------------
X1 j 1–, X0 j 1+,– X1 j 1+, 2X0 j, 2X1 j,– X0 j 1–,–+ +

hxht
2

------------------------------------------------------------------------------------------------

g
l
-- MEI

m
---------

3X1 j, 3X2 j,– X3 j, X0 j,–+

hx
3

-------------------------------------------------

Xn j, X0 j,–

l
-------------------

e1 j, e1 j 1–,–

ht
-----------------------

Грани÷ные усëовия буäут иìетü виä

(11)

Прежäе всеãо äокажеì устой÷ивостü относи-
теëüно возìущения на÷аëüных äанных разностной
схеìы (10), (11) с поìощüþ спектраëüноãо ìетоäа
[15]. Так как устой÷ивостü характеризуется изìе-
нениеì поãреøности с те÷ениеì вреìени, рас-
сìотриì уравнения систеìы, соäержащие узëы из
разных вреìенных сëоев. У÷итывая тот факт, ÷то
наëи÷ие свобоäноãо ÷ëена не вëияет на устой÷и-
востü, буäеì иссëеäоватü сëеäуþщие уравнения:

 = α;

 = 0;

 = 0;

 = 0;

 = 0;

 = 0.

X1 0, X0 0,–

hx
---------------------

X2 j, 2X1 j,– X0 j,+

hx
2

----------------------------------

Xn 1– j, 2Xn 2– j,– Xn 3– j,+

hx
2

---------------------------------------------------

3Xn 2– j, 3Xn 1– j,– Xn j, Xn 3– j,–+

hx
3

------------------------------------------------------------------

Xi 1, Xi 0,–

ht
-------------------

Xi 2, 2Xi 1,– Xi 0,+

ht
2

----------------------------------

Преäставиì реøение разностной схеìы в виäе
ãарìоники

Xk, p = λpeiαk. (14)

Поäставив выражение (14) в уравнение (12) и
(13) и упростив выражения, поëу÷иì

M + m + ml  = 0; (15)

+ λ=0.(16)

Рассìатриваеìая разностная схеìа явëяется ус-
той÷ивой относитеëüно возìущения на÷аëüных
äанных в сëу÷ае выпоëнения необхоäиìоãо спект-
раëüноãо усëовия Нейìана:

|λ(α)| m 1. (17)

Из уравнения (15) сëеäует, ÷то

|λ(α)| = 1, ∀α. (18)

Приìеняя форìуëу Эйëера к уравнениþ (16),
поëу÷иì

 + λ = 0

λ 1–( )2

λht
2

--------------  
⎝
⎜
⎛ eiα 1–

hx
------------

⎠
⎟
⎞

λ 2– λ 1–
+

ht
2

-------------------- EIl
m

------ 6 4e i– α
– 4eiα

– e2iα e 2i– α
+ +

hx
4

---------------------------------------------------------

λ 2– λ 1–
+

ht
2

-------------------- EIl
m

------ 3 4cosα– cos2α+

hx
4

-----------------------------------

(М + m)  +

+ ml  = 0; (12)

 +

+  = 0.(13)

X0 j 1+, 2X0 j,– X0 j 1–,+

ht
2

---------------------------------------------

X1 j 1–, X0 j 1+,– X1 j 1+, 2X0 j, 2X1 j, X0 j 1–,––+ +

hxht
2

------------------------------------------------------------------------------------------------

Xi j 1+, 2Xi j,– Xi j 1–,+

ht
2

-------------------------------------------

EIl
m

------
6Xi j 1+, 4Xi 1– j 1+,– 4Xi 1+ j 1+,– Xi 2+ j 1+, Xi 2– j 1+,+ +

hx
4

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------

иëи

 +  = 0. (19)

Обозна÷иì

ϕ(α) = (cosα – 1),

тоãäа равенство (19) буäет иìетü сëе-
äуþщий виä:

 = –ϕ2(α)

λ 1–( )2

λ2ht
2

-------------- 4EIl
m

--------- cosα 1–( )2

hx
4

----------------------

EIl
m

------
2ht

hx
2

------

λ 1–( )2

λ2
--------------
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иëи

 = ±jϕ(α).

Окон÷атеëüно

λ = ,

|λ| = .

Такиì образоì,

|λ(α)| m 1, ∀α. (20)

Из выражений (18) и (20) сëеäует, ÷то спект-
раëüное усëовие Нейìана (17) выпоëняется, и рас-
сìатриваеìая разностная схеìа явëяется абсоëþт-
но устой÷ивой.
Такиì образоì, äëя нахожäения поëожения

стержня на кажäоì вреìенноì сëое необхоäиìо
реøитü СЛАУ виäа

Bnn  = Cn,

ãäе

Bnn =

= ;

 = ; Cn = ,

bi — коэффиöиенты при неизвестных Xi, j; ci — сво-
боäный ÷ëен.

Параметрическая оптимизация и стабилизация

Как быëо указано ранее, реøение заäа÷и стабиëи-
заöии обратноãо ãибкоãо ìаятника в окрестности
вертикаëüноãо поëожения буäет закëþ÷атüся в по-
иске оптиìаëüных зна÷ений коэффиöиентов a и k
из равенства (8).
Во ìноãих техни÷еских заäа÷ах требуется не

тоëüко стабиëизироватü систеìу, но и äобитüся
асиìптоти÷ески оптиìаëüных характеристик. В рас-
сìотренной заäа÷е этоìу соответствует ìиниìиза-
öия функöионаëа, опреäеëяþщеãо откëонение ìа-
ятника от вертикаëüноãо поëожения.
Опреäеëиì функöионаë, который в äаëüней-

øеì буäеì называтü öеëевыì:

J(a, k) = (X′)2dl + ( )2dl dt. (21)

Зäесü веëи÷ина T — это вреìенной интерваë, на
котороì провоäится оптиìизаöия.
При реøении уравнений, описываþщих äина-

ìику иссëеäуеìой ìехани÷еской систеìы, необхо-
äиìо ìиниìизироватü функöионаë (21). Такиì об-
разоì, на физи÷ескоì уровне заäа÷а своäится к
ìиниìизаöии среäнекваäрати÷ноãо откëонения
ìаятника от вертикаëüноãо поëожения.
У÷итывая тот факт, ÷то реøение поставëенной

заäа÷и выпоëняëосü поøаãово с приìенениеì
÷исëенных ìетоäов, äëя оптиìизаöии реøения
испоëüзуеì ãраäиентный ìетоä äробëения øаãа,
явëяþщийся разновиäностüþ ìетоäов ãраäиент-
ноãо поиска [16]. Данный ìетоä обëаäает про-
стотой реаëизаöии и äостато÷но высокой скоро-
стüþ схоäиìости.

Алгоритм метода дробления шага

Шаг 0. Заäатü параìетр то÷ности ε, на÷аëüный

øаã h > 0, выбратü на÷аëüный вектор u0 =  и

вы÷исëитü J(u0).
Шаг 1. Найти ÷исëенно ∇J(u0) и проверитü кри-

терий останова ||∇J(u0)|| < ε. Есëи критерий остано-
ва выпоëнен, то вы÷исëения заверøитü, поëаãая
u* = u0, J* = J(u0).
Шаг 2. Поëожитü u1 = u0 – h∇J(u0), вы÷исëитü

J(u1). Есëи J(u1) < J(u0), то поëожитü u0 = u1, а J(u0) =
= J(u1) и перейти к øаãу 1.
Шаг 3. Поëожитü h = h/2 и перейти к øаãу 2.

Результаты компьютерного моделирования

Обратный гибкий маятник без люфта

Ниже преäставëены резуëüтаты ìоäеëирования
повеäения обратноãо ãибкоãо ìаятника с приìене-
ниеì соответствуþщей разностной схеìы без у÷ета

λ 1–
λ

---------

1
1 jϕ α( )+−
-----------------

1

1 ϕ2 α( )+
------------------

Xj
n

b0 b1 0 0 0 0 0 0 0 0
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b0 b1 b2 b3 b4 b5 0 0 0 0

b0 b1 b2 b3 b4 b5 b6 0 0 0

. . . . . . . . . .
b0 b1 0 bn 6– bn 5– bn 4– bn 3– bn 2– bn 1– 0

0 0 0 0 0 0 bn 3– bn 2– bn 1– 0
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ëþфта. Найäеì оптиìаëüные зна÷ения коэффиöи-
ентов a и k.
Характеристики иссëеäуеìой ìехани÷еской сис-

теìы и на÷аëüные усëовия:
ìатериаë стержня — стаëü, m = 1 кã; M = 10 кã;

l = 1 ì; ρ = 1,04 кã/ì; E = 210•109 Па; I = 0,087 кã•ì2;
α = 0,06°.
В проöессе оптиìизаöии реøения быëи найäены

коэффиöиенты a = 22 и k = 1,15.
Оöениì устой÷ивостü систеìы в соответствии с

критериеì Ляпунова. В ка÷естве функöии Ляпуно-
ва возüìеì

V = X ′2dl + dl.

Фазовая траектория иссëеäуеìой систеìы,
преäставëяþщая собой зависиìостü интеãраëüноãо
уãëа откëонения стержня от еãо интеãраëüной уã-
ëовой скорости, и соответствуþщая ей функöия
Ляпунова показаны на рис. 4.

Как виäно из рис. 4, функöия Ляпунова на всеì
интерваëе вреìени уäовëетворяет сëеäуþщеìу ус-
ëовиþ:

(t) < –kV.

Сëеäоватеëüно, обратный ìаятник с те÷ениеì
вреìени стреìится к устой÷ивоìу вертикаëüноìу
поëожениþ.
Изìениì коэффиöиенты управëения: пустü a = 40

и k = 1. График фазовой траектории и функöия
Ляпунова äëя этоãо сëу÷ая привеäены на рис. 5.
Как виäно из рис. 4, 5, изìенение коэффиöиен-

тов, найäенных с поìощüþ ìетоäа äробëения øаãа,
привоäит к увеëи÷ениþ вреìени стабиëизаöии.

Обратный гибкий маятник с люфтом

Добавиì в ìоäеëü ìехани÷еской систеìы ëþфт
опоры стержня. Иссëеäуеì повеäение систеìы при
тех же параìетрах. Поиск коэффиöиентов äëя такой
систеìы äаë сëеäуþщий резуëüтат: a = 8,4; k = 1,39.

0

l

∫
0

l

∫ X· ′2

Рис. 5. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) системы без люфта (a = 40, k = 1)

Рис. 4. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) системы без люфта (a = 22, k = 1,22)

V·
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Приìеì зна÷ение ëþфта L = 0,01 ì, mp = 1 кã.
Фазовая траектория и функöия Ляпунова такой
систеìы показаны на рис. 6.

Увеëи÷иì раствор öиëинäра, пустü L = 0,02 ì
при тех же параìетрах систеìы. Резуëüтаты ìоäе-
ëирования привеäены на рис. 7.

Рис. 8. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) системы с люфтом L = 0,02 м (a = 15; k = 6)

Рис. 7. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) системы с люфтом L = 0,02 м (a = 8,4; k = 1,39)

Рис. 6. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) системы с люфтом L = 0,01 м (a = 8,4; k = 1,39)
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Систеìа при заäанных параìетрах также с те÷е-
ниеì вреìени прихоäит в устой÷ивое состояние.
Изìениì коэффиöиенты управëения: пустü a = 15,
k = 6. Резуëüтаты ìоäеëирования привеäены на
рис. 8.
Как и в сëу÷ае с систеìой без ëþфта, изìенение

коэффиöиентов, найäенных с поìощüþ ìетоäа
äробëения øаãа, привоäит к увеëи÷ениþ вреìени
стабиëизаöии.

Заключение

В настоящей работе рассìотрена физи÷еская
ìоäеëü обратноãо ãибкоãо ìаятника с ëþфтоì в
основании еãо крепëения, преäëожен ìетоä стабиëи-
заöии ìаятника в окрестности вертикаëüноãо по-
ëожения. В ка÷естве аëãоритìа оптиìизаöии при
стабиëизаöии ìаятника быë испоëüзован ãраäи-
ентный ìетоä äробëения øаãа. Динаìика изу÷ае-
ìой физи÷еской систеìы проиëëþстрирована с
поìощüþ ÷исëенноãо ìоäеëирования.
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As is known, the problem of the inverted pendulum plays the central role in the control theory. In particular, the problem
of the inverted pendulum (as a test model) presents many challenging problems to the control designs. Because of their non-
linear nature, the pendulums have preserved their usefulness and now they are used to illustrate many of the ideas emerging
in the field of a nonlinear control. Typical examples of that are the feedback stabilization, variable structure control, passivity-
based control, back-stepping and forwarding, nonlinear observers, friction compensation, and nonlinear model reduction. The
challenges of the control made the inverted pendulum systems a classic tool for the control laboratories. It should also be pointed
out that the problem of stabilization of such a system is a classical problem of the dynamics and control theory. Moreover, the
model of the inverted pendulum is widely used as a standard for testing of the control algorithms (for PID controllers, neural
networks, fuzzy control, etc.). In this paper, the authors investigate the elastic inverted pendulum with a hysteretic nonlinearity
(a backlash) in the suspension point. Namely, the problems of stabilization and optimization of such a system are considered.
The algorithm, which ensures an effective procedure for finding of the optimal parameters, is presented and applied to the con-
sidered system. The results of the numerical simulations, namely the phase portraits and the dynamics of Lyapunov function,
are also presented and discussed.

Keywords: flexible inverted pendulum, hysteresis, gradient method, optimization, difference scheme
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Постановка и решение игровой задачи противоборства 
аппаратно-избыточной динамической системы

с атакующим противником, действующим в условиях 
неполной информации в процессе конфликта

Введение

Иссëеäованияì в обëасти постановки и реøе-
ния заäа÷ противоборства в конфëиктных ситу-
аöиях äинаìи÷еских систеì разëи÷ной прироäы,
в тоì ÷исëе пробëеìно ориентированныì иãровыì
заäа÷аì, посвящено боëüøое ÷исëо нау÷ных работ,

наибоëее бëизкиìи из которых по соäержаниþ к
пробëеìаì, рассìатриваеìыì в äанной статüе, яв-
ëяþтся работы [1—12]. В указанных выøе работах
пряìо иëи косвенно поëаãаëосü, ÷то противобор-
ствуþщие стороны в проöессе конфëикта иìеþт
поëнуþ инфорìаöиþ о повеäении противника и

Поставлена и решена численно-аналитическим методом игровая задача противоборства атакуемой аппаратно-избыточ-
ной динамической системы с атакующим противником, действующим в условиях неполной информации о поведении атакуемой
системы в процессе конфликта.

Дифференциальная модель игры сводится к многошаговой матричной модели с заданными вероятностями состояний ата-
кующего противника. Приведены численные алгоритмы для вычисления вектора резервирования атакуемой системы, макси-
мизирующего вероятность ее безотказной работы к моменту окончания игры, и для решения рассматриваемой игровой задачи
в виде, удобном для реализации на персональном компьютере.
Ключевые слова: игровая задача, противоборство, конфликтная ситуация, математическая модель, динамическая сис-

тема, аппаратная избыточность, вероятность безотказной работы, численные алгоритмы


