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Синтез регуляторов для следящих систем
на основе принципа изоморфности

Введение

В статüе [1] сфорìуëирован общий принöип
изоìорфности в теории систеì, и на еãо основе
ввеäено понятие управляемости системы с точно-
стью до некоторой изоморфной модели, а также äо-
казаны теореìы об управëяеìости и преäëожены
новые критерии управëяеìости с то÷ностüþ äо
изоìорфизìа äëя систеì общеãо виäа, позвоëив-
øие форìаëüно опреäеëитü структуру соответст-
вуþщих реãуëяторов. В настоящей статüе на основе
указанноãо принöипа и теореì об управëяеìости
рассìатривается форìаëизованный ìетоä синтеза
реãуëяторов новоãо типа — изоìорфных реãуëято-
ров, иìеþщих простуþ ìуëüтипëикативнуþ форìу.
Эффективностü преäëаãаеìоãо ìетоäа äеìонст-

рируется в приëожении к ëинейныì систеìаì.
Анаëиз показывает [2], ÷то совреìенные ìетоäы
синтеза ëинейных реãуëяторов неäостато÷но фор-
ìаëизованы. Это относится äаже к простыì ëи-
нейныì систеìаì с оäниì вхоäоì и оäниì выхо-
äоì (кëасса SISO), иìеþщиì важное практи÷еское
зна÷ение. Дëя обеспе÷ения требуеìоãо ка÷ества
перехоäных проöессов в контурах управëения та-
киìи систеìаìи ÷асто испоëüзуþтся эвристи÷е-
ские приеìы. В связи с этиì иссëеäования в обëасти
ëинейных систеì не потеряëи актуаëüности. Вы-
сокое ка÷ество отработки произвоëüно изìеняþ-
щихся заäаþщих возäействий в усëовиях параìет-
ри÷еских возìущений äостиãается со÷етаниеì раз-
ëи÷ных ìетоäов [3], в тоì ÷исëе основанных на
испоëüзовании экзоãенных (внеøних) этаëонных
ìоäеëей [4], боëüøих коэффиöиентов усиëения
[5—7] и äр. Дëя поиска общеãо реøения указанной
пробëеìы ÷асто испоëüзуþт аппарат совреìенной
аëãебры [1, 8, 9].
В äанной работе преäëаãается вариант реøения

пробëеì синтеза реãуëяторов äëя систеì общеãо

виäа и ëинейных систеì, со÷етаþщий аëãебраи÷е-
ский поäхоä, основанный на общеì принöипе изо-
ìорфности [1], этаëонные ìоäеëи, форìаëизуþщие
öеëи управëения, а также ìетоä боëüøих коэффи-
öиентов усиëения, обеспе÷иваþщий повыøение
робастности. Привеäены ìетоäики и приìеры син-
теза изоìорфных реãуëяторов äëя управëения ëиней-
ныìи объектаìи. Показано, ÷то изоìорфные реãуëя-
торы обëаäаþт в опреäеëенноì сìысëе свойствоì
"преäеëüности" как по уровнþ общности äоказан-
ных утвержäений об управëяеìости систеì, так и
по уровнþ äостижиìоãо ка÷ества перехоäных про-
öессов в контурах управëения.

Управляемость систем
с точностью до изоморфизма

Рассìотриì систеìу Σ = (Х0, s, Х) с отображе-
ниеì-структурой s: X0 → X, Х0 ⊂ Rn, X ⊂ Rn и äейст-
вуþщиì на ее вхоäе отображениеì β: U → X0, U ⊂ Rm.
В работе [1] на основе ввеäенноãо принöипа изо-
ìорфности показано, ÷то при наëожении некото-
рых усëовий на пару (s, β) коìпозиöия этих отобра-
жений позвоëяет коììутироватü (заìкнутü) äиаãраì-
ìу, показаннуþ на рис. 1, некоторыì реãуëятороì —
обратной связüþ  и теì саìыì обеспе÷итü уп-
равëяеìостü систеìы. Указанные усëовия опреäе-

Предложен метод синтеза регуляторов нового типа — изоморфных регуляторов. Доказана необходимость обратной связи
в форме изоморфного регулятора для управляемости системы. Показано, что изоморфные регуляторы обладают свойством
"предельности" как по уровню общности доказанных утверждений об управляемости для систем общего вида, так и по уровню
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МЕТОДЫ ТЕОРИИ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ

Рис. 1. Коммутативная диаграмма отображений управляемой
системы
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ëяþтся привеäенной в работе [1] теореìой об уп-
равëяеìости с то÷ностüþ äо изоìорфизìа. Зäесü
äаäиì без äоказатеëüств некоторые варианты фор-
ìуëировки теореìы.
Теорема 10 об управляемости (с точностью до

изоморфизма) 
Пусть (s, β) — пара отображений, характеризую-

щих модель системы, где s ≅ s*: X0 → X — изоморфное
в обычном смысле (обратимое вне коммутативной
диаграммы) отображение, β: U → X0 — отображение,
характеризующее непосредственное воздействие уп-
равлений U ⊂ Rm на входы Х0 ⊂ Rn. Сформируем на U
множество отсчетов в моменты t0, t0 + 1Δ, t0 + 2Δ,
..., t0 + (i – 1)Δ, ..., t0 + (k – 1)Δ, где Δ — малый ин-
тервал (дискрет) времени, i = 1, k, t0 + (k – 1)Δ = t.
В те же моменты зафиксируем соответствующие
отсчеты на входах X0 и выходах X. Тогда, если на
указанных множествах отсчетов, в общем случае
при k l n, β является эпиморфным отображением U
на X0, то существует композиция s*β и коммутирую-
щее ее эпиморфное отображение-регулятор SR: U → X,
обеспечивающее однозначное, точное и полное управ-
ление выходами X с точностью до изоморфизма s*,
т. е. имеющее в рассматриваемой коммутативной
диаграмме такое обратное отображение : X → U,
которое позволяет однозначно, точно и полно, с точ-
ностью до изоморфизма s*, сопоставить желаемым
выходам X потребные управления U.
При выпоëнении усëовий теореìы 10 систеìу

Σ = (Х0, s*, Х) вìесте с äействуþщиì на ее вхоäе
отображениеì β и, соответственно, пару отображе-
ний (s*, β) назовеì управëяеìыìи с то÷ностüþ äо
изоìорфной ìоäеëи s*. Теореìа позвоëяет прове-
ритü управëяеìостü неëинейных систеì, äиффе-
ренöиаëüные уравнения которых преобразуþтся в
разностнуþ форìу äëя k l n øаãов (наприìер, ìе-
тоäоì Эйëера). Есëи при k l n правые ÷асти урав-
нений äëя всех эëеìентов вектора X зависиìы от
эëеìентов вектора U, то систеìа управëяеìа.
Как виäно из рис. 1, äëя реãуëятора SR, уäовëет-

воряþщеãо усëовияì теореìы, справеäëивы ра-
венства SR = s*β,  = β–1(s*)–1, ãäе β–1 и  —
обратные в сìысëе [1] к β и SR с то÷ностüþ äо изо-
ìорфизìа s* отображения. Такие регуляторы назо-
вем изоморфными. Отображение : X → U назовем
обратной связью. По сути, теорема доказывает не-
обходимость и достаточность существования об-
ратной связи в форме изоморфного регулятора 
äëя обеспе÷ения управëяеìости систеìы, а также
опреäеëяет структуру этоãо реãуëятора. Ранее не-
обхоäиìостü обратной связи äëя синтеза реãуëято-
ров, как правиëо, постуëироваëасü.
В сиëу эпиìорфности β при заäанных β и s* ре-

ãуëятор SR, уäовëетворяþщий усëовияì теореìы, не
еäинственен. Оäнако при фиксаöии конкретноãо
SR из ìножества возìожных обратное  (и все
äруãие обратные) в раìках рассìатриваеìой коì-
ìутативной äиаãраììы буäет еäинственныì, ÷то
отве÷ает основной ëеììе и принöипу изоìорф-

ности [1]. При выборе äруãоãо отображения β äëя
систеìы с фиксированной структурой s* необхо-
äиìо опреäеëятü и äруãое ìножество реãуëяторов
SR. В сëу÷ае, есëи β таково, ÷то осуществëяется не-
посреäственное возäействие U ⊂ Rm не на оäин, а
на äва, три и боëüøее (впëотü äо n) ÷исëо эëеìен-
тов-вхоäов из Х0 ⊂ Rn, то äëя проверки эпи-
ìорфности отображения β нужно форìироватü,
соответственно, ìножества отс÷етов U, Х0 и Х äëя
k l n – 1, k l n – 2, k l n – 3 и т.ä. ìоìентов
вреìени.
Теорема 20 об управляемости (с точностью до

изоморфизма) 
Необходимым и достаточным условием полной не-

посредственной управляемости системы Σ = (X0, s, X)
с мономорфной структурой s: X0 → X по всему мно-
жеству входов X0 и управляемости по множеству
выходов X с точностью до изоморфного в обычном
смысле входного отображения β*: U → X0 является
существование композиции sβ*.
Пару (s, β*) в этоì сëу÷ае назовеì поëностüþ не-

посреäственно управëяеìой по вхоäаì и управëяе-
ìой по выхоäаì с то÷ностüþ äо изоìорфизìа β*. Дëя
реãуëятора SR, уäовëетворяþщеãо теореìе 20, спра-

веäëивы равенства (рис. 1) SR = sβ*,  = (β*)–1s–1.

Дëя ëинейных систеì теореìе 20 эквиваëентна
теорема 30 об управляемости (с точностью до изо-
морфизма): если размер вектора U равен размеру или
меньше размера вектора X0 и модель системы
Σ = (Х0, s, Х) вместе с действующим на ее входе ото-
бражением β* приводима к форме, в которой су-
ществует композиция sβ*, где β* — изоморфизм раз-
мера вектора U, то с точностью до этого изомор-
физма она управляема. Теореìа 30 соäержит и
ìетоäику анаëити÷еской проверки управëяеìости
ëинейной систеìы путеì посëеäоватеëüноãо пони-
жения поряäка ее ìоäеëи äо разìера вектора U.
Теоремы 10, 20 и 30 составляют общую теорему об

управляемости. Возìожен и тривиаëüный сëу÷ай,
коãäа изоìорфны в обы÷ноì сìысëе (вне коììута-
тивной äиаãраììы) оба отображения s ≅ s* и β ≅ β*.
Тоãäа, есëи существует коìпозиöия s*β*, то обяза-
теëüно существует коììутируþщее ее, в äанноì
сëу÷ае еäинственное, изоìорфное в обы÷ноì сìысëе
отображение-реãуëятор  = s*β*. Как сëеäует из
теореì, управëяеìостü явëяется внутренниì свойст-
воì структуры систеìы, характеризуеìой отобра-
женияìи s и β. Показано [1], ÷то управëяеìостü по
Каëìану явëяется ÷астныì сëу÷аеì управëяеìости
с то÷ностüþ äо изоìорфизìа. Приìенитеëüно к
ëинейныì систеìаì возìожно поëу÷ение коне÷-
ных форìуë äëя изоìорфных реãуëяторов.

Линейные изоморфные регуляторы

Рассìатривается систеìа

 = A(t)X + B(t)U, X ⊂ Rn, U ⊂ Rm, (1)
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которуþ в форìе Лапëаса при нуëевых на÷аëüных ус-
ëовиях преобразуеì из аääитивной к ìуëüтипëика-

тивной форìе X(p) = (pI – A)–1BU(p) = Ф(p)Y(p), иëи

(2)

ãäе Ф(p) = (pI – A(p))–1 — фунäаìентаëüная ìатриöа,
I — еäини÷ная ìатриöа, Y(p) = B(p)U(p) — некото-
рая переìенная, характеризуþщая "внутреннее"
состояние систеìы. Коììутативная äиаãраììа сис-
теìы (2) преäставëена на рис. 2.
Переä синтезоì реãуëятора нужно опреäеëитü,

управëяеì ëи объект (1), (2) в принöипе. Фунäа-
ìентаëüная ìатриöа Ф всеãäа обратиìа и явëяется
изоìорфизìоì, поэтоìу критериеì управëяеìости
ëинейных систеì явëяется существование коìпо-
зиöии ФB. Как сëеäует из теореì 10 и 20, в зави-
сиìости от соотноøения m и n в выражении (1) уп-
равëяеìостü ìожно установитü с то÷ностüþ äо
изоìорфизìа Ф ëибо с то÷ностüþ äо изоìорфиз-
ìа B*, есëи B обратиìа в обы÷ноì сìысëе. Ока-
зывается, коìпозиöия ФB существует не всеãäа äа-
же äëя завеäоìо управëяеìых систеì в форìе (1):
при m < n (÷то ÷асто встре÷ается на практике) ука-
занная коìпозиöия не существует (не выпоëняþт-
ся усëовия на существование обратных В–1 и ),
так как изоìорфизì Ф не ìожет коììутироватü
("изìеритü") отображения ìенüøеãо разìера, ÷еì
он саì. В этоì сëу÷ае приìеняется теореìа 30: путеì
посëеäоватеëüноãо выражения коìпонент X(t) ÷ерез
непосреäственно управëяеìые коìпоненты этоãо
вектора уравнение (1) привоäится к форìе с неко-
торыìи äруãиìи, обратиìыìи ìатриöаìи-изоìор-
физìаìи  и Ф1 разìера mЅm, уäовëетворяþщи-
ìи усëовияì управëяеìости и существования ре-
ãуëятора SR = Ф1 . Есëи же такое преобразование
неосуществиìо (наприìер, обнаружится "разрыв"
преобразования — некоторые коìпоненты вектора
X(t) не выражаþтся ÷ерез непосреäственно управ-
ëяеìые коìпоненты), то систеìа (1) неуправëяеìа.
Такиì образоì, управëяеìая ëинейная систеìа
всеãäа привоäиìа к форìе (1), в которой m l n.
Пустü систеìа управëяеìа. Потребуеì, ÷тобы те-

кущее зна÷ение вектора X отсëеживаëо заäаваеìое
извне произвоëüное жеëаеìое зна÷ение Xж в соот-
ветствии с äвижениеì этаëонной ìоäеëи (ЭМ), ха-
рактеризуеìой отображениеì (переäато÷ной функ-
öией) WЭМ. Такие задачи синтеза по прототипу
носят универсаëüный характер [4, 8]. С у÷етоì

уравнения ЭМ уравнение (1) управëяеìой систеìы
приобретет виä

 = AX + BU, Х(t0) = X0; (3)

 = CXз + DXж, Xз0 = X0, (4)

ãäе Xз — "ìãновенное" заäанное зна÷ение, котороìу
äоëжен в то÷ности соответствоватü выхоä X. ЭМ (4)
отве÷ает переäато÷ная функöия WЭМ = (pI – C)–1D.
В соответствии с выраженияìи (3), (4) коììута-
тивная äиаãраììа, преäставëенная на рис. 2, пре-
образуется к виäу, показанноìу на рис. 3.
Как сëеäует из рис. 3 и уравнений (3), (4), ре-

ãуëятор иìеет виä

 = В–1(p)Ф–1(p)I = В–1(p)Ф–1(p) =

= В–1(p)(pI – А(p)), SR = Ф(p)В(p), (5)

ãäе , В–1 — обратные с то÷ностüþ äо изоìор-

физìа Ф ìатриöы (т. е. обратные внутри коììута-
тивной äиаãраììы), уäовëетворяþщие усëовияì

 = SR ,  = ФФ–1,  =  = I, 

 = SR,  = В–1В,  = , (6)

ãäе ,  — ëевая и правая еäиниöы на Xз = X;

,  — ëевая и правая еäиниöы на U. В сиëу

обратиìости в обы÷ноì сìысëе ìатриöы Ф еäи-
ниöа на Xз равна еäини÷ной ìатриöе I. В общеì

сëу÷ае (при m > n)  и  ìоãут бытü нееäи-

ни÷ныìи в обы÷ноì сìысëе ìатриöаìи, но такиìи,

÷то  =  = IU = (IU)–1. Показано [1], ÷то äëя

управëяеìоãо объекта внутри коììутативной äи-

аãраììы всеãäа существуþт обратные ìатриöы 

и В–1, äаже есëи исхоäные ìатриöы вне äиаãраììы
необратиìы. Соотноøения (5) и (6), образуþщие
систеìу аëãебраи÷еских уравнений, как раз и по-

звоëяþт опреäеëитü ìатриöы  и В–1 с то÷но-

стüþ äо изоìорфизìа Ф и, соответственно, реãуëя-
тор äëя объекта (3) в ìуëüтипëикативной форìе (2).
Такие регуляторы будем называть изоморфными
мультипликативными регуляторами, или просто
изоморфными регуляторами.

Y(p) = BU(p);
X(p) = Ф(p)Y(p),

Рис. 2. Коммутативная диаграмма линейной системы
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Рис. 3. Композиция отображений для слежения за эталонной
моделью
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Есëи ìоäеëü (3) то÷но соответствует объекту уп-
равëения (ОУ), контур управëения с то÷ностüþ äо
этой ìоäеëи и с обратной связüþ (ОС) в виäе
реãуëятора , показанный на рис. 3, приобретает
простуþ ìуëüтипëикативнуþ, "ëинейнуþ" форìу
без виäиìых "öикëов" (обратных связей), приве-
äеннуþ на рис. 4 и, с у÷етоì (5), на рис. 5.

Такой "ëинейный" контур реаëизует усëовие
SR  = I то÷ноãо сëежения X = Xз в ëþбой ìоìент
вреìени. "Линейностü" контура не озна÷ает, ÷то в
неì отсутствует ОС от X к U. Наëи÷ие и структура
ОС "заøифрованы" в отображении , характе-
ризуþщеì структуру изоìорфноãо реãуëятора. Как
виäно из рис. 5, при правиëüно синтезированноì
изоìорфноì реãуëяторе и отсутствии оãрани÷ений
на управëение äвижение ОУ буäет поëностüþ и с
абсоëþтной то÷ностüþ опреäеëятüся äвижениеì
ЭМ äаже в такоì "ëинейноì", разоìкнутоì по ре-
аëüноìу выхоäу X, контуре. В этоì сìысëе изо-
морфный регулятор является предельным по дости-
жимому качеству переходных процессов.
Так как ëþбой реаëüный объект обëаäает опре-

äеëенной инерöией (äинаìикой), а также орãана-
ìи управëения оãрани÷енной ìощности, это äоëжно
у÷итыватüся при выборе переäато÷ной функöии
WЭМ = (pI – C)–1D äëя ЭМ (4). При этоì Xж ìожет
соäержатü нескоëüко иëи все коìпоненты из X.
Выпоëнив синтез реãуëятора в соответствии с

усëовияìи (5) и (6), нужно проверитü "ëинейный"
контур на робастностü путеì ìоäеëирования, заäавая
из практи÷еских соображений вариаöии параìет-
ров отображений Ф и В. Нужно также проверитü
контур на устой÷ивостü к возäействиþ øуìов во
вхоäных сиãнаëах Xж. Есëи резуëüтат окажется уäов-
ëетворитеëüныì, синтез реãуëятора ìожно с÷итатü
закон÷енныì и в äаëüнейøеì непосреäственно ис-
поëüзоватü "ëинейный" контур (сì. рис. 4) в виäе,
преäставëенноì на рис. 6.

Есëи по какиì-ëибо при÷инаì реаëüный ОУ су-
щественно отëи÷ается от ìоäеëи (3), испоëüзован-
ной при синтезе реãуëятора , "ëинейный" контур
ìожет оказатüся неäостато÷но робастныì. Тоãäа еãо
сëеäует охватитü äопоëнитеëüной ОС, как показа-
но на рис. 7. В этоì сëу÷ае поä WЭМ = (pI – C)–1D
сëеäует пониìатü обобщеннуþ переäато÷нуþ функ-
öиþ, выпоëняþщуþ как функöиþ заäат÷ика же-
ëаеìоãо äвижения (т. е. исхоäной ЭМ, сì. рис. 6),
так и функöиþ корректируþщеãо устройства —
"преäкоìпенсатора", коìпенсируþщеãо несоответст-
вие ìоäеëи объекту и обеспе÷иваþщеãо необхоäиìуþ
степенü астатизìа, робастности и устой÷ивости кон-
тура к øуìаì. В äанноì сëу÷ае ЭМ-преäкоìпен-
сатор по сìысëу отëи÷ается от "преäкоìпенсато-
ров", рассìатриваеìых, наприìер, в работе [8], ãäе
"эквиваëентные преäкоìпенсаторы" ввоäятся äëя
"коìпенсаöии" (искëþ÷ения) ОС в контурах уп-
равëения. Зäесü, наоборот, преäкоìпенсатор необ-
хоäиì тоëüко при ввеäении äопоëнитеëüной ОС,
"коìпенсируþщей" неаäекватностü ìоäеëи объекту.
Есëи ìоäеëü анаëоãи÷на ОУ, äостато÷но основной
ОС, реаëизуеìой реãуëятороì в "ëинейноì" кон-
туре, и необхоäиìостü в äопоëнитеëüной ОС и в
"преäкоìпенсаторе" отпаäает. При совпаäении ìоäе-
ëи и ОУ в робастноì контуре (сì. рис. 5, 7) переäа-
то÷ная функöия "реãуëятор—объект" от Xз к X бëизка
к еäини÷ной и заìкнутоìу контуру (рис. 8) буäет от-
ве÷атü переäато÷ная функöия W = WЭМ(I + WЭМ)–1.

Такиì образоì, важный вывоä состоит в тоì, ÷то
характеристики робастноãо контура, как и "ëинейно-
ãо", в раìках рассìатриваеìоãо ìетоäа опреäеëяþтся
ëиøü структурой ЭМ. В общеì сëу÷ае синтез ЭМ по
заäанныì требованияì явëяется нетривиаëüной за-
äа÷ей, но äëя ìноãих объектов некоторые требования
к ЭМ ìоãут бытü существенно сìяã÷ены (наприìер,
по поряäку астатизìа и т.ä.). Это позвоëяет испоëü-
зоватü относитеëüно простые ЭМ.
Даëее рассìотриì ОУ "оäин вхоä — оäин выхоä"

(кëасса SISO), äопускаþщий, наприìер, испоëüзова-
ние в "ëинейноì" контуре ЭМ WЭМ = (Tìр + 1)–1.

SR
1–

Рис. 4. "Линейный" контур с изоморфным мультипликативным
регулятором

Рис. 5. Контур с предельно достижимым качеством управления
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Рис. 6. "Линейный" контур управления объектом
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Рис. 7. Робастный контур управления

Рис. 8. Робастный контур при совпадении модели и объекта
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Тоãäа при WЭМ = kì(Tìр + 1)–1 переäато÷ная функ-
öия робастноãо контура

W=  =

=  ≈ , (7)

ãäе  = , при äостато÷но боëüøоì kì обес-

пе÷ит астатизì по управëяеìой коорäинате. При этоì
 в соотноøении (7) становится в (1 + kì) раз ìенü-

øе Tì, и вреìя перехоäноãо проöесса резко сокраща-
ется в сравнении с "ëинейныì" контуроì, ÷то ìожет
снизитü устой÷ивостü и потребоватü весüìа боëüøих
расхоäов орãанов управëения. Дëя обеспе÷ения преж-
неãо вреìени перехоäноãо проöесса оäновреìенно с
увеëи÷ениеì коэффиöиента усиëения в kì раз нужно
в (1 + kì) раз увеëи÷итü и Tì. Тоãäа äëя робастноãо

контура нужно назна÷итü WЭМ = kì(Тì(1+kì)р+1)–1,
ãäе Tì — прежняя (äо ввеäения äопоëнитеëüной ОС)
постоянная вреìени. Переäато÷ная функöия робаст-
ноãо контура, показанноãо на рис. 8, приобретет виä

W =  =

=  ≈ (8)

и при äостато÷но боëüøоì kì буäет практи÷ески
то÷но соответствоватü переäато÷ной функöии ис-
хоäноãо "ëинейноãо" контура.

Примеры

Пример 1. Заäаäиìся виäоì ìатриö A и B в ìо-
äеëи (3):

A = , B =  и конкретно

A = , B = . (9)

При опреäеëении управëяеìости ОУ (1)—(3)
с ìатриöаìи (9) ìожно убеäитüся, ÷то в äиаãраììе
на рис. 2 не существует ìатриöы В–1, уäовëетво-
ряþщей усëовияì (5) и (6). Зна÷ит, систеìа не уп-
равëяеìа? Вìесте с теì, из выражений (9) и (3)
виäно, ÷то систеìа управëяеìа. Из этоãо сëеäует,
÷то относитеëüно изоìорфизìа Ф коìпозиöия ФB
не выпоëняется и äиаãраììа на рис. 2 не коììу-
тируется. Сëеäоватеëüно, существует äруãой изо-
ìорфизì, относитеëüно котороãо äиаãраììа заìы-

кается. Дëя еãо опреäеëения воспоëüзуеìся теоре-
ìой 30 и запиøеì выражение (3) в виäе

(10)

В форìе Лапëаса, понижая поряäок (10) äо ìенü-
øеãо разìера B в (9), с у÷етоì x2 = a21(p – a22)

–1x1 =
= ax1, ãäе a = a21(p – a22)

–1, поëу÷иì

ãäе b = . (11)

Дëя систеìы (11) äиаãраììа на рис. 2, с у÷етоì
B = b, Ф = a, коììутируется, и выражение äëя пе-
реäато÷ной функöии ОУ Wо и реãуëятора прини-
ìает виä

Wo = sr = ab =

= . (12)

Такиì образоì, есëи при проверке управëяеìо-
сти ëинейной систеìы не выпоëняþтся усëовия
теореìы 10 äëя исхоäной пары (Ф, B), то необхоäи-
ìо преобразоватü заäа÷у к усëовияì теореìы 20 иëи
30. Есëи такое преобразование осуществиìо и поëу-
÷ена новая пара отображений (Ф1, ), характери-
зуþщих ОУ и реаëизуþщих коìпозиöиþ Ф1 , то
эта пара поëностüþ непосреäственно управëяеìа по
вхоäаì и управëяеìа по выхоäаì с то÷ностüþ äо
изоìорфизìа , ÷то вëе÷ет соответствуþщуþ уп-
равëяеìостü объекта и в исхоäной форìе.

Есëи же сразу известна переäато÷ная функöия
ОУ Wo = sr, то из рис. 4 и рис. 6 поëу÷аеì "ëиней-
ный" контур в виäе, показанноì на рис. 9, из ко-
тороãо, с у÷етоì (12), сëеäует, ÷то в скалярном слу-
чае (SISO) синтез регулятора обратной связи сво-
дится к обращению передаточной функции ОУ, т. е.

 = . (13)

Моäеëирование1 иäеаëüноãо контура (рис. 9) äëя
ОУ (1), (2), (3) с ìатриöаìи (9), реãуëятороì (12) и
ЭМ WЭМ = k(Tp + 1)–1 при k = 1 и T = 0,4 пока-
заëо, ÷то x2 абсоëþтно то÷но отсëеживает заäавае-

kì
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-------------------------

kì

1 kì+( )
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 1 Моäеëирование всех приìеров выпоëнено к.т.н. В. В. Буë-
ãаковыì.

 = a11x1 + a12x2 + b11u1;

 = a21x1 + a22x2.

x·1

x·2

x1 = bu1,
x2 = ax1,

b11

p a11– a12a–
--------------------------

b11a21

p2 a11 a22+( )p– a11a22 a12a21–( )+
-----------------------------------------------------------------------

B1*
B1*

B1*

Рис. 9. "Линейный" контур для объекта с передаточной функ-
цией Wo
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ìое ЭМ äвижение. При нето÷ноì знании эëеìен-
тов aij в выражении (9) в "ëинейноì" контуре по-
явëяется оøибка отработки x2 поряäка оøибки
заäания aij. Так, на рис. 10 ка÷ественно отражен
виä перехоäноãо проöесса (ãрафик 1) при а21 = 1,25
(+25 %). Заìыкание контура äопоëнитеëüной ОС
(сì. рис. 7, 8) наäеëяет контур свойствоì робаст-
ности: на рис. 10 ãрафик 2 показывает, ÷то при уве-
ëи÷ении коэффиöиента усиëения äо k = 99 с оäно-
вреìенныì увеëи÷ениеì T в (1 + k) раз в соответ-
ствии с выражениеì (8) äаже при увеëи÷ении
параìетра а21 на 25 % перехоäный проöесс прак-
ти÷ески совпаäает с проöессоì в иäеаëüноì кон-
туре. Заäаþщее возäействие показано на ãрафике 3.
По оси абсöисс отëожено вреìя, по оси орäинат —
аìпëитуäа сиãнаëов в относитеëüных еäиниöах.
Анаëоãи÷ные резуëüтаты поëу÷ены и при варüиро-
вании äруãих эëеìентов ìатриö (9). Моäеëирова-
ние показаëо, ÷то "ëинейный" контур обëаäает
приеìëеìой и äостато÷но проãнозируеìой робаст-
ностüþ, а äëя контура с äопоëнитеëüной ОС äиа-
пазон варüирования эëеìентов ìатриö (9), при ус-
ëовии сохранения ка÷ества перехоäных проöессов,
ìожет составëятü äесятки проöентов.
Пример 2. Рассìатривается ОУ с переäато÷ной

функöией [2]

Wo = . (14)

Контур управëения ОУ (14) äëя иäеаëüноãо сëу-
÷ая показан на рис. 9. Реøается заäа÷а то÷ноãо сëе-
жения x за заäанныì зна÷ениеì xзаä, форìируеìыì
на выхоäе ЭМ с переäато÷ной функöией WЭМ.
В этоì сëу÷ае

 =  =  ≈

≈ . (15)

Резуëüтаты ìоäеëирования "ëинейноãо" (сì. рис. 9)
и робастноãо (сì. рис. 7 и рис. 8) контуров с ЭМ

WЭМ = •

(äëя "ëинейноãо" контура) и

WЭМ = •

(äëя заìкнутоãо робастноãо контура)

ка÷ественно показаны на рис. 11 (сì. вторуþ сто-
рону обëожки) äëя ступен÷атоãо и синусоиäаëüно-
ãо вхоäных сиãнаëов: ãрафики 1 — äëя "ëинейноãо"
контура, ãрафики 2 — äëя робастноãо контура, ãра-
фики 3 — заäаþщие возäействия.
На рис. 12 (сì. вторуþ сторону обëожки) при-

веäен ка÷ественный виä ãрафиков äëя проöессов в
"ëинейноì" контуре (ãрафик 1) и в робастноì кон-
туре (ãрафик 2), коãäа на вхоä ЭМ поäаваëся заøуì-
ëенный норìаëüныì беëыì øуìоì синусоиäаëü-
ный сиãнаë (ãрафик 3). Аìпëитуäа øуìа составëяëа
10 % от аìпëитуäы поëезноãо сиãнаëа. Оäновре-
ìенно с øуìоì в ОУ (14) ввоäиëосü искажение па-
раìетра Т = 1,25 с (+25 %). Виäно, ÷то ка÷ество
проöессов в "ëинейноì" контуре ìаëо отëи÷ается
от ка÷ества проöессов в контуре с äопоëнитеëüной
ОС. При этоì ЭМ обеспе÷ивает высокое ка÷ество
фиëüтраöии øуìов. Такиì образоì, "ëинейный"
контур äаже äëя сëожных ОУ при наëи÷ии суще-
ственных откëонений параìетров от принятых в
ìоäеëи и при наëи÷ии øуìов явëяется äостато÷но
робастныì и в опреäеëенноì сìысëе "преäеëüныì"
по äостижиìоìу ка÷еству перехоäных проöессов.
О÷евиäно, ÷то äопоëнитеëüная ОС необхоäиìа
ëиøü в сëу÷ае зна÷итеëüных (на äесятки проöентов)
откëонений параìетров ОУ от принятых в ìоäеëи.
Сравнение преäëаãаеìоãо ìетоäа синтеза реãу-

ëятора äëя объекта (14) с ìетоäаìи, привеäенныìи
в работе [2], показаëо преиìущества рассìатривае-
ìоãо ìетоäа как по уровнþ форìаëизаöии про-
öеäур синтеза и искëþ÷ения эвристи÷еских прие-
ìов, так и по ка÷еству перехоäных проöессов и ро-
бастности контура.
Важной пробëеìой явëяется выбор ЭМ, форìа-

ëизуþщих цель управления и поëностüþ опреäе-
ëяþщих ка÷ество перехоäных проöессов в контурах с
изоìорфныì реãуëятороì. В раìках рассìатривае-
ìоãо ìетоäа назна÷ение ЭМ явëяется отäеëüной
заäа÷ей, практи÷ески не связанной с проöеäурой
синтеза реãуëятора. Действитеëüно, контур, пока-
занный на рис. 9, ìожет бытü преäставëен и в иноì
виäе (рис. 13). Зäесü ЭМ WЭМ: xж→ x в явноì виäе
связывает x и xж с то÷ностüþ äо изоìорфизìа Wо,
относитеëüно котороãо коììутируþтся все отобра-
жения внутри коììутативной äиаãраììы (контура
управëения).

Рис. 10. Моделирование контуров управления ОУ (9), (10) при
варьировании aij
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Как виäно из рис. 13, в этоì сëу÷ае

WЭМ = Wo ,

 = WЭМ = •WЭМ ≈

≈ •WЭМ, (16)

т. е., в отëи÷ие от (15), реãуëятор вкëþ÷ает в своþ
структуру WЭМ. Теì не ìенее, из рис. 9 и рис. 13
и выражений (15) и (16) сëеäует, ÷то переäато÷ная
функöия от xж к x в обоих сëу÷аях равна переäа-
то÷ной функöии WЭМ, т. е. контуры эквиваëентны.
Сëеäует иìетü в виäу, ÷то в ка÷естве изоìорфизìа,
относитеëüно котороãо синтезируется реãуëятор,
ìожет испоëüзоватüся не тоëüко переäато÷ная
функöия объекта (сì. рис. 13) иëи отображение B
(сì. рис. 3) в соответствии с усëовияìи теореì 20

и 30, но и ëþбое äруãое отображение-изоìорфизì,
вхоäящее в коììутативнуþ äиаãраììу управëяе-
ìой систеìы, наприìер, отображение-изоìорфизì
WЭМ на рис. 13, характеризуþщее структуру изо-
ìорфной ЭМ, иëи отображение I: X → Xз на рис. 3,
факти÷ески явëяþщееся ЭМ то÷ноãо соответст-
вия X заäанноìу зна÷ениþ Xз.
Сìысë äиаãраììы, показанной на рис. 13, закëþ-

÷ается в тоì, ÷то она äоказывает существование
факторизаöии (разëожения) изоìорфноãо отобра-
жения Wо = WЭМSR, т. е. коìпозиöии отображе-
ний  и WЭМ, реаëизуþщей принöип суперпо-
зиöии: кажäое из отображений ëокаëизует своþ
ãруппу свойств контура управëения, а в öеëоì
в контуре реаëизуþтся обе ãруппы свойств. При
этоì для управляемого объекта такая факторизация
Wо обязательно существует (в общеì сëу÷ае и äëя
неëинейных ОУ). При этоì отображение-реãуëя-
тор : xж→ u при любом WЭМ явëяется средством
реаëизаöии и ëокаëизаöии свойства управëяеìости
(кажäоìу xж оäнозна÷но ставит в соответствие по-
требное управëение u), а отображение WЭМ: xж →  x
äëя äанноãо  форìаëизует и ëокаëизует цель
управëения — свойство обеспе÷ения требуеìоãо
ка÷ества управëения. Такиì образоì,  и WЭМ
ìожно синтезироватü независиìо. Дëя скаëярноãо
объекта это осуществëяется весüìа просто. Дëя
ìноãосвязных систеì (m > 1) реãуëятор, как пра-

виëо, не еäинственен. Не еäинственна и öеëü уп-
равëения, форìаëизуеìая в виäе ЭМ. Возникает
заäа÷а оптиìизаöии, выхоäящая за раìки статüи.
Вывоä же состоит в тоì, ÷то если существует сред-
ство управления в форме регулятора , то дости-
жима любая цель управления в форме ЭМ WЭМ (на-
зна÷аеìая с у÷етоì оãрани÷ений на ресурсы ОУ в
форìе Wо).
Такиì образоì, ЭМ ìожет не вхоäитü (сì. рис. 3,

рис. 9 и форìуëу (15)), ëибо вхоäитü (сì. рис. 13 и
форìуëу (16)) в ка÷естве саìостоятеëüной ÷асти в
структуру синтезируеìоãо реãуëятора. В обоих сëу-
÷аях переäато÷ная функöия "ëинейноãо" контура
оäна и та же и равна WЭМ. Хотя пробëеìа назна-
÷ения ЭМ явëяется саìостоятеëüной, теì не ìенее,
при выборе ЭМ äоëжны у÷итыватüся особенности
ОУ и реãуëятора (наприìер, с то÷ки зрения еãо фи-
зи÷еской реаëизуеìости в совокупности с ЭМ).
В öеëоì пробëеìа синтеза ЭМ явëяется нетриви-
аëüной и "внеøней" по отноøениþ к синтезу изо-
ìорфных реãуëяторов, как и вообще "внеøней" яв-
ëяется öеëü по отноøениþ к разрабатываеìой
систеìе [10]. Гëавное, ÷тобы öеëü быëа äостижи-
ìой и реаëизуеìой при оãрани÷ениях на ресурсы
ОУ. Метоäы реøения пробëеìы синтеза ЭМ ин-
тенсивно развиваþтся. Выбор ЭМ ìожет бытü осу-
ществëен, наприìер, по инженерныì критерияì
ка÷ества, а также по ìетоäикаì, рассìотренныì в
работах [2, 4, 9, 11] и в äруãих работах. В äанной
статüе упор äеëаëся на рассìотрение ìетоäики
синтеза изоìорфных реãуëяторов и äеìонстраöиþ
их работоспособности, а в ка÷естве ЭМ выбира-
ëисü простые переäато÷ные функöии, назна÷ае-
ìые по инженерныì критерияì ка÷ества. Поëу-
÷енные резуëüтаты иìеþт важное зна÷ение äëя
практики с у÷етоì высокой актуаëüности реøения
заäа÷ синтеза ëинейных реãуëяторов äëя инäустри-
аëüных систеì [2, 4, 9, 11—15].

Заключение

Рассìотрены ìетоä и правиëа синтеза изоìорф-
ных реãуëяторов на основе теории [1]. Показано,
÷то изоìорфные реãуëяторы явëяþтся простыìи
ìуëüтипëикативныìи, а проöеäура их синтеза äëя
ОУ с оäниì вхоäоì и оäниì выхоäоì ìаксиìаëüно
форìаëизована и своäится к обращениþ переäа-
то÷ной функöии ОУ. При этоì требуеìое ка÷ество
перехоäных проöессов поëностüþ опреäеëяется и
обеспе÷ивается выбороì ЭМ. В этоì сìысëе изо-
ìорфные реãуëяторы обëаäаþт свойствоì "преäеëü-
ности" по уровнþ äостижиìоãо ка÷ества перехоä-
ных проöессов: заäа÷а синтеза äекоìпозируется
в соответствии с принöипоì суперпозиöии —
обеспе÷ение управëяеìости ОУ ëокаëизуется в ре-
ãуëяторе, а обеспе÷ение требуеìоãо ка÷ества уп-
равëения — в ЭМ. Соответственно, реãуëятор и
ЭМ ìожно синтезироватü независиìо, но с у÷етоì
структуры ОУ.
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Рис. 13. Контур управления объектом (14) с ЭМ в коммутатив-
ной диаграмме
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Привеäенные приìеры поäтвержäаþт указан-
ные свойства изоìорфных реãуëяторов и их роба-
стностü в отноøении зна÷итеëüных параìетри÷е-
ских и øуìовых возìущений в структуре ОУ и в
контурах управëения.
К выявëенныì преиìуществаì изоìорфных ре-

ãуëяторов относятся:
простая форìаëизованная проöеäура синтеза
äëя ëинейных ОУ и, особенно, äëя систеì кëас-
са SISO, искëþ÷аþщая приìенение эвристи÷е-
ских приеìов;
ëокаëизаöия всех требований к ка÷еству управ-
ëения в ЭМ;
обеспе÷ение преäеëüно äостижиìоãо (форìаëи-
зуеìоãо в виäе ЭМ) ка÷ества управëения не
тоëüко в заäа÷ах стабиëизаöии, но и в заäа÷ах
сëежения за заранее неизвестныìи заäаþщиìи
возäействияìи (при усëовии аäекватности ìо-
äеëи управëяеìоìу объекту);
отсутствие необхоäиìости изìерения управëяе-
ìой коорäинаты и высокая преäсказуеìостü ее
зна÷ений по заäаþщеìу возäействиþ при усëо-
вии аäекватности ìоäеëи ОУ;
простой контроëü соответствия параìетров ìо-
äеëи, заëоженной в структуру реãуëятора, реаëü-
ныì параìетраì ОУ по принöипу "канаë—ìо-
äеëü" путеì сравнения выхоäа ЭМ с выхоäоì
"канаëа", т. е. с изìеренияìи управëяеìой ко-
орäинаты (при ее äоступности äëя изìерений);
высокая наäежностü и преäсказуеìостü резуëü-
татов управëения непосреäственно не изìеряе-
ìыìи коорäинатаìи объекта (при усëовии аäек-
ватности ìоäеëи ОУ);
приеìëеìая и преäсказуеìая робастностü прос-
тоãо "ëинейноãо" контура с изоìорфныì реãу-
ëятороì при ìаëоì отëи÷ии параìетров ìоäеëи,
заëоженной в еãо структуру, от реаëüных пара-
ìетров ОУ;
äостато÷но простая (наприìер, путеì охвата
"ëинейноãо" контура ОС с боëüøиì коэффиöи-
ентоì усиëения) реаëизаöия робастноãо конту-
ра с требуеìыì ка÷ествоì управëения в сëу÷ае
существенноãо отëи÷ия параìетров ìоäеëи, за-
ëоженной в структуру реãуëятора, от реаëüных
параìетров ОУ;
требование физи÷еской реаëизуеìости изо-
ìорфноãо реãуëятора существенно сìяã÷ается
за с÷ет выбора ЭМ, искëþ÷аþщей испоëüзова-
ние произвоäных высоких поряäков. Есëи же
они необхоäиìы, то ìоãут бытü сфорìированы
в резуëüтате обработки äостато÷но ãëаäких сиã-
наëов, форìируеìых на выхоäе ЭМ, а не путеì
äифференöирования заøуìëенных сиãнаëов,
поступаþщих с выхоäов ОУ;
возìожностü существенноãо сãëаживания и
фиëüтраöии øуìов в заäаþщеì возäействии по-
среäствоì ЭМ.

К неäостаткаì, на наø взãëяä, относятся:
äостато÷но высокая сëожностü форìаëизован-
ноãо синтеза изоìорфных реãуëяторов и выбора
ЭМ äëя ìноãосвязных систеì;
относитеëüно низкий уровенü унификаöии струк-
тур изоìорфных реãуëяторов в сравнении, напри-
ìер, с ПИД реãуëятораìи в сиëу уникаëüности
переäато÷ных функöий ОУ (от÷асти коìпенси-
руеìый отсутствиеì необхоäиìости поäбора
структур и параìетров реãуëятора). Вìесте с теì,
äëя ìноãих кëассов ОУ, иìеþщих типовые пере-
äато÷ные функöии, структура изоìорфных реãу-
ëяторов и ЭМ ìожет бытü унифиöирована.
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The aim of the research is to develop a practically implementable formalized method for synthesis of conrollers for the general
form systems based on the common isomorphism principle formerly offered in the theory of the systems. The research results
are rigorous substantiation of the new type controllers structure — isomorphic controllers — and the formalized procedure of
their synthesis. It was demonstrated that a feedback in the form of isomorphic controller is necessary and sufficient for con-
trollability of the system in contrast to the well-known methods, first postulated the necessity of a feedback and then offered
application of the procedure for controller synthesis. The feasibility of presenting a model (transfer function) of an object as
a combination of an isomorphic controller and a reference model was proved, which allowed to localize the ensuring of con-
trollability in the controller, which represents a controlling mean, and the required quality of the transient processes — in the
reference model realizing a control objective. Such a localiztion provides a possibility to obtain extremely high quality of the
transient processes in the control loop. The use of a mathematical apparatus of the modern algebra based on morphisms has pro-
vided significantly high level of generality of the proven statements about the general form systems and linear systems control-
lability. The advantages of isomorphic controllers, reference models and the high gains method combination for the linear systems
were shown. Such a combination ensures a high control quality as well as increase of the loop robustness in respect of the par-
ametric disturbances and noise impact. Application examples of the isomorphic controller synthesis for the linear systems, which
demonstrated their features, are provided. The advantages of the isomorphic controllers were substantiated and generalized.
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