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Энергосберегающий алгоритм управления переориентацией 
космического аппарата по зашумленным измерениям

Введение

Заäа÷а периоäи÷еской сìены ориентаöии (пе-
реориентаöии) косìи÷ескоãо аппарата (КА) ста-
вится практи÷ески переä кажäыì КА. Но наибоëее
äинаìи÷ныì явëяется КА äистанöионноãо зонäи-
рования Зеìëи (ДЗЗ). Он реаëизует боëüøуþ но-
ìенкëатуру поворотов, в тоì ÷исëе: из произвоëü-
ноãо поëожения при набëþäении поверхности
Зеìëи в поëожение, при котороì норìаëü к пëос-
кости фото÷увствитеëüных эëеìентов соëне÷ных
батарей направëена на Соëнöе äëя обеспе÷ения
поäзаряäа буферных батарей бортовой систеìы
эëектропитания, и обратно; повороты оси ìарøе-
воãо äвиãатеëя в öеëях выäа÷и иìпуëüса поääержа-
ния заäанных параìетров рабо÷ей орбиты, и об-
ратно. Но наибоëüøее ÷исëо поворотов КА ДЗЗ
связано с необхоäиìостüþ äинаìи÷ноãо перенаöе-
ëивания опти÷еской оси бортовоãо оптико-эëек-
тронноãо коìпëекса äëя провеäения съеìки заäан-
ных у÷астков поверхности Зеìëи.
Траäиöионно заäа÷а переориентаöии КА связы-

вается с заäа÷ей построения оптиìаëüной про-
ãраììы управëения, обеспе÷иваþщей перевоä КА
из оäноãо заäанноãо уãëовоãо поëожения в äруãое
заäанное поëожение за заäанное вреìя и при за-
äанноì показатеëе ка÷ества. Реøениþ этой заäа÷и
посвящено боëüøое ÷исëо работ. Оäной из первых
явëяется работа [1]. В ней и в посëеäуþщих рабо-
тах заäа÷а реøаëасü преиìущественно с испоëüзо-
ваниеì принöипа ìаксиìуìа Л. С. Понтряãина.
Боëüøинство реøений соответствует вращениþ КА
относитеëüно непоäвижной оси (оси Эйëера). До-
стато÷но поëная бибëиоãрафия работ по äанной
пробëеìе привеäена в работе [2]. В ней отìе÷ено,
÷то "наиболее детально задача оптимального управ-
ления угловым движением КА решена лишь для двух
частных случаев — плоских вращений КА вокруг одной
из главных центральных осей инерции и пространст-

венного вращения сферически симметричного КА.
Вопросы создания эффективных режимов и алгорит-
мов управления ориентацией КА остаются актуаль-
ными и сегодня".
Приìероì приìенения поëу÷енных реøений

явëяется аëãоритì управëения переориентаöией
КА "Ресурс-П" [3]. В öеëоì аëãоритì реаëизует
проãраììное вращение относитеëüно оси Эйëера.
Весü заäанный интерваë поворота состоит из трех
у÷астков: "разãона", äвижения с постоянной уãëо-
вой скоростüþ и "торìожения". У÷астки "разãона"
и "торìожения", в своþ о÷ереäü, разбиты кажäый
на три проìежутка. В первоì из них äвижение со-
верøается с ëинейно нарастаþщиì (по ìоäуëþ)
ускорениеì, во второì ускорение постоянно,
в третüеì оно уìенüøается (по ìоäуëþ) äо нуëя.
Непреìенныì усëовиеì построения оптиìаëüной
проãраììы управëения уãëовыì äвижениеì КА
при переориентаöии явëяется реøение äвухто÷е÷-
ной краевой заäа÷и.
Резуëüтаты синтеза äискретных систеì управëе-

ния, поëу÷енные в теории управëения [4] с испоëü-
зованиеì как кëасси÷ескоãо вариаöионноãо ис-
÷исëения, так и принöипа ìаксиìуìа, оäнозна÷но
указываþт на то, ÷то äëя поëу÷ения оптиìаëüной
траектории, перевоäящей систеìу из произвоëüно-
ãо на÷аëüноãо поëожения в на÷аëо коорäинат, не-
обхоäиìо распоëаãатü набороì некоторых äопоë-
нитеëüных параìетров, ÷исëо которых равно раз-
ìерности вектора состояния заäанной систеìы.
Эти параìетры связаны с заäанной систеìой и об-
ëаäаþт опреäеëенной äинаìикой изìенения вäоëü
траектории ее äвижения. Так, в сëу÷ае приìенения
ìетоäа синтеза на основе кëасси÷ескоãо вариаöион-
ноãо ис÷исëения испоëüзуþт ìножитеëи Лаãранжа
с сопряженныìи уравненияìи Эйëера—Лаãранжа
äëя описания их äинаìики. В принöипе ìаксиìуìа
ввоäятся параìетры сопряженной систеìы, äина-
ìика повеäения которых описывается канони÷е-
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скиìи уравненияìи Гаìиëüтона. Иìенно äëя оп-
реäеëения этих вспоìоãатеëüных параìетров необ-
хоäиìо реøатü äвухто÷е÷нуþ краевуþ заäа÷у.
Чтобы искëþ÷итü необхоäиìостü реøения äвух-

то÷е÷ной краевой заäа÷и и построитü заìкнутуþ
систеìу управëения äвижениеì КА при переори-
ентаöии в форìе обратной связи, в настоящей ра-
боте поставëена и реøена заäа÷а синтеза ëинейной
по состояниþ и управëениþ äискретной систеìы
на основе разработанноãо автороì и изëоженноãо
в работе [5] энерãосбереãаþщеãо аëãоритìа управ-
ëения. Соãëасно этоìу аëãоритìу показатеëеì
ка÷ества систеìы выбран ìиниìуì сëеäа ковари-
аöионной ìатриöы управëения на кажäоì øаãе.
Необхоäиìые вспоìоãатеëüные параìетры струк-
турированы в форìе вспоìоãатеëüной систеìы.
Совìестно со структурой оптиìаëüноãо реãуëятора
они заäаþтся при постановке заäа÷и. Энерãосбе-
реãаþщий аëãоритì управëения оказаëся весüìа
конструктивныì, поскоëüку заäанный показатеëü
ка÷ества систеìы явëяется в то же вреìя поëожи-
теëüно опреäеëенной функöией Ляпунова, äостав-
ëяþщей систеìе усëовие асиìптоти÷еской устой-
÷ивости в öеëоì.
Провеäено ìатеìати÷еское ìоäеëирование

синтезированной оптиìаëüной заìкнутой äиск-
ретной систеìы управëения переориентаöией на
приìере КА "Ресурс-П", в резуëüтате котороãо
поäтвержäена эффективностü преäëоженноãо ìе-
тоäа. Дëя наãëяäности уãëовое поëожение КА за-
äается уãëаìи вращения относитеëüно связанных
осей, а не кватернионаìи.

1. Постановка задачи оптимального управления

Пустü заäана ëинейная по состояниþ и управëе-
ниþ äискретная поëностüþ управëяеìая систеìа:

Xi + 1 = AiXi + BiUi, i = 0, 1, 2, 3, ..., (1.1)

ãäе Xi ∈ Rn — вектор состояния систеìы в n-ìерноì
евкëиäовоì пространстве в ìоìент вреìени, соот-
ветствуþщий i; Ui ∈ Rr — вектор управëений в r-
ìерноì евкëиäовоì пространстве в тот же ìоìент
вреìени; Ai — ìатриöа состояния систеìы, которая
иìеет разìерностü nЅn и зависит от Xi; Bi — ìат-
риöа управëений, которая иìеет разìерностü nЅr
и также зависит от Xi. Поëаãаеì, ÷то вектор состоя-
ния систеìы Xi обëаäает поëной степенüþ набëþ-
äаеìости. Пустü также известно на÷аëüное состоя-
ние систеìы X0 ≠ 0. 
Требуется найти реãуëятор, вырабатываþщий

посëеäоватеëüностü управëений U0, U1, U2, ..., Ui,
Ui + 1, ..., на зна÷ения которых не наëожены оãра-
ни÷ения, перевоäящуþ систеìу из произвоëüноãо
на÷аëüноãо состояния в заäанное коне÷ное состоя-
ние (на÷аëо коорäинат) X = 0 за неоãрани÷енное
÷исëо øаãов и при этоì ìиниìизируþщуþ заäан-
ный ниже показатеëü ка÷ества систеìы.

Пустü в наøеì распоряжении иìеется ëиней-
ная по состояниþ и управëениþ систеìа, уравне-
ние äвижения которой наì также известно:

ξi + 1 = Ciξi + DiUi, (1.2)

ãäе ξi ∈ Rn — вектор состояния систеìы также при-
наäëежит n-ìерноìу евкëиäовоìу пространству.
Матриöы Ci и Di иìеþт разìерности ìатриö Ai и Bi
соответственно и в общеì сëу÷ае ìоãут зависетü
от ξi. Назовеì эту систеìу вспоìоãатеëüной. Вспо-
ìоãатеëüная систеìа управëяется теì же вектороì
Ui, ÷то и заäанная систеìа. Кроìе тоãо, потребуеì,
÷тобы на÷аëüное состояние вспоìоãатеëüной сис-
теìы совпаäаëо с на÷аëüныì состояниеì заäанной
систеìы: ξ0 = X0.
От ìатриöы Ci потребуеì, ÷тобы невозìущен-

ное äвижение вспоìоãатеëüной систеìы быëо
асиìптоти÷ески устой÷иво в öеëоì. Поряäок вы-
бора ìатриö Ci и Di изëожен äаëее.
Закон управëения с обратной связüþ выбереì в

ëинейной форìе:

Ui + 1 = Ui + Pi + 1(  – ξi + 1), (1.3)

т. е. управëение на текущеì øаãе опреäеëяется в
виäе аëãебраи÷еской суììы управëения на преäы-
äущеì øаãе и взвеøенной разности векторов со-
стояния заäанной и вспоìоãатеëüной систеì на те-
кущеì øаãе. Зäесü Pi + 1 — весовая ìатриöа, опти-
ìаëüныì образоì взвеøиваþщая разностü ìежäу
вектораìи состояний заäанной и вспоìоãатеëüной
систеì. Вектор состояния заäанной систеìы опре-
äеëяется в резуëüтате изìерений:

 = Xi + εi, (1.4)

ãäе Xi — истинное зна÷ение вектора состояния, εi —
вектор сëу÷айных аääитивных поãреøностей изìе-
рений типа öентрированноãо äискретноãо беëоãо
øуìа:

M(εi) = 0; M(εi ) = Kε; M(εi ) = 0. (1.5)

Зäесü М — знак ìатеìати÷ескоãо ожиäания; т —
знак операöии транспонирования; Kε — ковариаöи-
онная ìатриöа поãреøностей изìерений, преäстав-
ëяþщая собой постояннуþ äиаãонаëüнуþ ìатриöу,
äиаãонаëüные эëеìенты которой сутü äисперсии
поãреøностей изìерений коìпонент вектора со-
стояния заäанной систеìы.
Поëаãаеì также, ÷то выпоëняþтся равенства

M(εi ) = 0; M(εi ) = 0. (1.6)

Опреäеëиì ковариаöионнуþ ìатриöу управëе-
ния на текущеì øаãе управëения:

KU, i + 1 = M(Ui + 1 ). (1.7)
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Критериеì (показатеëеì) ка÷ества, как сëеäует
из названия аëãоритìа, явëяется ìиниìуì энерãо-
затрат на управëение на кажäоì øаãе. Опреäеëиì
еãо ÷ерез сëеä ковариаöионной ìатриöы управëе-
ния (суììу кваäратов ее äиаãонаëüных эëеìентов),
явëяþщийся в соответствии с выражениеì (1.3)
функöией весовой ìатриöы Pi + 1:

ℑ(i) = M( Ui + 1) =

= Tr[KU, i + 1(Pi + 1)] → min, (1.8)

ãäе Tr[...] — операöия вы÷исëения сëеäа ковари-
аöионной ìатриöы управëения KU, i + 1.
Иäея преäëоженноãо поäхоäа состоит в сëеäуþ-

щеì. Есëи вспоìоãатеëüная систеìа бëаãоäаря вы-
бору ìатриöы Ci äвижется в на÷аëо коорäинат, то
траектория äвижения заäанной систеìы не буäет
зна÷итеëüно откëонятüся от траектории äвижения
вспоìоãатеëüной систеìы бëаãоäаря весовой ìат-
риöе Рi + 1 и, сëеäоватеëüно, также буäет направ-
ëена в на÷аëо коорäинат. При возрастании откëо-
нения вектор управëения буäет возрастатü и коì-
пенсироватü это возросøее откëонение.
Матриöа Сi опреäеëяется экспериìентаëüно пу-

теì поäбора ее эëеìентов äëя кажäой конкретной
заäа÷и. В этой ìатриöе заëожена проãраììа äви-
жения и еãо äëитеëüностü. Реãуëярноãо аëãоритìа
опреäеëения ìатриöы Сi пока не найäено.
Вспоìоãатеëüная систеìа иãрает роëü веäущей

систеìы, а заäанная систеìа — веäоìой.
Такиì образоì, заäа÷а синтеза оптиìаëüноãо

управëения (1.3) в такой постановке своäится к
отысканиþ оптиìаëüноãо выражения äëя весовой
ìатриöы Рi + 1 систеìы.

2. Синтез оптимального управления

Оптиìаëüное зна÷ение весовой ìатриöы Pi + 1
ìожет бытü найäено из необхоäиìоãо усëовия ìини-
ìуìа показатеëя ка÷ества (1.8), состоящеãо в тоì,
÷то ÷астная произвоäная от сëеäа ковариаöионной
ìатриöы управëения по искоìой ìатриöе Pi + 1
äоëжна бытü равна нуëþ:

 = 0. (2.1)

Вы÷исëиì ковариаöионнуþ ìатриöу управëе-
ния. Уìножая текущий вектор управëения Ui + 1
(1.3) в соответствии с (1.7) справа на еãо транспо-
нированное зна÷ение с испоëüзованиеì выраже-
ний (1.1) и (1.2) и опреäеëив ìатеìати÷еское ожи-
äание, поëу÷иì

KU, i + 1 = Pi + 1AiKX, i  +

+ Pi + 1CiKξ, i  + [Pi + 1(Bi – Di) + E] Ѕ

Ѕ KU, i[E + (Bi – Di)
т ] + Pi + 1Kε , (2.2)

ãäе E — еäини÷ная ìатриöа; KU, i — зна÷ение ко-
вариаöионной ìатриöы управëения на преäыäу-
щеì øаãе. Выражение (2.2) поëу÷ено в преäпоëо-
жении, ÷то все взаиìно ковариаöионные ìатриöы
векторов состояния и управëения равны нуëþ:

M(Xi ) = 0; M(Xi ) = 0; M(ξi ) = 0. 

Строãо ãоворя, эти ìатриöы отëи÷ны от нуëе-
вых ìатриö, поэтоìу в резуëüтате такоãо синтеза
ìожет бытü поëу÷ено субоптиìаëüное (прибëи-
женно оптиìаëüное) реøение. Оäнако, поскоëüку
всякое оптиìаëüное реøение по опреäеëениþ естü
прибëиженное реøение (хотя бы в сиëу прибëижен-
ности ìоäеëей äвижения) и ввеäенные преäпоëо-
жения ëиøü нескоëüко увеëи÷иваþт возìожнуþ
поãреøностü оптиìаëüноãо реøения, ìы сохраниì
за поëу÷енныì реøениеì терìин "оптиìаëüное".
Поëаãаеì также, ÷то на основании весовой ìат-

риöы управëения и ковариаöионной ìатриöы по-
ãреøностей изìерений Kε ìоãут бытü расс÷итаны
иëи заäаны ковариаöионные ìатриöы состояний
заäанной и вспоìоãатеëüной систеì:

KX, i = M(Xi ), Kξ, i = M(ξi ). (2.3)

Воспоëüзовавøисü правиëаìи [6] äифференöи-
рования сëеäа ìатриöы по ìатриöе, с испоëüзова-
ниеì соотноøения (2.2) поëу÷аеì выражение äëя
оптиìаëüной весовой ìатриöы Pi + 1:

Pi + 1 = –KU, i(Bi – Di)
т[AiKX,i  + CiKξ,i  +

+ (Bi – Di)KU,i(Bi – Di)
т + Kε]

–1. (2.4)

Зäесü показатеëü степени (–1) обозна÷ает опе-
раöиþ обращения ìатриöы.
Наконеö, поäставив это оптиìаëüное выражение

в соотноøение (2.2), поëу÷иì äаëее выражение äëя
ковариаöионной ìатриöы управëения, уто÷ненное
на текущеì øаãе с у÷етоì поëу÷енноãо оптиìаëü-
ноãо зна÷ения весовой ìатриöы на этоì øаãе:

KU, i + 1 = [Pi + 1(Bi – Di) + E]KU, i. (2.5)

Поëу÷ениеì уравнений (2.4) и (2.5) ис÷ерпыва-
ется реøение заäа÷и синтеза оптиìаëüноãо управ-
ëения ëинейной по состояниþ и управëениþ äиск-
ретной систеìой.
В работе [5] показано, ÷то äëя выпоëнения не-

обхоäиìоãо усëовия асиìптоти÷еской устой÷ивос-
ти в öеëоì расøиренной систеìы, вкëþ÷аþщей
рассìатриваеìуþ и вспоìоãатеëüнуþ систеìы,
äоëжно выпоëнятüся усëовие отриöатеëüноãо зна-
÷ения сëеäа приращения ковариаöионной ìатри-
öы управëения на кажäоì øаãе:

Tr[ΔrU, i + 1] = Tr[Pi + 1(Bi – Di)KU, i] < 0. (2.6)

Ui 1+
т

Tr KU i 1+, Pi 1+( )∂
Pi 1+∂

----------------------------------------

Ai
т Pi 1+

т

Ci
т Pi 1+

т

Pi 1+
т Pi 1+

т

ξi
т Ui

т Ui
т

X i
т ξi

т

Ai
т Ci

т
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Выпоëнение усëовия (2.6) ìожно контроëиро-
ватü в хоäе саìоãо проöесса управëения.
Зна÷ение на÷аëüноãо вектора управëения U0 оп-

реäеëяется из усëовий реøаеìой заäа÷и. Как пра-
виëо, оно выбирается равныì нуëþ. В работе [5],
посвященной заäа÷е оптиìаëüноãо поäъеìа ãеофи-
зи÷еской ракеты В-2А на ìаксиìаëüнуþ высоту,
на÷аëüный вектор управëения (тяãа äвиãатеëя)
äоëжен бытü äостато÷ныì äëя отрыва ракеты от
стартовоãо стоëа.

3. Уравнения невозмущенного углового движения
КА "Ресурс-П"

Невозìущенное уãëовое äвижение КА как твер-
äоãо теëа относитеëüно öентра ìасс О в связанной
систеìе коорäинат (ССК) Oxyz, оси которой в об-
щеì сëу÷ае не совпаäаþт с ãëавныìи öентраëüны-
ìи осяìи инерöии, описывается äинаìи÷ескиì
уравнениеì Эйëера в векторной форìе:

 + ωЅK = 0, (3.1)

ãäе K — вектор кинети÷ескоãо ìоìента КА с уста-
новëенныìи на неì ãироäинаìи; ω — вектор уãëо-
вой скорости КА, знак Ѕ обозна÷ает операöиþ век-
торноãо произвеäения векторов. Вектор кинети÷е-
скоãо ìоìента K равен суììе кинети÷еских
ìоìентов КА и ãироäинов:

K = KKA + KG = Jω + KGk, (3.2)

ãäе J — известный тензор инерöии КА; KGk — век-
тор кинети÷ескоãо ìоìента k-ãо ãироäина из коìп-
ëекта m ãироäинов. Дëя еãо произвоäной по вре-
ìени, равной управëяþщеìу ìоìенту Mk, разви-
ваеìоìу k-ì ãироäиноì, справеäëиво соотноøение

 = –Mk. (3.3)

Зäесü знак "ìинус" у÷итывает тот факт, ÷то за
с÷ет реакöии опор приращение кинети÷ескоãо ìо-
ìента КА по какой-ëибо оси противопоëожно по
знаку приращениþ проекöии кинети÷ескоãо ìо-
ìента ãироäина на ту же осü, вызванноìу управ-
ëяþщиì ìоìентоì ãироäина.
Зна÷ение KКА кинети÷ескоãо ìоìента КА опре-

äеëяется произвеäениеì тензора инерöии J КА на
вектор ω еãо уãëовой скорости. Зна÷ение ìоìента
Mk, развиваеìоãо ãироäиноì, опреäеëяется пара-
ìетраìи ãироäина: кинети÷ескиì ìоìентоì рото-
ра, поëожениеì еãо оси преöессии в ССК, уãëовыì
поëожениеì ротора относитеëüно оси преöессии и
уãëовой скоростüþ преöессии. Детаëизаöиþ этих
параìетров оставиì äо рассìотрения приìера.

В резуëüтате ãеоìетри÷ескоãо сëожения векто-
ры (3.3) äаþт суììарный вектор управëения по
связанныì осяì КА:

M = [M1, M2, M3]
т. (3.4)

У÷итывая ввеäенные обозна÷ения, äифферен-
öиаëüное уравнение уãëовоãо äвижения КА (3.1)
ìожно записатü в сëеäуþщеì виäе:

 = –J –1ωЅK + J –1M. (3.5)

Опреäеëиì вектор состояния систеìы, вкëþ-
÷аþщий уãëы поворота КА по крену, рысканиþ и
танãажу относитеëüно осей Оx, Оy, Оz ССК из ис-
хоäноãо поëожения, заäанноãо в некотороì инер-
öиаëüноì базисе, и уãëовые скорости вращения
КА относитеëüно тех же осей:

X(t) = [ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t), ω1(t), ω2(t), ω3(t)]. (3.6)

С испоëüзованиеì этоãо вектора уãëовое äвиже-
ния КА ìожно записатü в форìе ëинейноãо äиф-
ференöиаëüноãо уравнения в ìатри÷ной форìе:

(t) = R(X, t)X(t) + GM(t). (3.7)

Оãрани÷ения на веëи÷ину коìпонент управ-
ëяþщеãо вектора M(t) не накëаäываþтся.
Преäставиì ìатриöы R(X, t) и G в явной форìе.

Дëя этоãо ввеäеì обозна÷ения

J –1 = ; K = ; E = ;

R(X, t) = ; G = ;

F =  = 

= . (3.8)

Проинтеãрировав ìатри÷ное уравнение (3.7) по
известной форìуëе Коøи на ìаëоì вреìенноì ин-
терваëе Δt = 0,1 с от i äо i + 1, поëу÷иì уравнение
уãëовоãо äвижения КА в коне÷ных разностях в ре-
куррентной ëинейной форìе:

Xi + 1 = AiXi + BiMi. (3.9)

dK
dt
-----

k 1=

m

∑

dKGk

dt
----------

dω
dt
-----

X·

m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33

k1

k2

k3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

0 E
0 F

0

J 1–

F44 F45 F46

F54 F55 F56

F64 F65 F66

m12k3 m13  k2 m11k3 m13k1  +–– m11k2 m12k1–

m22k3 m23  k2 m21k3 m23k1  +–– m21k2 m22k1–

m32k3 m33  k2 m31k3 m33k1  +–– m31k2 m32k1–
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Зäесü ìатриöы Ai и Bi зависят от вектора состоя-
ния Xi и иìеþт виä:

Ai = ; (3.10)

Bi = . (3.11)

Поëу÷енные соотноøения испоëüзованы ниже
äëя ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования заäа÷и опти-
ìаëüноãо управëения уãëовыì äвижениеì КА "Ре-
сурс-П" при переориентаöии.

4. Синтез оптимальной энергосберегающей 
переориентации КА "Ресурс-П"

Провеäен синтез оптиìаëüной энерãосбереãаþ-
щей переориентаöии КА ДЗЗ "Ресурс-П" из заäан-
ноãо на÷аëüноãо уãëовоãо поëожения в на÷аëо ко-
орäинат. Уãëовые скорости в на÷аëе и в конöе по-
ворота приняты нуëевыìи.
Тензор инерöии КА "Ресурс-П" принят равныì

J = .

Зäесü разìерностü осевых и öентробежных ìо-
ìентов инерöии — Н•ì•с2.
В состав систеìы управëения äвижениеì КА

"Ресурс-П" вхоäят øестü ãироäинов с кинети÷ескиì
ìоìентоì ротора кажäоãо из них 250 Н•ì•с. 
Коìпëект из øести ãироäинов образует ãиросис-

теìу из трех коëëинеарных пар ãироäинов с распо-
ëожениеì осей преöессии кажäой пары по конусу с
осüþ вäоëü оси Оу ССК и уãëоì α поëураствора ко-
нуса 30°. Параëëеëüностü осей преöессии ãироäинов
в кажäой паре позвоëяет рассìатриватü их векторы
кинети÷еских ìоìентов распоëоженныìи в оäной
пëоскости, перпенäикуëярной оси преöессии.
Свяжеì с ãироäиноì приборнуþ систеìу коор-

äинат (ПСК) Оxпyпzп. Осü преöессии ротора ãиро-
äина совпаäает с осüþ Оyп ПСК. Поëожение ПСК
ãироäинов относитеëüно ССК опреäеëиì äвуìя
поворотаìи. Первый поворот соверøается вокруã
оси Оy ССК на уãоë ψ. Дëя первой пары ãироäинов
ψ1, 2 = 0°, äëя второй пары — ψ3, 4 = 120°, äëя третü-
ей — ψ5, 6 = 240°. Второй поворот соверøается вокруã
оси Ozп на уãоë α = 30° äëя всех пар ãироäинов.
Уãоë преöессии роторов ãироäинов обозна÷иì β.

Отс÷ет уãëов β веäется при повороте ротора от
оси Oxп. Уãоë поëожитеëен при повороте относи-

теëüно оси преöессии против ÷асовой стреëки и от-
риöатеëен — при повороте по ÷асовой стреëке, есëи
сìотретü с поëожитеëüноãо направëения оси Оyп.
Приìеì на÷аëüные уãëы β поворота роторов ãи-

роäинов равныìи сëеäуþщиì зна÷енияì:

β10 = 315°; β20 = 225°; β30 = 315°;
β40 = 225°; β50 = 315°; β60 = 225°.

Принятые уãëы установки ãироäинов и на÷аëü-
ные уãëы β уäобны теì, ÷то при этоì обеспе÷ива-
ется высокая наäежностü ãиросиëовоãо коìпëекса
и при синхронной раскрутке роторов ãироäинов на
КА не äействуþт возìущаþщие ìоìенты.
Рас÷ет параìетров оптиìаëüной переориента-

öии провоäится, как уже быëо принято выøе, из
усëовия ìиниìизаöии сëеäа ковариаöионной ìат-
риöы управëения. Текущее зна÷ение ковариаöион-
ной ìатриöы управëения при этоì иìеет виä

KM, i + 1 = M(Mi + 1 ).

Дëя принятой систеìы ãироäинов зависиìостü
коìпонент вектора ìоìента, äействуþщеãо на
корпус k-ãо ãироäина, от скорости преöессии 
этоãо ãироäина ìожно описатü соотноøенияìи

(4.1)

Записывая соотноøения (4.1) в сжатой форìе

M1k = S1k ; M2k = S2k ; M3k = S3k

и ввоäя øестиìерный вектор скоростей преöессии
роторов ãироäинов

 = [ , , ..., , (4.2)

суììарный вектор управëяþщеãо ìоìента ìожно
преäставитü в виäе ìатри÷ной функöии вектора
скоростей преöессии

Mi = Si . (4.3)

Зäесü

Si = . (4.4)

Поскоëüку ìатриöа (4.4) явëяется пряìоуãоëü-
ной (ее разìерностü 3Ѕ6), оäниì из вариантов оп-
реäеëения вектора скоростей преöессии (4.2),
уäовëетворяþщиì (4.3), явëяется испоëüзование
псевäообратной ìатриöы  [7]:

 = Mi = (Si )–1Mi. (4.5)

Опреäеëенный по этой форìуëе вектор скоростей
преöессии ãироäинов в реаëüной систеìе управëе-

1 0 0 Δt 0 0
0 1 0 0 Δt 0
0 0 1 0 0 Δt
0 0 0 1 ΔtF44+ ΔtF45 ΔtF46

0 0 0 ΔtF54 1 ΔtF55+ ΔtF56

0 0 0 ΔtF64 ΔtF65 1 ΔtF66+

Δt2/2( )EJ 1–

ΔtE Δt2/2( )F+[ ]J 1–

22 147 144 321
0 10 213 752
0 0 24 497

Mi 1+
т

β· k

M1k = –H(sinβkcosψkcosα + cosβksinψk) ;
M2k = –Hsinβksinαβk;

M3k = H(sinβksinψkcosα – cosβkcosψk) .

β· k

β· k

β· k β· k β· k

β· i β· 1 β· 2 β· 6 ]i
т

β· i

S11 S12 … S16, , ,

S21 S22 … S26, , ,

S31 S32 … S36, , ,
i

Si
~

β· i Si
~ Si

т Si
т
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ния äоëжен выäаватüся в ка÷естве управëяþщеãо
параìетра в систеìу ãироäинов. Систеìа управëе-
ния обеспе÷ивает испоëнение заäанноãо зна÷ения
скорости преöессии кажäоãо ãироäина, бëаãоäаря
÷еìу созäается необхоäиìый управëяþщий ìо-
ìент (4.3).
К этоìу уравнениþ сëеäует äобавитü соотноøе-

ние äëя у÷ета изìенения уãëа преöессии k-ãо
(k = 1, 2, ..., 6) ãироäина на оäноì øаãе рас÷етов

βk, i + 1 = βk, i + Δt.

Вектор скоростей преöессии роторов ãироäинов
(4.5) обеспе÷ивает форìирование оптиìаëüноãо
управëяþщеãо вектора ìоìента, опреäеëенноãо в
резуëüтате реøения заäа÷и оптиìаëüной переори-
ентаöии.
Дëя провеäения ÷исëенных рас÷етов в соответ-

ствии с поëу÷енныìи резуëüтатаìи заäаны сëе-
äуþщие исхоäные параìетры:
на÷аëüные зна÷ения векторов состояния заäан-
ной и вспоìоãатеëüной систеì

X0 = ξ0 = [110°; 45°; 45°; 0; 0; 0];

зна÷ения ковариаöионных ìатриö состояния
заäанной и вспоìоãатеëüной систеì (2.3) при-
бëиженно приняты постоянныìи и равныìи
äиаãонаëüныì ìатриöаì с äиаãонаëüныìи эëе-
ìентаìи 1 и 0,01 с–2 äëя уãëов и уãëовых ско-
ростей соответственно;
зна÷ения äиаãонаëüных эëеìентов ковариаöи-
онной ìатриöы поãреøностей изìерений (2.5)
приняты равныìи (3•10–4)2 и (7•10–6)2 с–2 также
äëя уãëов и уãëовых скоростей соответственно;
зна÷ения äиаãонаëüных эëеìентов на÷аëüной
äиаãонаëüной ковариаöионной ìатриöы управ-
ëения KM0 (1.7) разìерности 3Ѕ3 приняты рав-
ныìи (5 кН•ì)2.
С у÷етоì конöепöии построения заìкнутой

систеìы с обратной связüþ, отс÷ет зна÷ений век-
торов состояния заäанной и вспоìоãатеëüной сис-
теì в кажäый ìоìент вреìени в соотноøении (1.3)
веäется относитеëüно коне÷ноãо уãëовоãо поëоже-
ния КА, приниìаеìоãо за на÷аëо коорäинат.
Матриöа состояния вспоìоãатеëüной систеìы

Сi выбрана в сëеäуþщеì виäе:

Ci = . (4.6)

Зäесü

f1i = 2,5•10–5(1 + 5•10–3i);

f2i = 0,01(1 + 2,5•10–4i)

— функöии, зависящие от ноìера i øаãа рас÷ета.
Дëитеëüностü оäноãо øаãа по вреìени Δt принята
равной 0,1 с.
Что касается ìатриöы Di, то поëаãаеì, ÷то она

уäовëетворяет равенству: Di = –Bi.
Как показано ниже, выбранные функöии äоста-

то÷но эффективно обеспе÷иваþт äвижение вспо-
ìоãатеëüной систеìы в на÷аëо коорäинат. Асиìп-
тоти÷еская устой÷ивостü в öеëоì невозìущенноãо
äвижения вспоìоãатеëüной систеìы с выбранной
ìатриöей Сi поäтвержäена ниже ÷исëенныìи рас-
÷етаìи функöии Ляпунова спеöиаëüноãо виäа.
Привеäенные зäесü зна÷ения параìетров ис-

поëüзованы при провеäении ìатеìати÷ескоãо ìоäе-
ëирования проöесса оптиìаëüной переориентаöии.

5. Результаты математического моделирования 
оптимальной энергосберегающей переориентации 

КА "Ресурс-П"

При провеäении рас÷етов на÷аëüный вектор уп-
равëения принят нуëевыì. На рис. 1 привеäены
резуëüтаты рас÷етов, а также ãрафики изìенения
уãëов и уãëовых скоростей заäанной и вспоìоãа-
теëüной систеì в функöии ноìера i øаãа рас÷ета.

β· k i,

1 0 0 Δt 0 0
0 1 0 0 Δt 0
0 0 1 0 0 Δt
f1i– 0 0 1 f2i– 0 0

0 f1i– 0 0 1 f2i– 0

0 0 f1i– 0 0 1 f2i–

Рис. 1. Графики изменения:
а — x1 и z1; б — x2 и z2; в — x3 и z3; г — x4 и z4; д — x5 и z5;
е — x6 и z6
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Виäно, ÷то так как на ìоìент окон÷ания поворота
поãреøности по уãëаì и по уãëовой скорости не
äоëжны превыøатü соответственно 0, 2° и 0,02°/с,
к ìоìенту вреìени 300 с параìетры уãëовоãо äвиже-
ния КА соответствуþт требуеìыì на ìоìент окон÷а-
ния поворота. Отсþäа сëеäует, ÷то äëитеëüностü рас-
сìатриваеìоãо поворота равна 300 с.
При этоì äвижение КА äостато÷но то÷но повто-

ряет äвижение вспоìоãатеëüной систеìы, в особен-
ности в ÷асти уãëов. Графики изìенения соответ-
ствуþщих коìпонент векторов состояния заäан-

ной и вспоìоãатеëüной систеì практи÷ески не
отëи÷аþтся äруã от äруãа.
Графики оптиìаëüных управëяþщих ìоìентов

по связанныì осяì КА от суììарноãо äействия ãи-
роäинов привеäены на рис. 2. Обращает на себя
вниìание коëебатеëüный характер äействия управ-
ëяþщих ìоìентов на на÷аëüноì этапе поворота.
Провеäеì оöенку эффективности преäëожен-

ноãо реøения по показатеëþ ка÷ества (1.8), ис-
поëüзованноìу в проöессе синтеза оптиìаëüной
систеìы. В соответствии с изëоженныì в статüе
ìетоäоì эффективностü систеìы опреäеëяется
зна÷ениеì накопëенноãо на всеì вреìенноì ин-
терваëе поворота показатеëя ка÷ества:

zOPT(N) = ( MiΔt). (5.1)

График нарастания ZOPT(i) в проöессе оптиìаëü-
ноãо поворота привеäен на рис. 3. Суììарное на-
копëенное за поворот зна÷ение показатеëя ка÷ества
в привеäенноì приìере составëяет 2150 Н2•ì2• с.
Дëя оöенки эффективности преäëоженноãо оп-

тиìаëüноãо ìетоäа управëения при переориента-
öии КА по сравнениþ с ìетоäоì, реаëизованныì
на КА ДЗЗ "Ресурс-П" и названныì øтатныì, про-
веäено сравнение ãрафиков управëяþщих ìоìен-
тов и зна÷ение накопëенноãо за поворот показате-

Рис. 2. Графики изменения оптимальных моментов:
а — М1; б — М2; в — М3

Рис. 3. График нарастания оптимального показателя качества
ZOPT(i) 

Рис. 4. Графики изменения штатных моментов:
а — М1; б — М2; в — М3

i 0=

N 1–

∑ Mi
т
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ëя ка÷ества (5.1) при оптиìаëüноì управëении с
соответствуþщиìи øтатныìи ãрафикаìи, приве-
äенныìи на рис. 4, 5. Штатные ãрафики поëу÷ены
äëя тех же на÷аëüных и коне÷ных усëовий поворота
и äëя заäанноãо вреìени поворота 300 с. Графики
поäтвержäаþт эйëеров характер øтатноãо поворо-
та. (Графики ëþбезно преäоставëены автору оäниì
из разработ÷иков систеìы управëения äвижениеì
КА "Ресурс-П" А. А. Давыäовыì.)
В соответствии с рис. 5 накопëенный показа-

теëü ка÷ества за анаëоãи÷ный поворот КА в øтат-
ноì варианте составëяет Zøт = 11 200 Н2•ì2•с.

Отсþäа сëеäует, ÷то зна÷ение накопëенноãо пока-
затеëя ка÷ества на управëение КА в оптиìаëüноì
варианте снижено по сравнениþ со øтатныì ва-
риантоì. Это поäтвержäает эффективностü преä-
ëоженноãо оптиìаëüноãо управëения.
Вìесте с теì, из сопоставëения ãрафиков (сì.

рис. 2) осевых управëяþщих ìоìентов при опти-
ìаëüноì повороте с соответствуþщиìи ãрафикаìи
(сì. рис. 4) ìоìентов при øтатноì повороте, совер-
øаеìоì КА "Ресурс-П" в тех же усëовиях, сëеäует,
÷то зна÷ения управëяþщих ìоìентов также разëи-
÷аþтся. Сëеäоватеëüно, характер оптиìаëüноãо уã-
ëовоãо äвижения КА отëи÷ается от характера øтат-
ноãо äвижения (вращение вокруã оси Эйëера).
На рис. 6 преäставëен ãрафик изìенения сëеäа

ковариаöионной ìатриöы управëения (1.8) в про-
öессе рассìатриваеìоãо оптиìаëüноãо поворота
КА "Ресурс-П". Сëеä ìатриöы, в ÷еì несëожно
убеäитüся, явëяется функöией Ляпунова äëя рас-
сìатриваеìой систеìы. График преäставëяет собой
поëожитеëüнуþ, ìонотонно убываþщуþ функöиþ.
Отсþäа ясно, ÷то необхоäиìое усëовие теореìы
Ляпунова — отриöатеëüное зна÷ение приращения
этой функöии на кажäоì øаãе управëения — выпоë-
нено. Сëеäоватеëüно, асиìптоти÷еская устой÷и-
востü в öеëоì рассìатриваеìой систеìы обеспе÷ена.
Дëя поäтвержäения асиìптоти÷еской устой÷и-

вости в öеëоì невозìущенноãо äвижения вспоìо-
ãатеëüной систеìы на рис. 7 преäставëен поëу÷ен-
ный в резуëüтате рас÷етов ãрафик изìенения в
проöессе неуправëяеìоãо äвижения КА сëеäуþ-
щей функöии Ляпунова:

ϑi = (Ciξi)
т(Ciζi).

На основании ãрафика и анаëоãи÷ных закëþ÷е-
ний ìожно утвержäатü, ÷то ìатриöа Сi обеспе÷ивает
асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü в öеëоì невозìу-
щенноãо äвижения вспоìоãатеëüной систеìы.
Наëи÷ие коëебатеëüноãо проöесса в управëяþ-

щих ìоìентах в на÷аëе поворота вызвано отëи÷иеì
принятых нуëевых зна÷ений этих ìоìентов от не-
обхоäиìых оптиìаëüных в этоì сëу÷ае зна÷ений и,
как сëеäствие, стреìëениеì систеìы с обратной
связüþ найти эти оптиìаëüные зна÷ения в проöес-
се саìоãо äвижения. В коне÷ноì итоãе систеìа вы-
рабатывает такие управëяþщие ìоìенты, при ко-
торых откëонения в состояниях заäанной и вспо-
ìоãатеëüной систеì в проöессе äаëüнейøеãо
äвижения явëяþтся ìиниìаëüныìи.

Дëя поäтвержäения этоãо утвержäения äоста-
то÷но провести рас÷ет варианта работы систеìы со
сëеäуþщиìи на÷аëüныìи управëяþщиìи ìоìен-
таìи, отëи÷ныìи от нуëевых: М10 = –5,4 Н•ì,
М20 = –1,1 Н•ì, М30 = –2,4 Н• ì. Резуëüтаты
рас÷ета этоãо варианта преäставëены на привоäи-
ìых ãрафиках на рис. 8. Виäно, ÷то коëебатеëüный
характер управëяþщих ìоìентов ис÷ез по÷ти поë-
ностüþ.

Рис. 5. График нарастания штатного показателя качества zшт(i)

Рис. 7. График изменения функции Ляпунова J

Рис. 6. График изменения следа ковариационной матрицы уп-
равления
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Дëя поäтвержäения ка÷ества управëения на
рис. 9 привеäены ãрафики изìенения в проöессе
поворота составëяþщих вектора кинети÷ескоãо
ìоìента систеìы ãироäинов. Из ãрафиков сëеäует,
÷то по окон÷ании поворота суììарный вектор кине-
ти÷ескоãо ìоìента ãироäинов возвращается посëе
поворота к нуëевоìу зна÷ениþ.
Такиì образоì, поставëенная в статüе заäа÷а

реøена.

Заключение

Разработан оптиìаëüный по энерãозатратаì аë-
ãоритì управëения ëинейной по состояниþ и уп-
равëениþ äискретной систеìой в форìе обратной
связи. Аëãоритì основан на приìенении вспоìоãа-
теëüной систеìы заäанной структуры с заäанныìи
свойстваìи, ìиниìизаöии энерãозатрат на кажäоì
øаãе управëения и при наëи÷ии заøуìëенных из-
ìерений. Проäоëжитеëüностü проöесса управëения
в явноì виäе не заäана. Отсутствуþт оãрани÷ения
на управëяþщие параìетры. Разработана äискрет-
ная ìоäеëü невозìущенноãо уãëовоãо äвижения
косìи÷ескоãо аппарата, управëяеìоãо с испоëüзо-
ваниеì инерöиаëüных испоëнитеëüных орãанов

(ãироäинов). Привеäены резуëüтаты ìатеìати÷е-
скоãо ìоäеëирования разработанноãо аëãоритìа на
приìере заäа÷и пространственной переориента-
öии косìи÷ескоãо аппарата "Ресурс-П". Резуëüта-
ты ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования поäтверäиëи
эффективностü преäëоженноãо аëãоритìа.
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Рис. 8. Графики изменения оптимальных моментов при начальных управляющих моментах М10 = –5,4 Н•м, М20 = –1,1 Н•м,
М30 = –2,4 Н•м:
а — М1; б — М2; в — М3
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а — KG1; б — KG2; в — KG3
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Traditionally, the problem of the satellite control, its reorientation from one angular position into another, is solved, as
a rule, with the use of Pontryagin maximum principle. An example of its application is the algorithm for the control reori-
entation of the Resurs-P satellite equipped with the inertial effectors (control momentum gyros). On the whole, the algorithm
implements the programmed rotations around the Euler axis. The whole interval of the given turn consists of three phases, in-
cluding "speedup", motion at a constant angular velocity and "slowdown". "Speedup" and "slowdown" phases, in their turn,
are also divided into three sub-phases. At the first of them the motion goes on with acceleration, increasing linearly in the ab-
solute terms, at the second sub-phase the acceleration is constant, and at the third one, it decreases (in absolute terms) down
to zero. Solution to a two-point boundary problem is a precondition for building of the optimal program for control of a sat-
ellite’s angular motion in its reorientation. In order to eliminate the necessity for solving of the two-point boundary problem
and to build a closed system for the satellite motion control in its reorientation in a feedback form, the present article poses
and solves the task of synthesis of a discrete system, which is linear (both in state and control) and based on the power-efficient
algorithm for control by the noisy measurements, developed by the author. According to the algorithm, the spur minimum of
the covariance control matrix at each step was chosen as the system’s quality index. The author introduced an auxiliary dy-
namic system and set its parameters. The optimal closed-loop control law was chosen in a linear form — control at the current
step was defined as an algebraic sum of the control at the previous step and the weighted difference of the state vectors of the
specified and auxiliary systems at the current step. The measurable state vector of the set system was fully observable and com-
prised random measurement errors, such as a centered discrete white noise. The reorientation time was not explicitly defined.
There were no limitations for the control parameters. The power-efficient control algorithm proved to be quite constructive,
since the specified quality index of the system was, at the same time, a positive definite Lyapunov function, which added a
condition of the asymptotic stability to the whole system. The author developed a discrete model of the undisturbed angular
motion of the Resurs-P spacecraft equipped with three pairs of the control momentum gyros and mathematically modeled the
power-efficient control algorithm for the spacecraft reorientation. The results of modeling confirmed the efficiency of the pro-
posed algorithm. For simplicity reasons, the angular position of the satellite is defined by the angles of rotation around the body
axes, and not by the quaternions.
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