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Теория кинематического управления движением твердого тела

Введение

В ìеханике ìатериаëüной то÷ки и тверäоãо теëа
существуþт ãеоìетри÷еские заäа÷и (вкëþ÷аþщие
рассìотрение разëи÷ных способов заäания и опи-
сания ãеоìетрии поëожения и äвижения теëа, раз-
ëи÷ных способов перепроектирования векторов и
винтов из оäних систеì коорäинат в äруãие, а также
теориþ сëожения коне÷ных поворотов и переìе-
щений тверäоãо теëа), кинеìати÷еские и äинаìи-
÷еские заäа÷и.
Анаëоãи÷но, в теории управëения äвижениеì

ìатериаëüной то÷ки и тверäоãо теëа существуþт
ãеоìетри÷еские заäа÷и (к ниì ìожет бытü отнесена,
в ÷астности, знаìенитая заäа÷а о брахистохроне
(И. Бернуëëи, 1696 ã.), поëоживøая на÷аëо вариа-
öионноìу ис÷исëениþ, заäа÷и построения с ãео-
ìетри÷еских то÷ек зрения требуеìых (жеëаеìых)
траекторий äвижения), а также кинеìати÷еские и
äинаìи÷еские заäа÷и управëения äвижениеì.
В кинеìати÷еских заäа÷ах управëения äвиже-

ниеì тверäоãо теëа в ка÷естве ìатеìати÷еских ìо-
äеëей äвижения теëа рассìатриваþтся кинеìати-
÷еские уравнения вращатеëüноãо (уãëовоãо) и
(иëи) поступатеëüноãо (траекторноãо) äвижения
теëа, а в ка÷естве управëений — векторы уãëовой и
(иëи) поступатеëüной скоростей теëа иëи кинеìа-
ти÷еские винты.
Цеëü кинеìати÷ескоãо управëения — перевоä

тверäоãо теëа (иëи той иëи иной выбранной сис-
теìы коорäинат) из еãо (ее) заäанноãо на÷аëüноãо
поëожения (уãëовоãо поëожения в сëу÷ае рассìот-
рения уãëовоãо (вращатеëüноãо) переìещения иëи
уãëовоãо и ëинейноãо поëожения в сëу÷ае рассìот-
рения общеãо пространственноãо переìещения) в
требуеìое коне÷ное поëожение за с÷ет сообщения
теëу (выбранной систеìе коорäинат) требуеìой уã-
ëовой скорости иëи требуеìых уãëовой и ëинейной
скоростей. Такая заäа÷а реøается в кëассе заäа÷

построения проãраììных (в ÷астности, оптиìаëü-
ных) траекторий äвижения и проãраììных управ-
ëений äвижениеì тверäоãо теëа (выбранной систе-
ìы коорäинат).
Также öеëüþ кинеìати÷ескоãо управëения ìо-

жет бытü перевоä тверäоãо теëа (иëи выбранной сис-
теìы коорäинат) из еãо (ее) заäанноãо на÷аëüноãо
поëожения на ëþбуþ выбраннуþ проãраììнуþ
траекториþ уãëовоãо (вращатеëüноãо) иëи общеãо
проãраììноãо пространственноãо äвижения и äаëü-
нейøее асиìптоти÷ески устой÷ивое äвижение по
проãраììной траектории с требуеìой проãраì-
ìной уãëовой скоростüþ в сëу÷ае рассìотрения уã-
ëовоãо äвижения иëи с требуеìыìи проãраììны-
ìи уãëовой и ëинейной скоростяìи в сëу÷ае рас-
сìотрения общеãо пространственноãо äвижения за
с÷ет сообщения теëу (выбранной систеìе коорäи-
нат) требуеìой стабиëизируþщей уãëовой скорости
иëи требуеìых стабиëизируþщих уãëовой и ëиней-
ной скоростей. Такая заäа÷а реøается в кëассе за-
äа÷ построения стабиëизируþщих (в ÷астности,
оптиìаëüных стабиëизируþщих) траекторий äви-
жения и управëений äвижениеì тверäоãо теëа (вы-
бранной систеìы коорäинат).

При реøении кинеìати÷еских заäа÷ управëения äвиже-
ниеì тверäоãо теëа в ка÷естве ìиниìизируеìых (оптиìи-
зируеìых) функöионаëов испоëüзуþтся сëеäуþщие функ-
öионаëы ка÷ества:

1) вреìя управëяеìоãо äвижения теëа (вреìя перевоäа
тверäоãо теëа из еãо на÷аëüноãо поëожения в требуеìое ко-
не÷ное поëожение), т.е. реøаþтся заäа÷и быстроäействия;

2) интеãраë от суììы кваäратов проекöий вектора уãëо-
вой скорости тверäоãо теëа (т.е. интеãраë от суììы кваäра-
тов управëений) в заäа÷е оптиìаëüноãо проãраììноãо раз-
ворота тверäоãо теëа из заäанноãо на÷аëüноãо уãëовоãо по-
ëожения теëа в требуеìое коне÷ное уãëовое поëожение при
заäанноì иëи фиксированноì вреìени разворота, которое
опреäеëяется в хоäе реøения заäа÷и оптиìизаöии;

3) интеãраë от суììы кваäратов проекöий уãëовой и ëи-
нейной скоростей свобоäноãо тверäоãо теëа иëи интеãраë от
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суììы кваäратов äуаëüных ортоãонаëüных проекöий кине-
ìати÷ескоãо винта свобоäноãо тверäоãо теëа (т.е. интеãраë
от суììы кваäратов вещественных иëи äуаëüных управëе-
ний) в заäа÷е оптиìаëüноãо проãраììноãо переìещения
свобоäноãо тверäоãо теëа из заäанноãо на÷аëüноãо уãëовоãо
и ëинейноãо поëожения в требуеìое коне÷ное поëожение
при заäанноì иëи фиксированноì вреìени переìещения,
которое опреäеëяется в хоäе реøения заäа÷и оптиìизаöии;

4) интеãраë от взвеøенной суììы кваäратов коìпонент
кинеìати÷ескоãо стабиëизируþщеãо винта скоростей (коìпо-
нент äуаëüноãо стабиëизируþщеãо управëения) и суììы кваä-
рати÷ных откëонений параìетров äвижения свобоäноãо твер-
äоãо теëа от их проãраììных зна÷ений за бесконе÷ное вреìя
управëения (заäа÷а H-бесконе÷ностü оптиìизаöии) в кинеìа-
ти÷еской заäа÷е оптиìаëüной неëинейной стабиëизаöии про-
извоëüноãо проãраììноãо äвижения свобоäноãо тверäоãо теëа;

5) интеãраë от ìоäуëя вектора проãраììной иëи стаби-
ëизируþщей уãëовой скорости тверäоãо теëа (т.е. интеãраë
от ìоäуëя вектора проãраììноãо иëи стабиëизируþщеãо уп-
равëения) в заäа÷е оптиìаëüноãо проãраììноãо иëи стаби-
ëизируþщеãо управëения уãëовыì äвижениеì тверäоãо теëа;

6) интеãраë от ìоäуëя проãраììноãо иëи стабиëизируþ-
щеãо кинеìати÷ескоãо винта свобоäноãо тверäоãо теëа (т.е.
интеãраë от ìоäуëя проãраììноãо иëи стабиëизируþщеãо
винта управëения) в заäа÷ах оптиìаëüноãо проãраììноãо
иëи стабиëизируþщеãо управëения äвижениеì свобоäноãо
тверäоãо теëа.

Кинеìати÷еские заäа÷и быстроäействия иìеþт
ясный физи÷еский сìысë. Испоëüзование в ка÷е-
стве ìиниìизируеìых функöионаëов ка÷ества ин-
теãраëа от суììы кваäратов проекöий вектора уã-
ëовой скорости тверäоãо теëа и интеãраëа от суì-
ìы кваäратов äуаëüных ортоãонаëüных проекöий
кинеìати÷ескоãо винта свобоäноãо тверäоãо теëа
явëяется естественныì, так как в теории управëе-
ния наибоëее ÷асто испоëüзуþтся интеãраëüные
кваäрати÷ные функöионаëы ка÷ества, соäержащие
поä знакоì ìиниìизируеìоãо интеãраëа суììы
кваäратов управëений, а в кинеìати÷еских заäа÷ах
управëения роëü управëений иãраþт коìпоненты
векторов уãëовой и ëинейной скоростей тверäоãо
теëа иëи коìпоненты кинеìати÷ескоãо винта сво-
боäноãо тверäоãо теëа.
Поä÷еркнеì, ÷то испоëüзуеìые интеãраëüные

функöионаëы ка÷ества иìеþт ясный физи÷еский
сìысë, поскоëüку управëенияìи в кинеìати÷еских
заäа÷ах управëения явëяþтся основные кинеìати-
÷еские веëи÷ины (фунäаìентаëüные физи÷еские ве-
ëи÷ины) — векторы уãëовой и ëинейной скоростей
иëи кинеìати÷еский винт тверäоãо теëа. Отìетиì
также, ÷то ìиниìизаöия интеãраëüноãо кваäрати÷-
ноãо функöионаëа ка÷ества (интеãраëа от суììы
кваäратов проекöий векторов уãëовой и ëинейной
скоростей тверäоãо теëа иëи интеãраëа от суììы
кваäратов äуаëüных ортоãонаëüных проекöий кине-
ìати÷ескоãо винта свобоäноãо тверäоãо теëа) иìеет
и äруãой ясный физи÷еский сìысë: факти÷ески ìи-
ниìизируþтся затраты кинети÷еской энерãии твер-
äоãо теëа на управëение äвижениеì теëа.
Кинеìати÷еские заäа÷и управëения иãраþт важ-

нуþ роëü в теории управëения äвижениеì тверäоãо
теëа в сиëу сëеäуþщих при÷ин. Во-первых, они,
в отëи÷ие от äинаìи÷еских заäа÷ управëения, во

ìноãих сëу÷аях иìеþт анаëити÷еские реøения,
которые ÷асто испоëüзуþтся при построении про-
ãраììных траекторий и управëений äвижениеì
тверäоãо теëа иëи äвижущеãося объекта, рассìат-
риваеìоãо как тверäое теëо. Во-вторых, испоëüзо-
вание анаëити÷еских реøений кинеìати÷еских за-
äа÷ управëения в со÷етании с ìетоäоì реøения
обратных заäа÷ äинаìики позвоëяет в ряäе сëу÷аев
построитü эффективные законы управëения äвиже-
ниеì тверäоãо теëа, у÷итываþщие еãо äинаìику.
Отìетиì также, ÷то заäа÷и управëения в кине-

ìати÷еской постановке рассìатриваþтся в теории
äифференöиаëüных иãр, беспëатфорìенных инер-
öиаëüных навиãаöионных систеìах (БИНС), в ìеха-
нике косìи÷ескоãо поëета, ìеханике роботов-ìа-
нипуëяторов, при реøении заäа÷ навеäения, ани-
ìаöии (оживëения) пространственных образов на
экранах ЭВМ и в äруãих прикëаäных заäа÷ах.
В äанной статüе äается обзор работ по теории

кинеìати÷ескоãо управëения вращатеëüныì (уãëо-
выì) äвижениеì тверäоãо теëа и управëения про-
странственныì äвижениеì свобоäноãо тверäоãо
теëа, испоëüзуþщей кватернионы Гаìиëüтона и
парабоëи÷еские бикватернионы Кëиффорäа äëя
описания äвижения. В основе теории ëежит ис-
поëüзование кватернионных и бикватернионных
кинеìати÷еских ìоäеëей äвижения тверäоãо теëа.
Также привоäится обзор работ, посвященных за-
äа÷аì построения оптиìаëüных законов изìене-
ния вектора кинети÷ескоãо ìоìента äинаìи÷ески
сиììетри÷ноãо тверäоãо теëа и тверäоãо теëа с
произвоëüныì распреäеëениеì ìасс, сообщение
котороãо тверäоìу теëу обеспе÷ивает еãо опти-
ìаëüный перевоä из произвоëüноãо на÷аëüноãо уã-
ëовоãо поëожения в требуеìое коне÷ное уãëовое
поëожение. Эти заäа÷и заниìаþт проìежуто÷ное
поëожение ìежäу кинеìати÷ескиìи и äинаìи÷е-
скиìи заäа÷аìи управëения вращатеëüныì äвиже-
ниеì тверäоãо теëа и иãраþт важнуþ роëü в теории
управëения ориентаöией косìи÷еских аппаратов с
поìощüþ вращаþщихся ìаховиков.
Теория кинеìати÷ескоãо управëения äвижениеì

тверäоãо теëа иìеет сëеäуþщие актуаëüные приëо-
жения в ìеханике косìи÷ескоãо поëета, инерöи-
аëüной навиãаöии, ìеханике роботов-ìанипуëя-
торов: äвухконтурное управëение вращатеëüныì
äвижениеì тверäоãо теëа (косìи÷ескоãо аппарата)
с испоëüзованиеì БИНС; беспëатфорìенные кор-
ректируеìые систеìы ориентаöии и навиãаöии
äвижущихся объектов; оптиìаëüная переориента-
öия орбиты, пëоскости орбиты и коррекöия уãëо-
вых эëеìентов орбиты косìи÷ескоãо аппарата по-
среäствоì реактивноãо ускорения, ортоãонаëüноãо
пëоскости орбиты аппарата; управëение äвижени-
еì пëатфорìенноãо коìпëекса "ТСП-Арãус" кос-
ìи÷ескоãо проекта "Марс-94"; реøение обратных
заäа÷ кинеìатики роботов-ìанипуëяторов с ис-
поëüзованиеì бикватернионной теории кинеìати-
÷ескоãо управëения, кинеìати÷еское управëение в
ìеханике роботов-ìанипуëяторов (независиìое
проãраììное управëение äвижениеì по скорости).
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1. Кинематические задачи управления 
вращательным движением твердого тела

В кватернионной постановке кинеìати÷еские
заäа÷и управëения вращатеëüныì äвижениеì твер-
äоãо теëа впервые рассìатриваëисü В. Н. Бранöеì
и И. П. Шìыãëевскиì [1—3, 1972, 1973], а затеì
П. К. Пëотниковыì, А. Н. Серãеевыì и Ю. Н. Чеë-
ноковыì [4, 1991], В. Н. Бранöеì и И. П. Шìыã-
ëевскиì [5, 1992], А. А. Панковыì и Ю. Н. Чеëно-
ковыì [6, 1995], А. В. Моëоäенковыì [7, 1995],
В. Г. Бирþковыì и Ю. Н. Чеëноковыì [8, 2002],
В. В. Маëаниныì и Н. А. Стреëковой [9, 2004],
Ю. Н. Чеëноковыì [10, 2006; 11, 2011].
В работах [3, 9] изу÷аëасü заäа÷а кинеìати÷е-

скоãо оптиìаëüноãо (в сìысëе быстроäействия)
пространственноãо разворота тверäоãо теëа (заäа÷а
построения кватерниона оптиìаëüной проãраì-
ìной ориентаöии теëа и еãо оптиìаëüной проãраì-
ìной уãëовой скорости). В этой заäа÷е (а также в
äруãих кинеìати÷еских заäа÷ах управëения враща-
теëüныì äвижениеì тверäоãо теëа) роëü управëе-
ния иãрает вектор уãëовой скорости тверäоãо теëа.
Фазовой переìенной явëяется норìированный
кватернион ориентаöии тверäоãо теëа, на неãо на-
кëаäываþтся ãрани÷ные усëовия. Матеìати÷еская
ìоäеëü äвижения иìеет виä кëасси÷ескоãо кватер-
нионноãо кинеìати÷ескоãо уравнения вращатеëü-
ноãо (уãëовоãо) äвижения тверäоãо теëа [3, 5, 10]:

2  = l é wX; (1)

l = λ0 + λ1i1 + λ2i2 + λ3i3,

 =  + i1 + i2 + i3,

wX = ω1i1 + ω2i2 + ω3i3.

В этоì уравнении фазовой переìенной сëужит
кëасси÷еский кватернион поворота Гаìиëüтона l,
характеризуþщий ориентаöиþ тверäоãо теëа в
опорной систеìе коорäинат ξ (норìа этоãо кватер-
ниона равна еäиниöе), коìпоненты λj (j = 0, 1, 2, 3)
кватерниона l явëяþтся параìетраìи Роäриãа—
Гаìиëüтона (Эйëера); управëениеì явëяется ква-
тернион wX с нуëевой скаëярной ÷астüþ, еãо коì-
поненты ωi — проекöии вектора w уãëовой скорос-
ти вращения тверäоãо теëа относитеëüно опорной
систеìы коорäинат ξ на оси связанной с тверäыì
теëоì систеìы коорäинат X (кватернион wX назы-
вается отображениеì вектора уãëовой скорости на
связанный базис X); i1, i2, i3 — векторные ìниìые
еäиниöы Гаìиëüтона; é — сиìвоë кватернионноãо
произвеäения, верхняя то÷ка озна÷ает произвоäнуþ
по вреìени t, äифференöирование выпоëняется в
преäпоëожении неизìенности веëи÷ин i1, i2, i3.
Кватернионное уравнение (1) эквиваëентно

векторныì уравненияì

2  = –lv•wX, 2  = λ0wX + lv Ѕ wX;

lv = λ1i1 + λ2i2 + λ3i3,

ãäе öентраëüная то÷ка — сиìвоë скаëярноãо про-
извеäения векторов, Ѕ — сиìвоë векторноãо про-
извеäения; lv — векторная ÷астü кватернион l.
Кватернионное уравнение (1) также эквива-

ëентно ÷етыреì скаëярныì äифференöиаëüныì
уравненияì

2  = –ω1λ1 – ω2λ2 – ω3λ3,

2  = ω1λ0 + ω3λ2 – ω2λ3,

2  = ω2λ0 – ω3λ1 + ω1λ3,

2  = ω3λ0 + ω2λ1 – ω1λ2.

Заäа÷а кинеìати÷ескоãо оптиìаëüноãо про-
странственноãо разворота тверäоãо теëа äëя интеã-
раëüноãо кваäрати÷ноãо (в отноøении проекöий
вектора абсоëþтной уãëовой скорости тверäоãо те-
ëа) функöионаëа ка÷ества изу÷аëасü в работе [7].
В работах [1—6] рассìатриваëисü кинеìати÷е-

ские заäа÷и управëения ориентаöией тверäоãо теëа
в раìках теории неëинейной стабиëизаöии с ис-
поëüзованиеì кватернионных кинеìати÷еских
уравнений возìущенноãо уãëовоãо äвижения твер-
äоãо теëа (уравнений в откëонениях) и управëения
(вектора уãëовой скорости теëа), построенноãо по
принöипу неëинейной обратной связи, реаëизуþ-
щей асиìптоти÷ески устой÷ивуþ позиöионнуþ,
иëи интеãраëüнуþ, иëи интеãраëüно-позиöионнуþ
коррекöиþ уãëовоãо поëожения теëа. Испоëüзо-
ванные кватернионные кинеìати÷еские уравне-
ния возìущенноãо уãëовоãо äвижения тверäоãо те-
ëа в норìированных кватернионах ориентаöии
иìеþт виä [3, 4, 10]:

2  = l é wкX é (t) =

= μ é lo(t) é wкX é (t) = wкξ é m (2)

иëи

2  = m* é wкX + m* é (t) – (t) é m*. (3)

Зäесü, по-прежнеìу, l — кватернион поворота,
характеризуþщий ориентаöиþ тверäоãо теëа в
опорной систеìе коорäинат ξ; lo(t) и (t) — ква-
тернионы, характеризуþщие проãраììнуþ ориен-
таöиþ и проãраììнуþ уãëовуþ скоростü вращения
теëа в опорной систеìе коорäинат ξ (известные
функöии вреìени), кватернион  опреäеëен
своиìи коìпонентаìи в проãраììной систеìе
коорäинат Z; m и m* — кватернионы ориентаöии
тверäоãо теëа в проãраììной систеìе коорäинат Z,
опреäеëенные своиìи коìпонетаìи в систеìах ко-
орäинат ξ и Х соответственно (кватернионы рас-
соãëасования (оøибки ориентаöии теëа)); wкX и
wкξ — кватернионы уãëовой скорости коррекöии
уãëовоãо äвижения теëа (управëения, опреäеëен-
ные в систеìах коорäинат Х и ξ соответственно);
верхняя ÷ерта озна÷ает сопряженный кватернион.
Кватернион рассоãëасования m ìожет бытü оп-

реäеëен своиìи коìпонентаìи ëибо в опорноì ба-
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зисе ξ, ëибо в связанноì базисе Х (а сëеäоватеëüно,
и в проãраììноì базисе Z). В первоì сëу÷ае

l = m é lo, m = l é ;

во второì сëу÷ае

l = lo é m*, m* =  é l.

Виäно, ÷то есëи в уравнение оøибок (2) вхоäит
(при заäании уãëовой скорости коррекöии в свя-
занноì базисе) кватернион lo = lo(t), характери-
зуþщий проãраììнуþ ориентаöиþ тверäоãо теëа,
то в уравнение оøибок (3) вхоäит проãраììное уп-
равëение (t) (уãëовая скоростü проãраììноãо
вращения тверäоãо теëа).
В статüе [4] (сì. также работу [10]) рассìотрена

в кватернионной кинеìати÷еской постановке пос-
тавëенная в работе [3] заäа÷а привеäения связан-
ной с тверäыì теëоì систеìы коорäинат к опор-
ной систеìе коорäинат, вращаþщейся с заäанной
(проãраììной) абсоëþтной уãëовой скоростüþ.
В ка÷естве исхоäных испоëüзованы кинеìати÷е-
ские уравнения уãëовоãо äвижения тверäоãо теëа
в ненорìированных кватернионах, преäëоженные
в работе [3]. Дëя построения корректируþщеãо уп-
равëения испоëüзованы кинеìати÷еские уравне-
ния возìущенноãо уãëовоãо äвижения тверäоãо те-
ëа в ненорìированных кватернионах, а в ка÷естве
управëений — проекöии абсоëþтной уãëовой ско-
рости вращения теëа на связанные с ниì оси (в ìа-
теìати÷еской постановке заäа÷и и в ее реøении
испоëüзован кватернион уãëовой скорости с нену-
ëевой коìпонентой, т.е. не трехìерное кинеìати-
÷еское управëение, а ÷етырехìерное управëение).
В этой статüе преäëожены äва виäа коррекöии

(стабиëизаöии), явëяþщиеся кватернионныìи ана-
ëоãаìи позиöионной и интеãраëüной коррекöий, и
коìпозиöия позиöионной и интеãраëüной коррек-
öий. Показано, ÷то äëя преäëаãаеìых виäов кор-
рекöии поëу÷аþтся ëинейные (без ëинеаризаöии)
äифференöиаëüные уравнения оøибок систеìы
управëения ориентаöией и уравнения äвижения
заìкнутой систеìы управëения. Установëено, ÷то
поëу÷енное кватернионное уравнение оøибок
äëя кватерниона рассоãëасования, опреäеëенноãо
своиìи коìпонентаìи в инерöиаëüноì базисе, не
тоëüко ëинейно, но и стаöионарно и инвариантно
относитеëüно ëþбоãо выбранноãо проãраììноãо
äвижения опорноãо базиса. Построено общее ре-
øение уравнений заìкнутой систеìы управëения
äвижениеì, установëены усëовия асиìптоти÷е-
ской устой÷ивости проãраììноãо äвижения, при-
веäено оäно из возìожных реøений заäа÷и синтеза
оптиìаëüных зна÷ений коэффиöиентов коррекöии.
В книãе [5] рассìотрены разëи÷ные аспекты ки-

неìати÷еской заäа÷и привеäения связанноãо с
тверäыì теëоì коорäинатноãо базиса к опорноìу
базису, называеìоìу приборныì базисоì: общие
законы кинеìати÷ескоãо управëения, обеспе÷иваþ-
щие привеäение связанноãо базиса к непоäвижноìу

иëи поäвижноìу приборноìу базису, и устой÷и-
востü проöесса привеäения. При этоì рассìотре-
ны как неëинейные законы управëения, испоëü-
зуþщие инфорìаöиþ о коìпонентах кватерниона
ориентаöии связанноãо базиса (то÷нее, инфорìа-
öиþ о скаëярной и векторной ÷астях кватерниона
ориентаöии), так и неëинейные законы управëения,
испоëüзуþщие указаннуþ инфорìаöиþ, а также
интеãраëüнуþ инфорìаöиþ (интеãраë от произве-
äения некоторой скаëярной функöии, зависящей
от скаëярной ÷асти кватерниона ориентаöии свя-
занноãо базиса, и некоторой векторной функöии,
зависящей от векторной ÷асти кватерниона ориен-
таöии связанноãо базиса). Посëеäние законы уп-
равëения названы интеãраëüныìи.
В книãе [5] также поäробно рассìотрена заäа÷а

коррекöии приборноãо базиса по сиãнаëаì äат÷и-
ков уãëовоãо поëожения, коãäа пряìая инфорìа-
öия о взаиìноì поëожении связанноãо и прибор-
ноãо базисов отсутствует.
В работах [8, 10] кинеìати÷еская заäа÷а управëе-

ния ориентаöией тверäоãо теëа реøаëасü в раìках
теории оптиìаëüной неëинейной стабиëизаöии.
Поä÷еркнеì, ÷то испоëüзование кватернионных

кинеìати÷еских уравнений уãëовоãо äвижения
тверäоãо теëа позвоëиëо построитü анаëити÷еские
реøения всех указанных кинеìати÷еских заäа÷ уп-
равëения вращатеëüныì äвижениеì тверäоãо теëа
в неëинейных постановках.

2. Кинематические задачи 
управления пространственным движением 

свободного твердого тела

2.1. Бикватернионное кинематическое уравнение
движения свободного твердого тела и кинематиче-
ская задача быстродействия. Как известно, произ-
воëüное пространственное переìещение свобоä-
ноãо тверäоãо теëа эквиваëентно винтовоìу пере-
ìещениþ (теореìа Шаëя). Поэтоìу ìãновенное
пространственное äвижение свобоäноãо тверäоãо
теëа преäставëяет собой ìãновенное винтовое äви-
жение. Кинеìати÷еская заäа÷а построения опти-
ìаëüноãо в сìысëе быстроäействия винтовоãо пе-
реìещения свобоäноãо тверäоãо теëа из заäанноãо
на÷аëüноãо поëожения в требуеìое коне÷ное в би-
кватернионной постановке изу÷аëасü Н. А. Стреë-
ковой [12, 1982], В. В. Маëаниныì и Н. А. Стреë-
ковой [9, 2004]. Дëя поëу÷ения анаëити÷ескоãо реøе-
ния заäа÷и быëо испоëüзовано бикватернионное
кинеìати÷еское уравнение винтовоãо äвижения
свобоäноãо тверäоãо теëа, преäëоженное Ю. Н. Чеë-
ноковыì [13, 1980; 14, 1981] и иìеþщее виä

2  = L é UX, (4)

L = Λ0 + Λ1i1 + Λ2i2 + Λ3i3, UX = U1i1 + U2i2 + U3i3,

 =  + i1 + i2 + i3.

Зäесü бикватернионная переìенная L = l + sl0,
иìеþщая äуаëüные коìпоненты Λj = λj + s
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(j = 0, 1, 2, 3), описывает собой äвижение свобоä-
ноãо тверäоãо теëа (т.е. винтовое äвижение связан-
ной с теëоì систеìы коорäинат X) относитеëüно
опорной систеìы коорäинат ξ; l и l0 — кватерни-
оны Гаìиëüтона, описываþщие уãëовое (враща-
теëüное) и поступатеëüное (траекторное) äвижение
тверäоãо теëа в систеìе коорäинат ξ; бикватерни-
онный коэффиöиент UX = wX + svX, иìеþщий äу-
аëüные коìпоненты Ui = ωi + svi (i = 1, 2, 3), — ото-
бражение ìãновенноãо винта скоростей U = w + sv
тверäоãо теëа на оси связанной систеìы коорäи-
нат X (w и v — векторы ìãновенной уãëовой и ëи-
нейной скоростей тверäоãо теëа, ωi и vi — проек-
öии этих векторов на оси систеìы коорäинат X);
s — коìпëексностü Кëиффорäа, обëаäаþщая свой-
ствоì s2 = 0.
Отìетиì, ÷то бикватернионная переìенная L

явëяется парабоëи÷ескиì бикватернионоì Кëиф-
форäа, ее äуаëüные коìпоненты Λj = λj + s
(j = 0, 1, 2, 3) явëяþтся äуаëüныìи параìетраìи
Роäриãа—Гаìиëüтона (Эйëера), коìпоненты Ui =
= ωi + svi (i = 1, 2, 3) бикватерниона UX = wX + svX
явëяþтся в кинеìати÷еской заäа÷е управëения
пространственныì äвижениеì свобоäноãо тверäо-
ãо теëа äуаëüныìи управëенияìи и преäставëяþт
собой коìпозиöии вещественных управëений ωi
и vi (i = 1, 2, 3).
Отìетиì также, ÷то проекöии xi и ξi раäи-

уса-вектора r, провоäиìоãо из на÷аëа опорной сис-
теìы коорäинат ξ в на÷аëо связанной систеìы ко-
орäинат X, на оси систеì коорäинат X и ξ соответ-
ственно связаны с параìетраìи λj,  винтовоãо
äвижения теëа кватернионныìи соотноøенияìи
[13, 14, 10]

rX = x1i1 + x2i2 + x3i3 = 2  é l0;

rξ = ξ1i1 + ξ2i2 + ξ3i3 = 2l0 é ;
l = λ0 + λ1i1 + λ2i2 + λ3i3;

l0 = λ0
0 + λ1

0i1 + λ2
0i2 + λ3

0i3.

В них веëи÷ины xi и ξi характеризуþт ìестопо-
ëожение теëа в опорной систеìе коорäинат ξ (ξi —
äекартовые коорäинаты теëа в этой систеìе коор-
äинат).
Бикватернионное уравнение (4) эквиваëентно

äвуì кватернионныì äифференöиаëüныì урав-
ненияì

2  = l é wX, 2  = l0 é wX + l é vX;

 =  + i1 + i2 + i3;

 =  + i1 + i2 + i3;
wX = ω1i1 + ω2i2 + ω3i3, vX = v1i1 + v2i2 + v3i3,

в которых l и l0 (с то÷ки зрения теории управëе-
ния) — кватернионные фазовые переìенные, а wX
и vX — кватернионные управëения.
Испоëüзование бикватернионноãо уравнения (4)

в теории кинеìати÷ескоãо управëения äвижениеì

свобоäноãо тверäоãо теëа позвоëяет приìенитü
ìощный принöип перенесения Котеëüникова—
Штуäи [10], в соответствии с которыì все резуëü-
таты, поëу÷енные в заäа÷ах кинеìати÷ескоãо уп-
равëения вращатеëüныì äвижениеì тверäоãо теëа
с испоëüзованиеì кватернионноãо кинеìати÷е-
скоãо уравнения (1), ìоãут бытü форìаëüно пере-
несены на боëее общие заäа÷и кинеìати÷ескоãо
управëения äвижениеì свобоäноãо тверäоãо теëа,
есëи в кватернионных уравнениях и соотноøени-
ях, поëу÷енных при реøении заäа÷ управëения
вращатеëüныì äвижениеì, кватернионные веëи-
÷ины заìенитü на соответствуþщие бикватерни-
онные веëи÷ины, испоëüзуеìые в заäа÷ах кинеìа-
ти÷ескоãо управëения äвижениеì свобоäноãо
тверäоãо теëа.

2.2. Кинематическое бикватернионное логариф-
мическое управление движением свободного твердо-
го тела по принципу обратной связи. Кинеìати÷е-
ское управëение äвижениеì свобоäноãо тверäоãо
теëа рассìатриваëосü с испоëüзованиеì äуаëüных
кватернионов (парабоëи÷еских бикватернионов)
Dapeng Han, Qing Wei и Zexiang Li [15, 2008].
В этой работе испоëüзуется понятие ëоãарифìа
кватерниона, ввеäенное M. J. Kim, M. S. Kim и
S. Y. Shin [16, 1996]: ëоãарифì кватерниона — это
трехìерный вектор, равный поëовинноìу эйëеро-
ву уãëу поворота, уìноженноìу на еäини÷ный век-
тор эйëеровой оси коне÷ноãо поворота тверäоãо
теëа (т.е. это поëовинный кëасси÷еский эйëеров
вектор коне÷ноãо поворота тверäоãо теëа).
Отìетиì, ÷то такое ëоãарифìи÷еское преäстав-

ëение кватерниона поворота известно в оте÷ест-
венной ëитературе. Так, в книãе Ю. Н. Чеëнокова
[10, 2006] показывается, ÷то ÷етырехìерная орто-
ãонаëüная кватернионная ìатриöа поворота равна
ìатри÷ной экспоненте от трехìерной кососиììет-
ри÷еской ìатриöы, эëеìенты которой — проекöии
поëовинноãо эйëерова вектора коне÷ноãо поворо-
та, а кëасси÷еский кватернион поворота Гаìиëü-
тона равен кватернионной экспоненте от поëовин-
ноãо эйëерова вектора коне÷ноãо поворота. Отсþäа
непосреäственно сëеäует, ÷то ëоãарифì кватерни-
она равен поëовинноìу эйëерову вектору коне÷-
ноãо поворота. В статüе [15, 2008] привоäится также
ëоãарифìи÷еское преäставëение äуаëüноãо кватер-
ниона (парабоëи÷ескоãо бикватерниона) переìе-
щения тверäоãо теëа в виäе поëовинноãо винта ко-
не÷ноãо переìещения, соответствуþщеãо описа-
ниþ Шаëа винтовоãо коне÷ноãо переìещения
свобоäноãо тверäоãо теëа. Ввеäенное ëоãарифìи-
÷еское преäставëение äуаëüноãо кватерниона ис-
поëüзуется Dapeng Han, Qing Wei и Zexiang Li äëя
построения кинеìати÷ескоãо ëоãарифìи÷ескоãо
закона управëения äвижениеì свобоäноãо тверäо-
ãо теëа по принöипу обратной связи.
В статüе Dapeng Han, Qing Wei и Zexiang Li

[15, 2008] ввоäится (форìуëы (8), (9) статüи) как
известное (без привеäения ссыëок иëи вывоäа) äу-
аëüное (бикватернионное) кинеìати÷еское урав-
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нение äвижения свобоäноãо тверäоãо теëа в форìе,
испоëüзуþщей (в наøих терìинах) отображение
кинеìати÷ескоãо винта тверäоãо теëа на "непо-
äвижный" (опорный) базис. Отìетиì, ÷то это урав-
нение быëо поëу÷ено ранее Ю. Н. Чеëноковыì
[14, 1981] (сì. также бикватернионные кинеìати-
÷еские уравнения (6.29), (6.15) книãи Ю. Н. Чеëно-
кова [10, 2006] и уравнение (3.64) книãи В. Н. Бранöа
и И. П. Шìыãëевскоãо [5, 1992]). В статüе Ю. Н. Чеë-
нокова [14, 1981] и в еãо книãе [10, 2006] отìе÷а-
ется, ÷то äуаëüные ортоãонаëüные проекöии кине-
ìати÷ескоãо винта тверäоãо теëа на оси "непоäвиж-
ной" (опорной) систеìы коорäинат, вхоäящие в
обсужäаеìое бикватернионное кинеìати÷еское
уравнение, соäержат не тоëüко проекöии векторов
уãëовой и ëинейной скоростей теëа (то÷нее, ëи-
нейной скорости то÷ки теëа, выбранной в ка÷естве
поëþса) на оси опорной систеìы коорäинат, но и
проекöии раäиус-вектора выбранноãо поëþса теëа
на опорные коорäинатные оси. Это затруäняет ис-
поëüзование такой бикватернионной форìы кине-
ìати÷еских уравнений äвижения свобоäноãо твер-
äоãо теëа (в сиëу их сëожности). Указанноãо не-
äостатка не иìеет äруãая форìа бикватернионноãо
кинеìати÷ескоãо уравнения äвижения свобоäноãо
тверäоãо теëа (4), также преäëоженная Ю. Н. Чеëно-
ковыì [13, 1980; 14, 1981]. В ней в ка÷естве коэф-
фиöиентов бикватернионноãо уравнения выступа-
þт тоëüко äуаëüные ортоãонаëüные проекöии ки-
неìати÷ескоãо винта тверäоãо теëа на оси систеìы
коорäинат, связанной с теëоì, преäставëяþщие
собой коìпëексные (в сìысëе Кëиффорäа) коìпо-
зиöии проекöий векторов уãëовой и ëинейной ско-
ростей теëа на связанные с ниì коорäинатные оси.
Иìенно такое бикватернионное кинеìати÷еское
уравнение äвижения свобоäноãо тверäоãо теëа быëо
испоëüзовано Н. А. Стреëковой и В. В. Маëани-
ныì [12, 1982; 9, 2004] при реøении кинеìати÷е-
ской заäа÷и оптиìаëüноãо в сìысëе быстроäейст-
вия винтовоãо переìещения свобоäноãо тверäоãо
теëа из заäанноãо на÷аëüноãо поëожения в требуе-
ìое коне÷ное поëожение. В сëу÷ае, коãäа необхо-
äиìо знание проекöий найäенноãо оптиìаëüноãо
винта скоростей тверäоãо теëа не на связанные с
теëоì коорäинатные оси, а на оси "непоäвижной"
(опорной) систеìы коорäинат (как, наприìер, в
заäа÷ах робототехники), необхоäиìо воспоëüзо-
ватüся операöией перепроектирования äуаëüных
ортоãонаëüных проекöий кинеìати÷ескоãо винта
из связанной систеìы коорäинат в опорнуþ.
В статüе Dapeng Han, Qing Wei и Zexiang Li [15,

2008] преäëожен кинеìати÷еский бикватернион-
ный стабиëизируþщий закон управëения äвиже-
ниеì свобоäноãо тверäоãо теëа, иìеþщий виä ëо-
ãарифìи÷еской обратной связи. Кинеìати÷еский
винт свобоäноãо тверäоãо теëа, опреäеëенный
своиìи äуаëüныìи ортоãонаëüныìи проекöияìи
в "непоäвижной" (основной) систеìе коорäинат,
преäëаãается форìироватü по принöипу отриöа-
теëüной обратной связи в виäе ëоãарифìа äуаëü-

ноãо кватерниона, характеризуþщеãо поëожение
теëа в пространстве, уìноженноãо на отриöатеëü-
ный коэффиöиент пропорöионаëüности (коэффи-
öиент усиëения обратной связи). С поìощüþ
функöий Ляпунова äоказывается, ÷то такое управ-
ëение ãарантирует стабиëизаöиþ (асиìптоти÷е-
скуþ устой÷ивостü) ëþбоãо первона÷аëüноãо по-
ëожения тверäоãо теëа. В статüе также привоäится
бикватернионное ëоãарифìи÷еское стабиëизи-
руþщее управëение проãраììныì (рекоìенäован-
ныì) äвижениеì при наëи÷ии проãраììноãо и
стабиëизируþщеãо управëений, преäназна÷енное
äëя вывоäа теëа на рекоìенäованнуþ траекториþ
из произвоëüноãо на÷аëüноãо поëожения и отсëе-
живания рекоìенäованной траектории äвижения
теëа, а также привоäятся приìеры управëения
пëоскиì äвижениеì тверäоãо теëа (оìниробота).
Отìетиì, оäнако, ÷то в статüе нет строãой поста-
новки заäа÷ кинеìати÷ескоãо управëения äвиже-
ниеì тверäоãо теëа и нет рекоìенäаöий по выбору
коэффиöиентов усиëения преäëаãаеìых ëоãариф-
ìи÷еских отриöатеëüных обратных связей, обосно-
ванный выбор которых осëожняется неëинейно-
стüþ äифференöиаëüных уравнений äвижения
свобоäноãо тверäоãо теëа, заìкнутых законаìи уп-
равëения, построенныìи в виäе ëоãарифìи÷еской
обратной связи.
Работы тех же авторов Dapeng Han, Qing Wei,

Zexiang Li, Weimeng Sun [17, 2008] и Dapeng Han,
Qing Wei, Zexiang Li [18, 2008] также посвящены
реøениþ кинеìати÷еских заäа÷ управëения äвиже-
ниеì ìехани÷еских систеì и свобоäноãо тверäоãо
теëа с испоëüзованиеì äуаëüных кватернионов и
законов управëения, построенных с испоëüзовани-
еì отриöатеëüной бикватернионной ëоãарифìи÷е-
ской обратной связи.
В неäавней работе E. Ozgur, Y. Mezouar [19, 2016]

рассìотрено управëение äвижениеì руки робота с
испоëüзованиеì äуаëüных кватернионов и кинеìа-
ти÷ескоãо бикватернионноãо стабиëизируþщеãо
закона управëения, преäëоженноãо Dapeng Han,
Qing Wei, Zexiang Li [15, 2008] и иìеþщеãо виä от-
риöатеëüной бикватернионной ëоãарифìи÷еской
обратной связи.

2.3. Построение стабилизирующих бикватерни-
онных законов управления движением свободного
твердого тела. В работе Ю. Н. Чеëнокова [20, 2013]
рассìатривается заäа÷а построения с испоëüзова-
ниеì принöипа обратной связи кинеìати÷ескоãо
винта скоростей, сообщение котороãо свобоäноìу
тверäоìу теëу обеспе÷ивает еãо асиìптоти÷ески
устой÷ивый перевоä из произвоëüноãо на÷аëüноãо
поëожения на ëþбуþ выбраннуþ проãраììнуþ
траекториþ винтовоãо äвижения и äаëüнейøее
асиìптоти÷ески устой÷ивое äвижение по этой тра-
ектории с заäанныì (проãраììныì) кинеìати÷е-
скиì винтоì скоростей. Изу÷аеìая в работе [20]
заäа÷а относится к кëассу кинеìати÷еских заäа÷
управëения äвижениеì тверäоãо теëа и явëяется
обобщениеì иссëеäованной в работах [4, 6, 10] за-
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äа÷и построения вектора уãëовой скорости, сооб-
щение котороãо тверäоìу теëу обеспе÷ивает еãо
асиìптоти÷ески устой÷ивый перевоä из произ-
воëüноãо на÷аëüноãо уãëовоãо поëожения на про-
извоëüно выбраннуþ проãраììнуþ траекториþ уã-
ëовоãо äвижения и äаëüнейøее асиìптоти÷ески
устой÷ивое äвижение по этой траектории с заäанной
(проãраììной) уãëовой скоростüþ. В изу÷аеìой
кинеìати÷еской заäа÷е управëения äвижениеì
свобоäноãо тверäоãо теëа роëü управëения иãрает
кинеìати÷еский винт тверäоãо теëа, фазовой пе-
реìенной явëяется норìированный иëи ненорìи-
рованный бикватернион коне÷ноãо переìещения
тверäоãо теëа, исхоäная ìатеìати÷еская ìоäеëü
äвижения иìеет виä бикватернионноãо кинеìати-
÷ескоãо уравнения äвижения свобоäноãо тверäоãо
теëа (4) [13, 1980; 14, 1981].
В статüе [20] привоäится реøение заäа÷и в äвух

постановках: с испоëüзованиеì бикватернионных
кинеìати÷еских уравнений äвижения в норìиро-
ванных и ненорìированных бикватернионных пе-
реìенных. При этоì в первоì сëу÷ае в ка÷естве уп-
равëения выступает трехìерный винт управëения
(то÷нее, бикватернион кинеìати÷ескоãо винта с
нуëевой скаëярной ÷астüþ), а во-второì — ÷еты-
рехìерный бикватернион управëения с ненуëевой
äуаëüной скаëярной ÷астüþ, которая отве÷ает за
изìенение норìы бикватерниона коне÷ноãо пере-
ìещения тверäоãо теëа (то÷нее, отве÷ает за управëе-
ние норìой этоãо бикватерниона). Показывается,
÷то испоëüзование ненорìированных бикватерни-
онных переìенных позвоëяет построитü реãуëяр-
ные законы управëения, не соäержащие особых
то÷ек, в то вреìя как испоëüзование норìирован-
ных бикватернионных переìенных привоäит к за-
конаì управëения, соäержащиì особые то÷ки,
в которых эйëеров уãоë поворота теëа равен π иëи
2π раäиан.
Основное вниìание в работе [20] уäеëяется за-

äа÷е построения стабиëизируþщеãо (корректируþ-
щеãо) управëения. Стабиëизируþщее управëение
форìируется по принöипу обратной связи в виäе
неëинейной бикватернионной функöии коìпо-
нент бикватерниона оøибки по ìестопоëожениþ
тверäоãо теëа (уãëовоìу и ëинейноìу) так, ÷тобы
неëинейные нестаöионарные äифференöиаëüные
уравнения возìущенноãо äвижения свобоäноãо
тверäоãо теëа, заìкнутые построенныìи законаìи
управëения, приниìаëи этаëонный виä, инвариант-
ный относитеëüно ëþбоãо выбранноãо проãраì-
ìноãо äвижения — виä äуаëüных ëинейных стаöио-
нарных äифференöиаëüных уравнений первоãо иëи
второãо поряäка относитеëüно бикватернионной
переìенной, характеризуþщей коне÷нуþ оøибку
по ìестопоëожениþ тверäоãо теëа. Постоянные
коэффиöиенты (скаëярные, ìатри÷ные, бикватер-
нионные) этих (этаëонных) уравнений иìеþт сìысë
коэффиöиентов усиëения неëинейных обратных
связей по ìестопоëожениþ теëа, реаëизуеìых сис-
теìой управëения äвижениеì тверäоãо теëа, а саìи

уравнения описываþт этаëоннуþ äинаìику пере-
хоäных проöессов. Это позвоëяет анаëити÷ески
то÷но опреäеëятü коэффиöиенты усиëения неëи-
нейных обратных связей исхоäя из жеëаеìых ка-
÷ественных и коëи÷ественных характеристик пере-
хоäноãо проöесса.
Центраëüнуþ роëü в теории, построенной в ра-

боте [20], иãраþт неëинейные нестаöионарные
äифференöиаëüные уравнения возìущенноãо äви-
жения свобоäноãо тверäоãо теëа в норìированных
и ненорìированных бикватернионных переìенных.
Испоëüзование бикватернионов коне÷ных переìе-
щений позвоëяет поëу÷итü коìпактные и наãëяä-
ные уравнения возìущенноãо äвижения тверäоãо
теëа, уäобные äëя построения асиìптоти÷ески
устой÷ивых в боëüøоì иëи в öеëоì управëений
äвижениеì тверäоãо теëа. В работе [20] рассìатри-
ваþтся äва бикватернионных способа описания
оøибки по ìестопоëожениþ тверäоãо теëа: с поìо-
щüþ бикватерниона оøибки поëожения, опреäе-
ëенноãо своиìи коìпонентаìи в основной (опор-
ной) систеìе коорäинат, и с поìощüþ бикватер-
ниона оøибки поëожения, опреäеëенноãо своиìи
коìпонентаìи в связанной с тверäыì теëоì сис-
теìе коорäинат (с поìощüþ собственноãо биква-
терниона оøибки поëожения). Кроìе этоãо, рас-
сìатриваþтся äва способа форìирования поëноãо
управëения: 1) винтовой, коãäа это управëение
форìируется в виäе винтовой суììы стабиëизи-
руþщеãо и проãраììноãо управëений (кинеìати-
÷еских винтов); 2) форìаëüный, коãäа äуаëüные
ортоãонаëüные проекöии поëноãо управëения на
оси связанной систеìы коорäинат форìируþтся в
виäе суììы äуаëüных ортоãонаëüных проекöий
проãраììноãо и стабиëизируþщеãо управëений
(кинеìати÷еских винтов) на оси проãраììной и
связанной систеì коорäинат соответственно (т.е.
на оси разных систеì коорäинат). Поëу÷енные с
поìощüþ этих способов äифференöиаëüные урав-
нения возìущенноãо äвижения разëи÷аþтся как
по форìе, так и по сìысëу испоëüзуеìых переìен-
ных, ÷то привоäит к разныì законаì форìирова-
ния управëения.
Две испоëüзованные в работе [20] коìпактные

форìы äифференöиаëüных уравнений возìущен-
ноãо äвижения свобоäноãо тверäоãо теëа в норìи-
рованных бикватернионных переìенных, постро-
енные в строãой неëинейной постановке, иìеþт,
соответственно, виä

2  = δUξ é M, (5)

2  = M* é ΔUX. (6)

Зäесü M — бикватернион оøибки ìестопоëоже-
ния свобоäноãо тверäоãо теëа (бикватернион рас-
соãëасования, характеризуþщий откëонение äей-
ствитеëüноãо поëожения (уãëовоãо и ëинейноãо)
связанной с тверäыì теëоì систеìы коорäинат X
от ее требуеìоãо проãраììноãо поëожения Z), оп-
реäеëенный своиìи коìпонентаìи Mj = μj + s

M·

M· *

μj
0
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( j = 0, 1, 2, 3) в опорной (основной) систеìе коорäи-
нат ξ; M* — собственный бикватернион оøибки ìес-
топоëожения тверäоãо теëа, опреäеëенный своиìи
коìпонентаìи  =  + s  (j = 0, 1, 2, 3) в свя-
занноì базисе X; dUx и ΔUX — бикватернионные
стабиëизируþщие управëения, опреäеëенные свои-
ìи äуаëüныìи коìпонентаìи δUxi и ΔUi (i = 1, 2, 3)
в опорной и связанной систеìах коорäинат соот-
ветственно.
Поëное управëение U (ìãновенный винт ско-

ростей свобоäноãо тверäоãо теëа) скëаäывается из
проãраììноãо Upr(t) и стабиëизируþщеãо δU уп-
равëений и форìируется с поìощüþ бикватерни-
онных форìуë 

UX = (t) + δUX = ( (t) + δU1)i1 +

+ ( (t) + δU2)i2 + ( (t) + δU3)i3,

δUX =  é δUξ é L, L = M é N(t), (7)

иëи

UX =  + ΔUX =  é (t) é M* + ΔUX =

=  é ( (t)i1 + (t)i2 + (t)i3) é M* +

+ ΔU1i1 + ΔU2i2 + ΔU3i3. (8)

Зäесü UX — отображение ìãновенноãо винта
скоростей тверäоãо теëа U (поëноãо управëения)
на связанный базис X; (t) — отображение про-
ãраììноãо винта скоростей теëа на оси проãраì-
ìной систеìы коорäинат Z (проãраììное управëе-
ние), явëяþщееся известной функöией вреìени t;
N(t) — бикватернион, характеризуþщий проãраì-
ìное äвижение свобоäноãо тверäоãо теëа (извест-
ная функöия вреìени); верхняя ÷ерта озна÷ает со-
пряженный бикватернион.
Дëя реøения кинеìати÷еской заäа÷и стабиëи-

зируþщеãо управëения äвижениеì свобоäноãо
тверäоãо теëа с испоëüзованиеì ненорìированных
бикватернионов в работе [20] в ка÷естве исхоäноãо
уравнения äвижения теëа испоëüзовано бикватер-
нионное кинеìати÷еское уравнение

2  = L é (U0 + UX), UX = U1i1 + U2i2 + U3i3,

ãäе, по-прежнеìу, Ui = ωi + svi (i = 1, 2, 3) — поëные
äуаëüные управëения, а U0 = ω0 + sv0 — произвоëüная
äуаëüная функöия, связанная с норìой ||L|| биква-
терниона L äифференöиаëüныìи соотноøенияìи

(||L||) = U0||L||, U0 = (ln||L||).

Веëи÷ина U0 рассìатривается в ка÷естве ÷етвер-
тоãо äуаëüноãо управëения и отве÷ает за изìенение
норìы бикватерниона L в проöессе управëяеìоãо
äвижения тверäоãо теëа. Поëное управëение U
форìируется в соответствии с соотноøенияìи (7)
иëи (8), в которых сопряженные бикватернионы
заìеняþтся на обратные.

На основе бикватернионных äифференöиаëü-
ных уравнений возìущенноãо äвижения в норìи-
рованных и ненорìированных бикватернионах в
работе [20] построены äве ãруппы законов управ-
ëения, испоëüзуþщих разëи÷ные кинеìати÷еские
параìетры äвижения тверäоãо теëа: винтовые ÷асти
норìированных бикватернионов переìещений и
ненорìированные бикватернионы переìещений.
Испоëüзование норìированных бикватернионов
переìещений в теории и практике управëения äви-
жениеì тверäоãо теëа и роботов-ìанипуëяторов
стаëо äостато÷но распространенныì, поскоëüку они
явëяþтся наибоëее коìпактныì и уäобныì среä-
ствоì ìатеìати÷ескоãо описания винтовоãо äви-
жения тверäоãо теëа (äвижения свобоäноãо твер-
äоãо теëа). Испоëüзование (при синтезе второй
ãруппы законов управëения) ненорìированных
бикватернионов переìещений привоäит к необхо-
äиìости ввеäения расøиренноãо (÷етырехìерноãо)
бикватерниона управëения вìесто обы÷но испоëü-
зуеìоãо трехìерноãо винта управëения. Роëü пере-
ìенной состояния тверäоãо теëа иãрает в этоì сëу-
÷ае ненорìированный бикватернион переìещения
тверäоãо теëа, а роëü управëения — бикватернион
кинеìати÷ескоãо винта с ненуëевой скаëярной
÷астüþ. Такое ввеäение äуаëüноãо вектора состоя-
ния и äуаëüноãо вектора управëения позвоëяет
провести синтез ÷етырехìерноãо стабиëизируþ-
щеãо управëения в бикватернионноì виäе без раз-
äеëения бикватернионных уравнений äвижения на
скаëярнуþ и винтовуþ ÷асти. Выäеëение скаëяр-
ной и винтовой ÷астей, необхоäиìое äëя постро-
ения кинеìати÷ескоãо винта тверäоãо теëа (управ-
ëения), провоäится на коне÷ной стаäии (в коне÷-
ных соотноøениях).
Реøение заäа÷и синтеза стабиëизируþщеãо уп-

равëения на основе бикватернионных ìоäеëей
возìущенноãо винтовоãо äвижения тверäоãо теëа,
испоëüзуþщих норìированные бикватернионы пе-
реìещений и бикватернионы кинеìати÷еских
винтов с нуëевыìи скаëярныìи ÷астяìи, требует
разäеëения уравнений возìущенноãо äвижения на
скаëярнуþ и винтовуþ ÷асти в раìках саìой про-
öеäуры синтеза, ÷то привоäит к боëее сëожноìу
реøениþ заäа÷и синтеза. Кроìе тоãо, законы уп-
равëения, построенные на основе этих ìоäеëей,
как уже отìе÷аëосü, вырожäаþтся при опреäеëен-
ноì поëожении тверäоãо теëа в пространстве, в то
вреìя как испоëüзование при синтезе "÷етырех-
ìерных" бикватернионов уãëовых и ëинейных ско-
ростей позвоëяет построитü невырожäаþщиеся за-
коны управëения.
Отìетиì, ÷то испоëüзование бикватернионов

коне÷ных переìещений привоäит к необхоäиìыì
и äостато÷ныì усëовияì асиìптоти÷еской устой-
÷ивости установивøеãося äвижения свобоäноãо
тверäоãо теëа по уравненияì первоãо прибëиже-
ния, отëи÷аþщиìся от траäиöионно испоëüзуе-
ìых. Эти усëовия äëя позиöионно-интеãраëüной
коррекöии закëþ÷аþтся в требовании отриöатеëü-
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ности скаëярных ãëавных ÷астей äвух корней би-
кватернионноãо кваäратноãо характеристи÷ескоãо
уравнения вìесто требования отриöатеëüности ве-
щественных ÷астей äвенаäöати корней обы÷ноãо
характеристи÷ескоãо уравнения в сëу÷ае испоëüзо-
вания äëя описания äвижения свобоäноãо тверäо-
ãо теëа уãëов Эйëера—Крыëова и пряìоуãоëüных
äекартовых коорäинат. Это оказывается поëезныì
при иссëеäовании устой÷ивости и управëения äви-
жениеì свобоäноãо тверäоãо теëа.
Отìетиì также, ÷то в äиссертаöии Е. И. Неëае-

вой (Лоìовöевой) [Неëаева Е. И. Развитие биква-
тернионной теории кинеìати÷ескоãо управëения и
ее приëожение к реøениþ обратной заäа÷и кине-
ìатики роботов-ìанипуëяторов. Автореф. äис. канä.
техн. наук; 05.13.01. Саратов, 2016. 19 с.] преäëо-
жены аëãоритìы форìирования äвух выøеуказан-
ных стабиëизируþщих бикватернионных законов
управëения äвижениеì свобоäноãо тверäоãо теëа в
норìированных и ненорìированных бикватернио-
нах, построенных по принöипу обратной связи,
а также преäëожены аëãоритìы форìирования
поëных бикватернионных кинеìати÷еских управ-
ëений, вкëþ÷аþщих оптиìаëüные проãраììное и
стабиëизируþщее управëения. Эти аëãоритìы при-
ìенены Е. И. Неëаевой äëя ÷исëенноãо реøения
обратных заäа÷ кинеìатики роботов-ìанипуëято-
ров с испоëüзованиеì бикватернионной теории
кинеìати÷ескоãо управëения äвижениеì свобоä-
ноãо тверäоãо теëа.

2.4. Построение программного перемещения сво-
бодного твердого тела, оптимального в смысле мини-
мизации затрат на управление, для заданного времени
переходного процесса. В äиссертаöии Е. И. Неëае-
вой (Лоìовöевой) рассìотрена в бикватернионной
неëинейной кинеìати÷еской постановке заäа÷а
построения проãраììноãо переìещения свобоä-
ноãо тверäоãо теëа, оптиìаëüноãо в сìысëе ìини-
ìизаöии затрат на управëение, при наëи÷ии оãрани-
÷ений на ìоäуëü управëения и заäанноì вреìени
перехоäноãо проöесса. Поëаãается, ÷то управëение
äвижениеì осуществëяется за с÷ет сообщения
тверäоìу теëу проãраììноãо ìãновенноãо винта
скоростей. Эта заäа÷а явëяется обобщениеì заäа÷и
оптиìаëüноãо кинеìати÷ескоãо проãраììноãо
разворота тверäоãо теëа, ранее рассìотренной
А. В. Моëоäенковыì [7, 1995] в кватернионной
постановке.
Е. И. Неëаевой поëу÷ен оптиìаëüный проãраì-

ìный бикватернионный кинеìати÷еский закон
управëения äвижениеì свобоäноãо тверäоãо теëа,
ìиниìизируþщий интеãраë от суììы кваäратов
äуаëüных ортоãонаëüных проекöий кинеìати÷е-
скоãо винта свобоäноãо тверäоãо теëа (интеãраë от
суììы кваäратов управëений); найäен в явноì виäе
оптиìаëüный проãраììный бикватернионный за-
кон переìещения теëа за фиксированное вреìя из

заäанноãо на÷аëüноãо поëожения в ëþбое требуе-
ìое коне÷ное поëожение поä äействиеì построен-
ноãо оптиìаëüноãо управëения. Закон управëения
äвижениеì свобоäноãо тверäоãо теëа построен
с поìощüþ приìенения принöипа перенесения
Котеëüникова—Штуäи.

2.5. Аналитическое бикватернионное решение ки-
нематической задачи оптимальной нелинейной ста-
билизации произвольного программного движения
свободного твердого тела. В работах Ю. Н. Чеëно-
кова и Е. И. Неëаевой [21, 2015; 22, 2016] поëу÷ено
анаëити÷еское реøение в кинеìати÷еской биква-
тернионной постановке заäа÷и оптиìаëüной неëи-
нейной стабиëизаöии произвоëüноãо проãраììно-
ãо äвижения свобоäноãо тверäоãо теëа. В ка÷естве
ìатеìати÷еских ìоäеëей äвижения испоëüзуþтся
бикватернионные кинеìати÷еские уравнения воз-
ìущенноãо äвижения свобоäноãо тверäоãо теëа в
норìированных бикватернионах коне÷ных переìе-
щений, а в ка÷естве управëений — äуаëüные орто-
ãонаëüные проекöии ìãновенноãо винта скоростей
äвижения теëа на связанные с ниì коорäинатные
оси иëи на оси инерöиаëüной систеìы коорäинат.
Кажäый из äвух ìиниìизируеìых функöионаëов
характеризует собой интеãраëüнуþ веëи÷ину за-
трат на управëение и кваäрати÷ных откëонений
параìетров äвижения свобоäноãо тверäоãо теëа от
их проãраììных зна÷ений, взятых в опреäеëенной
пропорöии, опреäеëяеìой зна÷енияìи весовых
коэффиöиентов (т.е. ìиниìизируется интеãраë от
взвеøенной суììы кваäратов коìпонент кинеìа-
ти÷ескоãо винта (управëения) и суììы кваäрати÷-
ных откëонений параìетров äвижения свобоäноãо
тверäоãо теëа от их проãраììных зна÷ений).
С поìощüþ принöипа ìаксиìуìа Понтряãина

построены законы оптиìаëüноãо управëения и äиф-
ференöиаëüные уравнения заäа÷и оптиìизаöии.
Найäено анаëити÷еское реøение этой заäа÷и в
бикватернионной и кватернионной форìах. Опти-
ìаëüное äвижение свобоäноãо тверäоãо теëа в теку-
щий ìоìент вреìени преäставëяет собой асиìпто-
ти÷ески устой÷ивое ìãновенное винтовое äвижение
вäоëü оси, иìеþщей в инерöиаëüной (опорной)
систеìе коорäинат направëение, противопоëож-
ное направëениþ ìãновенноãо винта оøибки ори-
ентаöии и ìестопоëожения тверäоãо теëа в этой
систеìе коорäинат. В законы оптиìаëüноãо управ-
ëения вхоäят в явноì виäе коэффиöиенты функ-
öионаëа ìиниìизаöии, управëение ìожет бытü ре-
аëизовано по принöипу обратной связи.
Рассìотренная в работах [21, 22] кинеìати÷е-

ская заäа÷а оптиìаëüноãо управëения äвижениеì
свобоäноãо тверäоãо теë явëяется обобщениеì ки-
неìати÷еской заäа÷и оптиìаëüной неëинейной
стабиëизаöии произвоëüноãо уãëовоãо (вращатеëü-
ноãо) äвижения тверäоãо теëа, изу÷енной в работах
[8, 10] в кватернионной постановке.
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3. Задачи построения оптимальных законов 
изменения вектора кинетического момента
твердого тела и законов оптимальных

разворотов твердого тела

Проìежуто÷ное поëожение ìежäу кинеìати÷е-
скиìи и äинаìи÷ескиìи заäа÷аìи управëения вра-
щатеëüныì äвижениеì тверäоãо теëа заниìаþт за-
äа÷и построения оптиìаëüных законов изìенения
вектора кинети÷ескоãо ìоìента äинаìи÷ески сиì-
ìетри÷ноãо тверäоãо теëа и тверäоãо теëа с произ-
воëüныì распреäеëениеì ìасс, сообщение котороãо
тверäоìу теëу обеспе÷ивает еãо перевоä из произ-
воëüноãо на÷аëüноãо уãëовоãо поëожения в требуе-
ìое коне÷ное уãëовое поëожение. Реøения этих
заäа÷ в кватернионных постановках äаны в работах
В. Г. Бирþкова, А. В. Моëоäенкова, Ю. Н. Чеëно-
кова [23, 2004], О. В. Зеëепукиной, Ю. Н. Чеëно-
кова [24, 2011] и В. Г. Бирþкова, Ю. Н. Чеëнокова
[25, 2014].

3.1. Построение оптимальных программных за-
конов изменения ограниченного по модулю вектора
кинетического момента динамически симметрично-
го твердого тела. В работе [24] рассìатривается за-
äа÷а построения оптиìаëüных законов изìенения
вектора кинети÷ескоãо ìоìента äинаìи÷ески сиì-
ìетри÷ноãо тверäоãо теëа, сообщение котороãо
тверäоìу теëу обеспе÷ивает еãо перевоä из произ-
воëüноãо на÷аëüноãо уãëовоãо поëожения в требуе-
ìое коне÷ное уãëовое поëожение. В ка÷естве ìини-
ìизируеìых функöионаëов испоëüзуþтся коìбини-
рованные функöионаëы ка÷ества, оäин из которых
характеризует в заäанной пропорöии расхоä вре-
ìени и иìпуëüса кваäрата ìоäуëя вектора кинети-
÷ескоãо ìоìента, а äруãой — расхоä вреìени и иì-
пуëüса ìоäуëя вектора кинети÷ескоãо ìоìента на
переориентаöиþ тверäоãо теëа. Управëение (вектор
кинети÷ескоãо ìоìента тверäоãо теëа) поëаãается
оãрани÷енныì по ìоäуëþ. Реøение заäа÷и прово-
äится с поìощüþ принöипа ìаксиìуìа Понтряãи-
на и кватернионноãо äифференöиаëüноãо уравне-
ния, связываþщеãо вектор кинети÷ескоãо ìоìента
äинаìи÷ески сиììетри÷ноãо тверäоãо теëа с ква-
тернионоì ориентаöии систеìы коорäинат, вра-
щаþщейся относитеëüно тверäоãо теëа вокруã еãо
оси äинаìи÷еской сиììетрии с уãëовой скоростüþ,
пропорöионаëüной проекöии вектора кинети÷е-
скоãо ìоìента теëа на эту осü. Испоëüзование такой
ìоäеëи вращатеëüноãо äвижения, преäëоженной
Ю. Н. Чеëноковыì, привоäит к заäа÷е оптиìаëü-
ноãо управëения с поäвижныì правыì конöоì
траектории и существенно упрощает анаëити÷е-
ское рассìотрение заäа÷и построения оптиìаëü-
ных законов изìенения вектора кинети÷ескоãо
ìоìента, поскоëüку в этой ìоäеëи вìесто кватер-
ниона абсоëþтной уãëовой скорости тверäоãо теëа
фиãурирует в явноì виäе кватернион кинети÷е-
скоãо ìоìента теëа (управëение).
В работе [24] построены общие анаëити÷еские

реøения äифференöиаëüных уравнений краевых

заäа÷, образуþщих систеìы äевяти неëинейных
äифференöиаëüных уравнений. Показано, ÷то ре-
øение äифференöиаëüных краевых заäа÷ своäится
к реøениþ äвух скаëярных аëãебраи÷еских транс-
öенäентных уравнений. Поëу÷ены как явные функ-
öии вреìени зависиìости äëя кватерниона ориен-
таöии, вектора абсоëþтной уãëовой скорости и
вектора кинети÷ескоãо ìоìента тверäоãо теëа,
описываþщие проãраììное оптиìаëüное управ-
ëяеìое äвижение тверäоãо теëа. Построены соот-
ветствуþщие иì законы изìенения проãраììных
управëяþщих ìоìентов äëя тверäоãо теëа — косìи-
÷ескоãо аппарата. Даны ãеоìетри÷еские интерпрета-
öии управëяеìоãо уãëовоãо äвижения тверäоãо теëа.

3.2. Построение оптимальных программных за-
конов изменения вектора кинетического момента
твердого тела, обеспечивающих перевод тела в тре-
буемое угловое положение за фиксированное время.
В работах [23, 25] рассìатривается заäа÷а постро-
ения оптиìаëüных проãраììных законов изìене-
ния вектора кинети÷ескоãо ìоìента тверäоãо теëа,
сообщение котороãо теëу перевоäит еãо из произ-
воëüноãо на÷аëüноãо уãëовоãо поëожения в требуе-
ìое коне÷ное уãëовое поëожение за фиксированное
вреìя. Миниìизируется интеãраëüный кваäрати÷-
ный функöионаë ка÷ества с поäынтеãраëüныì вы-
ражениеì, явëяþщиìся взвеøенной суììой кваä-
ратов проекöий вектора кинети÷ескоãо ìоìента
тверäоãо теëа. С поìощüþ принöипа ìаксиìуìа
Л. С. Понтряãина установëены необхоäиìые усëо-
вия оптиìаëüности. В сëу÷ае сфери÷ески сиììет-
ри÷ноãо тверäоãо теëа заäа÷а иìеет известное ана-
ëити÷еское реøение. Коãäа теëо иìеет осü äина-
ìи÷еской сиììетрии, поëу÷енная краевая заäа÷а
оптиìизаöии свеäена к реøениþ систеìы äвух не-
ëинейных аëãебраи÷еских уравнений. Дëя тверäоãо
теëа с произвоëüныì распреäеëениеì ìасс законы
оптиìаëüноãо управëения найäены в виäе эëëип-
ти÷еских функöий. Обсужäаþтся законоìерности
управëяеìоãо äвижения, а также испоëüзование
построенных проãраììных законов изìенения
вектора кинети÷ескоãо ìоìента косìи÷ескоãо ап-
парата в систеìах управëения еãо ориентаöией с
поìощüþ внеøних управëяþщих ìоìентов иëи
вращаþщихся ìаховиков.

3.3. Замечания о задаче построения оптимальных
законов изменения вектора кинетического момента
твердого тела. Сëеäует отìетитü, ÷то изу÷енная в
работах [23, 24, 25] заäа÷а построения оптиìаëü-
ных законов изìенения вектора кинети÷ескоãо
ìоìента тверäоãо теëа отëи÷ается от кинеìати÷е-
ской заäа÷и оптиìаëüноãо управëения уãëовыì
äвижениеì тверäоãо теëа присутствиеì в уравне-
ниях äвижения ìассово-инерöионных характерис-
тик тверäоãо теëа, т.е. еãо ìоìентов инерöии. В сиëу
этоãо указанная заäа÷а приниìает äинаìи÷ескуþ
окраску, а ее реøение изìеняется карäинаëüно.
При усëовии äинаìи÷еской сиììетрии тверäоãо
теëа поëу÷аеìая äифференöиаëüная краевая заäа÷а
оптиìизаöии своäится к реøениþ систеìы äвух
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скаëярных аëãебраи÷еских трансöенäентных урав-
нений, а в общеì сëу÷ае распреäеëения ìасс твер-
äоãо теëа прихоäиì к äифференöиаëüной краевой
заäа÷е, которуþ ìожно реøитü ëиøü ÷исëенно.
Тоëüко äëя сфери÷ески сиììетри÷ноãо тверäоãо
теëа реøение заäа÷и построения оптиìаëüных за-
конов изìенения вектора кинети÷ескоãо ìоìента
теëа практи÷ески не отëи÷ается от известноãо ана-
ëити÷ескоãо реøения заäа÷и кинеìати÷ескоãо уп-
равëения.
В работе [25] с поìощüþ теореìы об изìенении

кинети÷ескоãо ìоìента относитеëüноãо äвижения
ìехани÷еской систеìы показывается, ÷то постро-
енные оптиìаëüные законы изìенения вектора
кинети÷ескоãо ìоìента тверäоãо теëа позвоëяþт
найти оптиìаëüные проãраììные законы изìене-
ния кинети÷ескоãо ìоìента управëяþщих ìахови-
ков. Такое реøение не у÷итывает собственнуþ äи-
наìику управëяþщих ìаховиков, оäнако поìоãает
оöениватü преäеëüные возìожности систеì управ-
ëения уãëовыì äвижениеì косìи÷ескоãо аппарата,
испоëüзуþщих в ка÷естве испоëнитеëüных орãанов
управëяþщие ìаховики, а также äает преäставëе-
ние о характере оптиìаëüных проãраììных äвиже-
ний косìи÷ескоãо аппарата.
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The authors present a review of the works on the theory of kinematic control of the rotational (angular) motion of a rigid
body and spatial motion of a free rigid body, which is a composition of the rotational and translational (trajectory) movements
of a rigid body. The theory is based on the use of the quaternion and biquaternion kinematic models of the rigid body motion.
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momentum of a dynamically symmetric rigid body and rigid body with an arbitrary mass distribution, which ensures its optimal
translation from an arbitrary initial angular position to the desired final angular position. These tasks occupy an intermediate
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