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НИУ МАИ

Об эффективных методах синтеза булевых формул и схем 
из функциональных элементов

Введение

Иìеþщиеся зна÷итеëüные успехи в созäании и
соверøенствовании äискретных ëоãи÷еских управ-
ëяþщих и вы÷исëитеëüных устройств иìеþт сëе-
äуþщее обоснование. В проøëоì стоëетии на ос-
нове буëевой аëãебры (ìатеìати÷еской ëоãики) и
äостижений в эëектронике созäаþтся первая, вто-
рая и посëеäуþщие ЭВМ. Даëее проöесс развития
ЭВМ öикëи÷но повторяется: успехи ìатеìати÷е-
ской ëоãики поäтаëкиваþт к созäаниþ и реøениþ
äруãих теорети÷еских вопросов, относящихся к тех-
нике (аппаратная ÷астü проекта), в своþ о÷ереäü,
äëя реøения возникаþщих техни÷еских пробëеì
прихоäится обращатüся к ìатеìати÷еской ëоãике и
т. ä. Такиì образоì, вна÷аëе созäаþтся образöы
вы÷исëитеëüной и управëяþщей техники, а затеì
они соверøенствуþтся.
При этоì разрабатываþтся ìетоäы ìиниìиза-

öии синтеза форìуë и схеì из функöионаëüных
эëеìентов (ФЭ) по разëи÷ныì показатеëяì сëож-
ности в станäартноì базисе и в базисе Жеãаëкина.
Из провоäиìых иссëеäований в обëасти ìатеìати-
÷еской кибернетики и äискретной ìатеìатики сëе-
äует, ÷то поëу÷ение требуеìоãо ìиниìаëüноãо ре-

øения по опреäеëенныì показатеëяì сëожности
неизбежно преäпоëаãает испоëüзование аëãоритìов
переборноãо характера. Сëеäствиеì этоãо явëяется
боëüøая сëожностü (в тоì ÷исëе и вы÷исëитеëüная
сëожностü и труäоеìкостü) поëу÷ения такоãо ре-
øения уже äëя функöий небоëüøой разìерности.
Это потребоваëо разработки новых поäхоäов к
постановке заäа÷и и ее реøениþ, заìетно отëи-
÷аþщихся по труäоеìкости от переборных [1—3].
В ряäе работ созäана теория спеöиаëüных аëãо-

ритìов оптиìизаöии, аëãоритìов вы÷исëения оöе-
нок, аëãебраи÷еская теория аëãоритìов и показано,
÷то ìожно äаже в явноì виäе строитü экстреìаëüные
по ка÷еству аëãоритìы äëя реøения о÷енü øироких
кëассов труäно форìаëизуеìых заäа÷, а также разра-
батыватü ìатеìати÷еские и прикëаäные аспекты те-
ории интеëëектуаëüных систеì [4—6].
Особо важной явëяется заäа÷а вывоäа оöенки

показатеëя сëожности при преäставëении буëевой
функöии в кëассах форìуë и схеì. Дëя реøения
этой заäа÷и в сëу÷ае поëу÷ения ãрубой оöенки вы-
бранноãо показатеëя сëожности в работе приìеня-
ется ìетоä, основанный на функöионаëüных уравне-
ниях (рекуррентных соотноøениях). Метоä бëизок
к приìеняеìоìу ранее ìетоäу структурно-функ-
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öионаëüной äекоìпозиöии ("от функöии", "от арãу-
ìентов"). Есëи приìеняеìый анаëити÷еский ìетоä
структурно-функöионаëüной äекоìпозиöии äает
ãрубуþ оöенку показатеëя сëожности, то приìеня-
ется уто÷ненный аëãоритì äëя вы÷исëитеëüноãо
ìетоäа [7, 8].
Итак, рассìатривается пробëеìа реаëизаöии бу-

ëевых функöий в кëассе форìуë и схеì из функ-
öионаëüных эëеìентов в разных базисах. Поëу÷ае-
ìые при этоì схеìы приìеняþтся в äискретных
ëоãи÷еских устройствах обработки инфорìаöии и
управëения, от сëожности (ка÷ества) которых за-
висят основные характеристики вы÷исëитеëüной и
управëяþщей техники. Отìе÷ено, ÷то сиììетри-
÷еские буëевы функöии ÷аще нахоäят приìенение
при проектировании вы÷исëитеëüных устройств в
сиëу их спеöифи÷еских свойств [7, 8].
В ка÷естве ìеры сëожности (ка÷ества) преä-

ставëения функöии f форìуëой F иëи схеìой S из
ФЭ опреäеëяеì соответствуþщие показатеëи (äиск-
ретные функöионаëы):

Lб(f,G) — суììарное ÷исëо вхожäений сиìво-
ëов переìенных (букв) в форìуëу F, реаëизуþщуþ
функöиþ f в базисе G;

LF (f,G) — ÷исëо поäфорìуë (базисных) в F;
DepF (f,G) — ãëубина F;
LS(f,G) — ÷исëо ФЭ в схеìе S, реаëизуþщей

функöиþ f;
DepS(f,G) — ãëубина S, опреäеëяеìая как наи-

боëüøее ÷исëо ФЭ в öепо÷ке среäи всех öепо÷ек,
соеäиняþщих вхоä с выхоäоì.
Межäу собой эти показатеëи иìеþт сëожные

связи, они по-разноìу вëияþт на äруãие показатеëи
ка÷ества синтезируеìых схеì.
По практи÷ескиì, эконоìи÷ескиì и äруãиì со-

ображенияì показатеëи сëожности (äискретные
функöионаëы) ìиниìизируеì. При преäставëе-
нии функöий в кëассе форìуë äëя ìиниìизаöии
показатеëей сëожности испоëüзуþтся эквиваëент-
ные преобразования, вкëþ÷ая поëу÷ение скобо÷-
ных форìуë, а в кëассе схеì äëя ìиниìизаöии
÷исëа ФЭ äопоëнитеëüно приìеняется ветвëение
их выхоäов [7, 8].

1. Функциональные уравнения (ФУ)

Рассìотриì нескоëüко опреäеëений разных ти-
пов функöионаëüных уравнений (ФУ), относя-
щихся к новыì ìетоäаì [7, 8].
Пустü X — ìножество буëевых переìенных, g(2) —

äвухìестная буëева функöия, заäаþщая на÷аëüный
÷ëен f (2) посëеäоватеëüности изу÷аеìоãо кëасса
функöий f (n)(X), n l 2, и h(2) — функöия рекурсии,
вхоäящая в базис G иëи преäставëяеìая ÷ерез ба-
зисные функöии. Тоãäа рекуррентное соотноøе-
ние, поëу÷аеìое на основе операöии суперпози-
öии, иìеет виä

(X) = h( (X1), (X2)), (1)

ãäе X1∪X2 = X, X1∩X2 = ∅, n1, n2 ∈ Ν, n = n1 + n2.
Назовеì соотноøение (1) основныì функöионаëü-
ныì уравнениеì, несìотря на ÷астный характер
ìестности базисных функöий g(2) и h(2). Данное оп-
реäеëение ФУ отëи÷но от иìеþщихся äруãих.
При n1 = n – 1, n2 = 1 поëу÷аеì ФУ типа 1:

f (n) = h(f (n – 1), xn); (2)

äëя сиììетри÷еских функöий при n = 2s, s = 1,
2, ..., n1 = n2 = n/2 поëу÷аеì ФУ типа 2:

f (n)(X) = h(f (n/2)(X1), f
(n/2)(X2)); (3)

при n1 = n – 2, n2 = 2 это буäет ФУ типа 3:

f (n) = h(3)(f (n – 2), xn – 1, xn), (4)

ãäе h(3) — трехìестная буëева функöия.
Приìеняеì ìетоä ФУ äëя поëу÷ения оöенки

сëожности реаëизаöии произвоëüной буëевой
функöии f (n) ∈ P2

(n) в базисе G3.
Пустü поëиноì Жеãаëкина F(n) = K1 ⊕ ... ⊕Ki ⊕

⊕ ... ⊕ Km, ãäе Ki — ìонотонная эëеìентарная
конъþнкöия ранãа ri, 1 m i m m, т. е. F(n) обëаäает
строениеì r = (r1, ..., ri, ..., rm), r1 l ... l ri l ... l rm
(неравенства äëя поряäка), и реаëизует произвоëü-
нуþ функöиþ f (n). Дëя поëиноìа Жеãаëкина F (n)

опреäеëяеì вектор p повторяеìости переìенных
ìножества X = {x1, ..., xi, ..., xn} в форìуëе F

(n)

(у÷итывая возìожное приëожение при разработке
прикëаäных проãраìì). Пустü вектор p = (p1, p2, ...,
pi, ..., pn), ãäе переìенная xi, 1 m i m n, повторяется
в форìуëе F (n) pi раз.
Нахоäиì pi = max{p1, p2, ..., pi, ..., pn} и, испоëü-

зуя буëеву аëãебру, поëу÷аеì функöионаëüное со-
отноøение

F (n) = ((xi• ) ⊕ ), (5)

зäесü нижние инäексы 0 и 1 — ноìера соответст-
вуþщих остато÷ных поäфункöий, рассìатривае-
ìых на оäноì ìножестве X ′ = X \{xi}; "•" — конъ-
þнкöия (то÷ка — знак уìножения — ìожет также
приìенятüся äëя обозна÷ения арифìети÷ескоãо
уìножения). На основе ФУ (5) строится аëãоритì
ãраäиентноãо типа, позвоëяþщий поëу÷итü требуе-
ìуþ суперпозиöионнуþ форìуëу . С поìощüþ
соотноøения (5) анаëити÷ески поëу÷аеì верхнþþ
оöенку показатеëя сëожности LF. Кажäое приìе-
нение ФУ (5) порожäает не боëее äвух базисных
функöий и не боëее äвух остато÷ных функöий.
Соотноøение (1) приìеняется к арãуìентаì

функöии h и так äаëее, позвоëяя поëу÷итü супер-
позиöионнуþ форìуëу F с.ф., реаëизуþщуþ функ-
öиþ f (n). Такиì образоì, ФУ преäставëяет собой
конструктивный ìетоä построения буëевых функ-
öий опреäеëенноãо кëасса на основе заäанных. Оно
характеризуþтся опреäеëенныìи выøе показате-
ëяìи ка÷ества, äëя кажäоãо из которых вывоäится
свое ФУ показатеëя ка÷ества (ФУПК). Дëя поëу÷е-f

n1 n2+( )
f

n1( )
f

n2( )

F0
n 1–( ) F1

n 1–( )

Fс.ф
n
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ния оöенок показатеëей ка÷ества приìеняþтся как
непосреäственное реøение уравнений, так и ìоäе-
ëирование ФУПК. ФУ (5) приìеняется äо тех пор,
пока остато÷ные функöии не буäут совпаäатü с ба-
зисныìи.

2. Элементарные симметрические
полиномы (ЭСП) Жегалкина

Рассìотриì эëеìентарные сиììетри÷еские по-
ëиноìы Жеãаëкина  (верхний инäекс n — коне÷-
ное ÷исëо переìенных, нижний инäекс i — степенü
поëиноìа, т. е. 2 m n m N и тоãäа 1 m i m n; отëи÷атü
от произвоëüноãо поëиноìа Жеãаëкина [7, 8]).
Они иìеþт виä

(6)

Форìуëы (6) ìожно автоìатизировано поëу÷атü
с поìощüþ табë. 1 и испоëüзоватü при синтезе
схеì из ФЭ, а также приìенятü при созäании оп-
реäеëенной базы äанных.
Пустü äëя сиììетри÷ескоãо поëиноìа Жеãаë-

кина  построена табë. 1 с n строкаìи, ÷исëоì
стоëбöов i, 1 m i m n. Первый и посëеäний эëеìенты
строки всеãäа опреäеëены как функöии иссëеäо-
ванных с÷етных кëассов  и  (поëностüþ
иссëеäованных как функöии простых кëассов "&"
и "⊕"). Поëу÷аеì со 2-ãо по n-й эëеìенты (поëи-
ноìы Жеãаëкина) строки с ноìероì n + 1 по пра-
виëу (сì. выäеëенный фраãìент табë. 1, ìеняþ-
щийся в зависиìости от степени i поëиноìа Же-
ãаëкина):

 = (  ⊕ (xn + 1• )).

В общеì виäе поëу÷ается сëеäуþщий резуëüтат:

 = (  ⊕ (xn + 1• )),

ãäе 2 m i m n.
Теперü иссëеäуеì преäставëение ЭСП Жеãаë-

кина (в ка÷естве приìера с переìенной xn)

 = x1•x2 ⊕ x1•x3 ⊕ ... ⊕ xn – 1•xn, n l 2, (7)

в базисе G3 на основе ФУ типа 1 (ãраäиентноãо аë-
ãоритìа):

 = (  ⊕(xn• )), n l 3. (8)

Реаëизаöия функöии  на основе ФУ (8) в
кëассах форìуë и схеì из ФЭ характеризуется сëе-
äуþщиìи пятüþ ФУПК:

Lб( , G3) =

= Lб( , G3) + Lб( , G3) + 1; (9)

LF ( , G3) =

= LF ( , G3) + LF ( , G3) + 2; (10)

DepF ( , G3) = DepF ( , G3) + 1; (11)

LS( , G3) =

= LS( , G3) + LS( , G3) + 2; (12)

DepS( , G3) = DepS( , G3) + 1. (13)

Уравнения (11) и (13) совпаäаþт (рассìотриì
их ниже по тексту), уравнения (10) и (12) совпаäа-
þт, при÷еì уравнения (9) и (10) своäятся к оäноìу
разностноìу уравнениþ с разныìи на÷аëüныìи
усëовияìи.
На÷аëüные усëовия äëя показатеëей Lб и LF и

n = 2 сëеäуþщие:

(x1, x2) = x1 ⊕ x2, (x1, x2) = x1x2,

Lб( , G3) = Lб( , G3) = 2,

LF ( , G3) = LF ( , G3) = 1.

Так как зäесü схеìы S без ветвëения (сì. ниже
заìе÷ание 1), то

LS( , G3) = LF ( , G3);

DepS( , G3) = DepF ( , G3). (14)

Ввоäиì обозна÷ения

un = Lб( , G3), un – 1 = Lб( , G3) (äëя Lб) и

un = LF( , G3), un – 1 = LF( , G3) (äëя LF).

Fi
n( )

(x1, ..., xn) = x1 ⊕ ... ⊕xn;

(x1, ..., xn) = x1•x2 ⊕ x1•x3 ⊕ ... ⊕ xn – 1•xn;

...

(x1, ..., xn) = x1•...•xn.

F1
n( )

F2
n( )

Fn
n( )

Табëиöа 1

Чисëо
переìенных 

(n)

Поëиноìы Жеãаëкина , i = 1, 2, ..., n

2 3 4 5 6 7

2

3

4

... ... ... ... ... ... ...

n 

n + 1

Fi
n( )

F1
n( ) F2

n( ) F3
n( ) F4
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n( ) F6

n( )

F1
2( ) F2
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3( ) F2

3( ) F3
3( )

F1
4( ) F2
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Тоãäа уравнения (9) и (10) своäятся к оäноìу
разностноìу уравнениþ с разныìи на÷аëüныìи
усëовияìи:

äëя Lб:

un = un – 1 + Lб( , G3) + 1 =

= un – 1 + (n – 1) + 1 = un – 1 + n, u2 = 2; (15)

äëя LF:

un = un – 1 + LF ( , G3) + 2 =

= un – 1 + (n – 2) + 2 = un – 1 + n, u2 = 1. (16)

Реøения разностных уравнений (15) и (16) сëе-
äуþщие:

un = Lб( , G3) = (n2 + n – 2)/2; (17)

un = LF ( , G3) = (n2 + n – 4)/2. (18)

Тоãäа показатеëü LS, с у÷етоì выражения (14),
приниìает виä

LS( , G3) = (n2 + n – 4)/2. (19)

Дëя схеìы S (без ветвëения) оöенка (19) явëя-
ется верхней. Рассìотриì заäа÷у ìиниìизаöии по-
казатеëя LS на основе ìетоäа ветвëения выхоäов
ФЭ. Дëя ее реøения эффективно сëеäуþщее раз-
ëожение ЭСП Жеãаëкина второй степени ÷ерез по-
ëиноìы первой степени, поëу÷аеìое на основе вы-
ражения (8) (скобки проставëяþтся в öеëях опре-
äеëения поряäка операöий, иноãäа тоëüко äëя
упрощения опускаþтся, есëи возìожно):

 =  =

= ... =  ⊕ x3•  ⊕ x4•  ⊕ ... ⊕

⊕ xn – 1•  ⊕ xn•  =

= x2•  ⊕ x3•
 ⊕ x4•  ⊕ ... ⊕

⊕ xn – 1•  ⊕ xn•  = xi•  =

 (20)

ãäе F — искоìая суперпозиöионная форìуëа. Пер-
вое поä÷еркнутое выражение в форìуëе (20) преä-
ставëяет собой уже повторное преобразование ФУ
(8), äаëüнейøее повторение таких преобразований
привоäит к поëноìу разëожениþ ЭСП Жеãаëкина

 в ряä по ëинейныì функöияì (с возрастаниеì

÷исëа переìенных) и поëу÷ениþ суперпозиöион-
ной форìуëы F с.ф..
Замечание 1. В первоì поä÷еркнутоì выраже-

нии (20) неявно записана возìожностü ветвëения
äëя кëасса схеì из ФЭ, в посëеäнеì поä÷еркнутоì
выражении (20) она присутствует, ìожно сказатü,

о÷евиäно (суììа в скобках уìножается на пере-
ìеннуþ и сëеäоì суììируется с ней же). На осно-
ве ФУ (8) и разëожения (20) (посëеäнее выраже-
ние) поëу÷аеì уто÷нение ФУПК (12) с на÷аëüныì
усëовиеì:

LS( , G3) = 4. (21)

Оно состоит в тоì, ÷то ЭСП Жеãаëкина 
у÷аствует в построении форìуëы F äважäы (и ФУ
(10) сохраняется), но в схеìе S за с÷ет ветвëения
испоëüзуется оäин раз и äëя итераöии показатеëü
LS факти÷ески уìенüøается на еäиниöу. Поэтоìу
второе сëаãаеìое в ФУ (8) äëя кажäой итераöии,
кроìе посëеäней, т. е. äëя k = 3, 4, 5, ..., n – 1, уве-
ëи÷ивает зна÷ение LS на еäиниöу (оäин ФЭ, кото-
рый у÷аствует и в ветвëении), а ФУПК (12) тоãäа
приниìает виä

LS( , G3) =

= LS( , G3) + 3, LS( , G3) = 5. (22)

Итак, äëя (22) разностное уравнение с на÷аëü-
ныì усëовиеì естü

un – un – 1 = 3, u3 = 5. (23)

Реøение уравнения (23) иìеет виä

un = 3n – 4, n l 3. (24)

Возвращаеìся к исхоäноìу показатеëþ LS, у÷и-
тывая, ÷то посëеäняя итераöия непоëная (соответ-
ственно уìенüøаеì оöенку (24) на еäиниöу):

LS( , G3) = 3n – 5, n l 3. (25)

Такиì образоì, за с÷ет испоëüзования ветвëе-
ния на выхоäе ФЭ поряäок ìноãо÷ëена (19) оöенки
показатеëя LS уìенüøен на еäиниöу. Докажеì ìи-
ниìаëüностü оöенки (25) ìетоäоì ìатеìати÷еской
инäукöии.
При реаëизаöии функöии  схеìой из ФЭ

поëу÷ение  не требуется, но äëя боëüøих зна-
÷ений n (n l 4) — обязатеëüно (рис. 1).
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Рис. 1. Начальный фрагмент схемы, реализующей ЭСП Жегал-

кина , n l 4 (первая итерация, k = 1)F2
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При n = 3 äëя реаëизаöии  = x1 x2 ⊕ x3 (x1 ⊕ x2)

испоëüзуеì äëя äвух базисных функöий  и 

по äва соответствуþщих ФЭ (рис. 1, иëëþстраöиþ
ìожно провоäитü также на основе ФУ), поëу÷ая

LS( , G3) = 4, т. е. äëя на÷аëüных усëовий ут-

вержäение иìеет ìесто.

Преäпоëожиì, ÷то äëя n утвержäение LS( ,G3)=

= 3n – 5 истинно, и наäо поëу÷итü LS( , G3) =

= 3n – 2.
На основе ФУ (8) запиøеì:  = (  ⊕

⊕ (xn + 1• )).

Рассìотриì показатеëü LS( , G3) и запиøеì

еãо на основе ФУПК (22), т. е. LS( , G3) =

= LS( , G3) + 3 = 3n – 2 (рис. 2), ÷то и требо-

ваëосü вывести:

LS( , G3)min = 3n – 5. (26)

Она также поëу÷ается на основе ìетоäа струк-
туризаöии ФУ:

äëя ЭСП , n l 2, в базисе G3 на основе ФУ
типа 1 ÷исëо итераöий равно (n – 2), при÷еì при
реаëизаöии на÷аëüных усëовий требуется пятü ФЭ
(сì. рис. 1); в кажäой из первых (n – 4) итераöиях
испоëüзуется три ФЭ (рис. 2, а); в посëеäней ите-
раöии — äва ФЭ (рис. 2, б). Итоãо, вы÷исëяя
5 + 3(n – 3) – 1, повторяеì оöенку (26).
Оöенка (26) справеäëива также в кëассе ìоно-

тонных сиììетри÷еских буëевых функöий, заäавае-
ìых ДНФ, преäставëяеìых на основе ФУ типа 1
в базисе G2 = {&, ∨}.
В отноøении ãëубины заìетиì, ÷то оöенки

DepF и DepS поëу÷аþтся на основе ФУ (8) и ФУПК
(11) (и DepS = DepF).

При построении схеìы S выпоëняется ветвëе-
ние выхоäов ФЭ при реаëизаöии ЭСП Жеãаëкина

: оäин выхоä иäет на образование конъþнк-
öии с переìенной xn, äруãой — на поëу÷ение 
äëя сëеäуþщей итераöии. При этоì у÷аствуþщие в
этоì äве операöии ÷ереäуþтся, образуя öепо÷ку,
параëëеëüнуþ основной öепо÷ке вы÷исëений ,
ìенüøей ãëубины. Вкëаä, который вносит второе
сëаãаеìое правой ÷асти (20) в зна÷ение ãëубины за
с÷ет ветвëения, равен еäиниöе. Поэтоìу прихоäиì
к уравнениþ

un – un – 1 = 2, u3 = 3. (27)

Дëя (27) поëу÷аеì реøение ФУПК (11), оöенки
DepF и DepS естü un = 2n – 3. Эти оöенки уëу÷øа-
þтся сëеäуþщиì образоì.
Опреäеëиì ãëубину ЭСП Жеãаëкина  в ба-

зисе G3 на основе опреäеëения и ФУ (8):

DepF ( , G3) =

=max{DepF( ,G3); 1+DepF( ,G3)}+1.(28)

Моäеëируя проöесс построения форìуëы F äëя
n = 4, 5, 6, ..., вы÷исëитеëüныì ìетоäоì нахоäиì
сето÷нуþ функöиþ un (табë. 2) äëя DepF ( , G3),
откуäа она нахоäится анаëити÷ески, т. е.

DepF ( , G3) = n.

Дëя форìуëы F, поëу÷енной äанныì ìетоäоì,
изоìорфно строится схеìа S (без ветвëения), ко-
торая преобразуется на основе ФУ (20), и показа-
теëü LS ìиниìизируется за с÷ет ветвëения, так как
ФУ (20) это позвоëяет. Такиì образоì,

DepF ( , G3) = DepS( , G3) = n. (29)

Также ìожно виäетü из схеìы синтеза схеìы (5),
÷то ãëубина схеìы зависит от äвух составëяþщих:
ãëубины  и . Гëубина ëевоãо рукава
заäана рекурсивно и зависит от ìаксиìуìа (сì. (28)),
правый же рукав иìеет некоторуþ вы÷исëиìуþ
ãëубину. Рассìотриì посëеäоватеëüно, на÷иная с
ìиниìаëüных n и r:

 =  ⊕ x3• ;

...

 =  ⊕ xn• .

Правый рукав зäесü — функöии виäа g =

= xn• , с поäс÷итанной ранее ãëубиной n – 1,
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Рис. 2. Общий фрагмент схемы, реализующей ЭСП Жегалкина

, k-я полная итерация, 2 m k < n – 2 (а); последний фраг-

мент схемы, реализующей ЭСП Жегалкина , неполная
итерация, k = n – 2 (б)
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т. е. правый рукав иìеет прирост по ãëубине, равный
еäиниöе. Левый рукав, как виäно из соотноøения
(28), также иìеет прирост, равный 1. Такиì обра-
зоì, äостато÷но показатü, ÷то ëевый рукав иìеет
ìенüøее иëи равное зна÷ение показатеëя ãëубины

на на÷аëüный ìоìент вреìени: DepS( , G3) = 1,

DepS( , G3) = 1. Отсþäа ãëубина правоãо рукава

равна äвуì, ÷то боëüøе ãëубины ëевоãо рукава.
Дëя кажäоãо ряäа функöий, описываеìых вы-

ражениеì (5), ëевые рукава на÷инаþтся с ,
ãëубина которых равна n – 1. Отсþäа, при прирос-
те ãëубины схеìы правоãо рукава +1 при росте сте-
пени поëиноìа ãëубина правоãо рукава всеãäа бу-
äет боëüøе ãëубины ëевоãо, и итоãовая ãëубина
схеìы зависит от зна÷ения правоãо рукава, ÷то äает
показатеëü ãëубины: DepS( , G3) = n + r – 2, n > r.
Поäс÷итанные показатеëи ãëубины привеäены

в табë. 3.
Анаëоãи÷ныì образоì в работах [10—12] поëу-

÷ены оöенки показатеëя LS äëя ЭСП Жеãаëкина:

LS( , G3)min = LS( , G3) = n – 1;

LS( , G3)min = 5n – 13;

LS( , G3) = 7n – 25;

LS( , G3) = 9n – 41.

Теперü в табë. 1 äëя кажäоãо вхожäения поëи-
ноìа Жеãаëкина  вìесто неãо поäставëяеì со-
ответствуþщуþ иìеþщуþся ìиниìаëüнуþ оöенку
показатеëя сëожности LS( , G3), поëу÷ая табë. 4.
Табë. 4 запоëнена äëя тех зна÷ений переìенных

i и n, äëя которых вывеäены оöенки показатеëей
сëожности LS( , G3), 1 m i m 5, и при усëовии,
÷то они поìещаþтся в отвеäенной ей ÷асти табë. 4.
При их разìещении испоëüзована ÷астü табëиöы
ìежäу вертикаëüþ, относящейся к стоëбöу
LS( ) (äëя 2 m n m N и тоãäа 1 m i m n), и ниже
сìещенной äиаãонаëи (вверх), характеризуеìой по-
ëиноìаìи Жеãаëкина , 2 m n m N. Важной осо-
бенностüþ оöенок табë. 4, как ранее быëо отìе÷е-
но [9], явëяется совпаäение оöенок, поëу÷енных
на основе ìетоäов посëеäоватеëüной и параëëеëü-
ной äекоìпозиöии.
Табë. 4 ìожет испоëüзоватüся äëя поëу÷ения

оöенок сëожности LS( , G3), (äëя соответствуþ-
щей базы äанных). Но ÷то äеëатü, есëи потребуþт-
ся оöенки из незапоëненной ÷асти табëиöы (ниж-
ний правый уãоë)?
Инäексы ÷ëенов посëеäоватеëüности опреäеëя-

þтся зна÷ениеì n в стоëбöе. В такоì сìысëе äанные
табë. 2 упоряäо÷ены, привеäены к оäноìу станäарту.
Преäставëяет интерес сëеäуþщая заäа÷а.
Основная задача 1. Дëя заäанноãо поëиноìа Же-

ãаëкина , т. е. äëя заäанных n и i, ãäе 2 m n m N
и 1 m i m n, поëу÷итü анаëити÷ески функöионаë
сëожности LS( , G3) äëя обеих переìенных n и i.
Поëу÷атü реøение заäа÷и 1 ìожно ìетоäаìи

ìоäеëирования и/иëи структуризаöии, как это äе-
ëаëосü в приìере äëя поëиноìа Жеãаëкина
LS( ). Это реøение труäоеìко и сиëüно усëож-
няется при возрастании n. К тоìу же, возникаþт
вопросы: на каких зна÷ениях переìенных n и i на-
äо остановитüся; как хранитü в паìяти всþ табë. 4
äаже äëя небоëüøих зна÷ений параìетров i и n?
Искоìый функöионаë естü

LS( , G3) =

= (n – 1) + (i – 1)(2n – 4) – (2i2 – 6i + 4).

Дëя реøения заäа÷и 1 ìожно преäëожитü сëеäуþ-
щий поäхоä. Дëя иìеþщихся оöенок в табë. 4 про-
вести иссëеäование и вывести общуþ универсаëüнуþ
оöенку LS( , G3) = LS(i, n), зависящуþ от äвух пе-
реìенных n и i, äëя 2 m n m N и тоãäа 1 m i m n.
Ввеäеì обозна÷ения Ui = LS( , G3), 1 m i m n.
Дëя иìеþщихся оöенок сëожности [12] провоäиì

иссëеäование и выпоëняеì преобразования, разби-
вая кажäуþ из них на три аëãебраи÷еских сëаãаеìых
(кроìе первой и второй оöенок, ãäе просто). Итак,
из кажäоãо Ui, 3 m i m n – 1 (строки), выäеëяеì пер-
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8 7 15 16
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вое сëаãаеìое (n – 1), затеì из оставøеãося выра-
жения выäеëяеì произвеäение (i – 1)(2n – 4), т. е.

U1 = LS( , G3) = n – 1;

U2 = LS( , G3) = 3n – 5 = (n – 1) + (2n – 4);

U3 = LS( ,G3) = 5n – 13 = (n – 1) + 2(2n – 4) – 4;

U4 = LS( ,G3)=7n– 25 =(n–1) + 3(2n – 4) – 12;

U5 =LS( ,G3)=9n – 41 = (n–1) + 4(2n – 4) – 24;

U6 = LS(F6
(n),G3)= 11n – 61=(n–1) + 5(2n – 4) – 40,

... .

Тоãäа оставøаяся ÷астü — некоторая сето÷ная
функöия Ui: 4, 12, 24, 40, ..., äëя зна÷ений арãуìен-
та i, 3 m i m n – 1, поëу÷ается вы÷итаниеì из ис-
хоäноãо выражения LS( , G3) первых äвух сëа-
ãаеìых.
Посëе провеäенных иссëеäований функöиþ Ui

ищеì анаëити÷ески в виäе ìноãо÷ëена по i с не-
опреäеëенныìи коэффиöиентаìи. Составëяеì раз-
ности первоãо, второãо и äаëее поряäков, пока не
поëу÷иì нуëевуþ строку (есëи такая существует).
Тоãäа из табë. 5 сëеäует, ÷то разности третüеãо по-
ряäка нуëевые, озна÷аþщее второй поряäок äëя
ìноãо÷ëена Ui.

Поэтоìу нахоäиì третüе сëаãаеìое, уäовëетво-
ряþщее на÷аëüноìу усëовиþ, в виäе ìноãо÷ëена
второй степени

Ui = a0i
2 + a1i + a2. (30)

Реøаеì систеìу ëинейных уравнений, поëу÷ае-
ìуþ из выражения (30) (äëя i = 3, 4, 5) сëеäуþщиì
образоì, ìиниìизируя вы÷исëитеëüнуþ сëож-
ностü: из 1-ãо уравнения вы÷итаеì 2-е, из 2-ãо вы-
÷итаеì 3-е, затеì выпоëняется эта же проöеäура
äëя поëу÷енных первых äвух уравнений, т. е.

a0•52 + a1•5 + a2 = 24,

a0•42 + a1•4 + a2 = 12,

a0•32 + a1•3 + a2 = 4.

И, окон÷атеëüно, нахоäиì a0 = 2; a1 = –6; a2 = 4.

Итоãо, поëу÷ена функöия Ui = 2i2 – 6i + 4.
С третüей составëяþщей искоìый функöионаë
сëожности иìеет виä

U(i, n) = LS( , G3) =

= (n – 1) + (i – 1)(2n – 4) – (2i2 – 6i + 4). (31)

Итак, анаëити÷ески поëу÷ена верхняя оöенка
показатеëя LS( , G3).

Заключение

Теперü вìесто тоãо, ÷тобы запоëнятü табë. 4, со-
зäавая БД и приìеняя правиëа вывоäа (как это äе-
ëается в ìатеìати÷еской ëоãике), испоëüзуеì уни-
версаëüнуþ оöенку (31). Этот ìетоä, бесспорно,
буäет эффективен при автоìатизаöии и ìиниìи-
заöии синтеза и буäет требоватü ìенüøие вы÷ис-
ëитеëüные ресурсы по сравнениþ с äруãиìи. При
этоì ìиниìизируется объеì рабо÷ей паìяти.
Итак, поëу÷енный функöионаë LS(i, n) с боëüøиì
успехоì заìеняет ранее созäанные табëиöы [7, 8].
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Табëиöа 5

i 3 4 5 6 7 ...
Ui 4 12 24 40 60 ...
ΔUi = Ui + 1 – Ui 8 12 16 20 ...

Δ2Ui = ΔUi + 1 – ΔUi
4 4 4 ...

Δ3Ui
0 0 ...

Fi
n( )

Fi
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Currently relevance of modeling problems of analysis and synthesis of mathematical models of discrete logic control and
computing devices persists. Particularly important is the task of estimating the output of difficulty in presenting a Boolean func-
tion (BF) in the classes of formulas and schemes of functional elements (FE). This problem is still relevant today. Because
of ongoing research in the field of mathematical cybernetics and discrete mathematics should be that obtaining the required
minimum solutions using dimensions of complexity inevitably involves the use of nature exhaustive search algorithms. The re-
sult is a greater complexity (including computational complexity and labor input) obtaining such a decision has the functions
of small dimension. This required the development of new approaches formulation of the problem and its solutions, significantly
differ in the complexity of exhaustive search [1—3]. So, the problem of the realization of Boolean functions in the class of for-
mulas and — circuits made of functional elements in different bases. Obtained in this scheme are applied in discrete logic de-
vices, and management information processing, the complexity (quality) of the main characteristics of which depend on com-
puting and control engineering. And it noted that the symmetric Boolean functions are increasingly being used in the design
of computing devices due to their specific properties [7—8].The purpose of this paper is to clarify the upper bounds for the com-
plexity of symmetric BF in standart and Zhegalkin bases, as well as the development of algorithms to automate the synthesis
of discrete information processing devices. An efficient constructive method syntesis of digital circuits and formulas is offered.
This method is based on recurrence relations (functional equations — FE [9]) and is accompanied by a receipt in advance
analytically upper estimates of various indicators of complexity (the number of letters, number of subformulas; according to
the number of functional elements), including schemes for minimum complexity. In this paper we consider some classes of func-
tions, which are accurate upper bounds for the complexity metrics. To automate the process and expanding the study of in-
dividual cases the algorithm implemented structural and functional decomposition [2] is used. A convenient model for the rep-
resentation of a Zhegalkin polynomial form that used in the algorithm the matrix representation has been designed. The results
are applicable as in the synthesis device (at the logical design) in multiprocessor computing and control systems, and the de-
velopment of algorithms for the effective operation of these systems.

Keywords: boolean function, syntheses formula and circuit, decomposition, difficulty, minimization, functional of the
equation, symmetric functions
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