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Разработка и исследование математической модели
гибкого однозвенного манипулятора с использованием

принципа наименьшего действия Гамильтона

Введение и постановка задачи

В настоящее вреìя в боëüøинстве проìыøëен-
ных роботов-ìанипуëяторов испоëüзуþтся äоста-
то÷но жесткие и тяжеëые звенüя, ÷то позвоëяет
пренебре÷ü äефорìаöияìи при рабо÷их операöиях.
Такой тип роботов иìеет опреäеëенные неäостат-
ки: низкуþ скоростü; высокое энерãопотребëение;
низкое отноøение поëезная наãрузка/ìасса звена.
Приìенение роботов с обëеã÷енныìи ãибкиìи
звенüяìи позвоëяет поëу÷итü ряä преиìуществ,
а иìенно:
увеëи÷еннуþ наãрузо÷нуþ способностü: боëее вы-
сокое отноøение ìасса наãрузки/ìасса звена;
увеëи÷еннуþ скоростü переìещения;
повыøеннуþ безопасностü: увеëи÷енная поäат-
ëивостü и ìаëый ìоìент инерöии звена снижа-
þт риски опасных травì;
уìенüøение потребëения энерãии: ëеãкие зве-
нüя испоëüзуþт привоäы ìенüøей ìощности;
увеëи÷ение рабо÷еãо пространства с испоëüзо-
ваниеì уäëиненных звенüев;
снижение стоиìости.
Иссëеäования ãибких ìанипуëяторов с приìе-

нениеì соответствуþщих ìатеìати÷еских ìоäеëей
веäутся уже äавно и, теì не ìенее, остается ряä
вопросов:

1) отсутствует (по крайней ìере, äëя автора)
прозра÷ностü и поëнота вывоäа окон÷атеëüных
уравнений;

2) äо сих пор äëя оäних и тех же исхоäных äан-
ных иìеþтся разëи÷ные ìатеìати÷еские ìоäеëи,
разëи÷аþщиеся по ãрани÷ныì усëовияì (особенно
это касается заäеëки звена (баëки) на ступиöе при-
воäа) и совпаäаþщие тоëüко по описаниþ äвиже-

ния упруãой баëки уравнениеì Эйëера—Бернуëëи.
Это ìожно просëеäитü по работаì [1—8].
В äанной работе реøаþтся сëеäуþщие заäа÷и:
вывоä на основе интеãраëüноãо вариаöионноãо
принöипа Гаìиëüтона уравнений как свобоäноãо,
так и вынужäенноãо äвижений упруãой баëки
(ãибкоãо звена) с наãрузкой на конöе звена и фор-
ìирование необхоäиìых ãрани÷ных усëовий;
вывоä необхоäиìых уравнений äëя перехоäа от
уравнения в ÷астных произвоäных к систеìе
обыкновенных ëинейных äифференöиаëüных
уравнений, ÷то позвоëит приìенятü äаннуþ
ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü äëя реøения заäа÷ уп-
равëения.
Забеãая впереä, отìетиì, ÷то поëу÷енная ìате-

ìати÷еская ìоäеëü совпаäает тоëüко с ìоäеëüþ,
преäставëенной без вывоäа в ìоноãрафии [7] в раз-
äеëе "Robust Control of a Flexible-Link Manipulator".

Предварительные сведения

Схема манипулятора. Дëя вывоäа äифференöиаëü-
ных уравнений, описываþщих äинаìику ãибкоãо оä-
нозвенноãо ìанипуëятора (ГОЗМ) с наãрузкой на
конöе звена, рассìотриì схеìати÷еское изображе-
ние äвижения ГОЗМ в ãоризонтаëüной пëоскости
(рис. 1), ãäе

X0Y — непоäвижная систеìа коорäинат (СК);
x0y — ëокаëüная (поäвижная) СК (осü 0x явëя-

ется касатеëüной к äефорìируеìоìу ГОЗМ в ìесте
еãо крепëения к привоäу; явëяется осüþ вращения
абсоëþтно жесткоãо неäефорìируеìоãо звена);

J0 — ìоìент инерöии привоäа ГОЗМ [кãЅì2];
mL — (схват) ìасса то÷е÷ной наãрузки (т. е. с÷и-

таеì ее ìоìент инерöии нуëевыì) [кã];
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θ(t) — текущий уãоë поворота ГОЗМ как абсо-
ëþтно жесткоãо теëа [раä];

α(t) — текущий уãоë поворота наãрузки (схвата)
[раä];

w(x, t) — ãибкое откëонение ГОЗМ от оси 0x в те-
кущей то÷ке x ìанипуëятора x ∈ [0, L], перпенäи-
куëярное к äанной оси [ì];

L — äëина ìанипуëятора [ì];
ρ — поãонная (ëинейная) ìассовая пëотностü

ГОЗМ [кã/ì];
I — ìоìент инерöии попере÷ноãо се÷ения звена

ìанипуëятора [ì4];
E — ìоäуëü упруãости Юнãа äëя ìатериаëа звена

[Н/ì2];
EI  E•I — изãибная жесткостü звена ìанипу-

ëятора [НЅì2].
Приìеì сëеäуþщие преäпоëожения:
пряìоуãоëüное се÷ение звена ìанипуëятора
иìеет высоту h, зна÷итеëüно превыøаþщуþ ее
øирину b, h . b (рис. 2);
вертикаëüные äефорìаöии при повороте ГОЗМ
в ãоризонтаëüной пëоскости отсутствуþт (абсо-
ëþтная вертикаëüная жесткостü);
äëина звена ìанипуëятора зна÷итеëüно превы-
øает высоту еãо попере÷ноãо се÷ения, L . h.

Принцип наименьшего действия. Дëя поëу÷ения
äифференöиаëüных уравнений, описываþщих äи-
наìику ГОЗМ, воспоëüзуеìся интеãраëüныì вари-
аöионныì принöипоì наиìенüøеãо äействия Га-
ìиëüтона [9]. Дëя этоãо необхоäиìо опреäеëитü
кинети÷ескуþ T и потенöиаëüнуþ U энерãии и ра-
боту внеøних (активных) сиë. Ввеäеì интеãраë
äействия [9—11]

S = (T – U + W)dt = (L0 + W)dt, (1)

ãäе L0 — ëаãранжиан äëя свобоäных коëебаний.

Принцип наименьшего действия Гамильтона ãëа-
сит [9, 11]: есëи в ìоìенты вреìени t1 и t2 ìехани-
÷еская систеìа заниìает опреäеëенные поëоже-
ния, характеризуеìые совокупностüþ обобщенных
коорäинат qi(t1), qi(t2), i = 1, 2, ..., n, то ìежäу этиìи
поëоженияìи систеìа äвижется так, ÷то интеãраë
äействия иìеет экстреìаëüное зна÷ение (опреäе-
ëяет истинное äвижение систеìы). На конöах вре-
ìенноãо отрезка [t1, t2] истинное äвижение не
варüируется, т. е.

δqi(t1) = 0, δqi(t2) = 0, i = 1, 2, ..., n. (2)

Вариаöии обобщенных коорäинат, уäовëетво-
ряþщие усëовиþ (2), назовеì äопустиìыìи.
Дëя стаöионарных систеì (связей) экстреìуì

своäится к ìиниìуìу, т. е. вариаöия интеãраëа äей-
ствия (1) равна нуëþ:

δS = 0. (3)

Определение собственных частот
и форм колебаний ГОЗМ

Вна÷аëе рассìотриì свобоäное äвижение сис-
теìы (отсутствуþт внеøние активные сиëы W = 0)
äëя опреäеëения собственных ÷астот и форì коëе-
баний звена ìанипуëятора, рассìатриваеìоãо как
упруãая баëка пряìоуãоëüноãо се÷ения с то÷е÷ной
ìассой на свобоäноì конöе и жестко закрепëен-
ной на äруãоì конöе. Иìееì:
кинети÷еская энерãия свобоäноãо звена с на-
ãрузкой

T = ρ (x, t)2dx + mL (L, t)2, (4)

ãäе то÷ка сверху обозна÷ает произвоäнуþ по вреìени;
потенöиаëüная энерãия свобоäноãо звена

U = EI(w′′(x, t))2dx, (5)

ãäе øтрих сверху обозна÷ает ÷астнуþ произвоäнуþ
по пространственной коорäинате x. Сфорìируеì

Рис. 1. Схематическое изображение движения ГОЗМ в гори-
зонтальной плоскости

Рис. 2. Поперечное сечение звена манипулятора
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интеãраë äействия по Гаìиëüтону äëя свобоäноãо
äвижения ГОЗМ с наãрузкой:

S = (T – U)dt = ρ (x, t)2dx +

+ mL (L, t)2 – EI(w′′(x, t))2dx dt. (6)

Вариаöиþ δS äействия (функöионаëа) S буäеì
опреäеëятü по Лаãранжу [12—14], т. е. составиì
функöиþ

χ(α) = S(q + α•δq) =

= ρ (w(x, t) + α•δw(x, t)) dx +

+ mL (w(L, t) + α•δw(L, t))  –

– EI (w(x, t) + α•δw(x, t)) dx dt,

тоãäа

δS =  = ρ (x, t)δ (x, t)dxdt +

+ mL (L, t)δ (L, t)dt – EIw′′(x, t)δw′′(x,t)dxdt. (7)

Кажäое из сëаãаеìых выражения (7) проинтеã-
рируеì по ÷астяì и у÷теì усëовия принöипа наи-
ìенüøеãо äействия (2):

ρ (x, t)δ (x, t)dxdt =

= ρ (x, t)δw(x, t)dx  – ρ (x, t)δw(x, t)dxdt =

= – ρ (x, t)δw(x, t)dxdt; (8а)

mL (L, t)δ (L, t)|dt =

= mL (L, t)δw(L, t)  – mL (L, t)δw(L, t)dt =

= – mL (L, t)δw(L, t)dt; (8б)

– EIw′′(x, t)δw′′(x, t)dx =

= EIw′′(x, t)δw′(x, t)  – EIw′′(x, t)δw′(x, t)dx =

= EIw′′(x, t)δw′(x, t)  – EIw′′′(x, t)δw(x, t)  +

+ EIw′′′′(x, t)δw(x, t)dx dt. (8в)

Комментарий к полученным выражениям. В фор-
ìуëах (8а), (8б) испоëüзованы усëовия (2). В фор-
ìуëе (8в) интеãрирование по ÷астяì провоäиëосü
по пространственной переìенной x, внеøнее интеã-
рирование — по переìенной t. Из форìуë (8а), (8в)
в сиëу произвоëüности вариаöий δw(x, t) поä ин-
теãраëоì поëу÷аеì (обратиì вниìание на знак ìи-
нус переä общиì интеãраëоì в (8в)) уравнение Эй-
ëера—Бернуëëи äëя свобоäных коëебаний упруãой
баëки

δw(x, t): ρ (x, t) + EIw′′′′(x, t) = 0. (9)

Остаëüные выражения в форìуëах (8б) и (8в),
не связанные с усëовияìи (2), опреäеëяþт некото-
рые усëовия трансверсаëüности (т. е. ãрани÷ные
усëовия вариаöионной заäа÷и [12—14]), а иìенно:
наëи÷ие перерезываþщей сиëы на правоì кон-
öе от äействия сиë инерöии наãрузки

δw(L, t): mL (L, t) – EIw′′′(L, t) = 0; (10)

свобоäный правый конеö (нет изãибаþщеãо ìо-
ìента, ìоìент инерöии наãрузки равен нуëþ)

δw′(L, t): w′′(L, t) = 0; (11)

жесткая заäеëка на ëевоì конöе:

w(0, t) = 0, (12)

w′(0, t) = 0. (13)

Поëу÷енное уравнение в ÷астных произвоäных
(9) с ãрани÷ныìи усëовияìи (10)—(13) испоëüзуеì
äëя нахожäения собственных ÷астот и ãибких ìоä
изãибных коëебаний. Дëя этоãо приìениì ìетоä
Фурüе (ìетоä разäеëения переìенных) [15].
Метод Фурье. Реøение буäеì искатü в виäе

суììы бесконе÷ноãо ряäа

w(x, t) = φi(x)qi(t), (14)

ãäе φi(x), i = 1, 2, ..., — форìы собственных коëе-
баний ГОЗМ; qi(t), i = 1, 2, ..., — обобщенные ко-
орäинаты, т. е. реøение уравнения (9) опреäеëяется
разëожениеì по собственныì функöияì.
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В ìетоäе разëожения Фурüе äëя уäобства (на
на÷аëüноì этапе, без потери общности) испоëüзу-
еì в разëожении (14) оäно сëаãаеìое, т. е. с÷итаеì

w(x, t) = φ(x)q(t). (15)

Поäставëяя выражение (15) в уравнение (9), по-
ëу÷аеì

 = – . (16)

Равенство (16) äëя äвух независиìых переìен-
ных x, t äоëжно выпоëнятüся äëя ëþбых зна÷ений
x, t. Это возìожно, есëи приравнятü (16) некоторой
константе, наприìер ω2. Тоãäа иìееì

(t) + ω2q(t) = 0; (17)

φ′′′′(x) – φ(x) = 0. (18)

Обозна÷иì β4 = , поäставиì в форìуëу (18)

и реøиì поëу÷енное обыкновенное ëинейное ста-
öионарное äифференöиаëüное уравнение. Харак-
теристи÷еский поëиноì s4 – β4 = 0 иìеет корни
{β, –β, jβ, –jβ}, которые опреäеëяþт общее реøе-
ние оäнороäноãо уравнения (18):

φ(x)=Asin(βx)+Bcos(βx)+Csh(βx)+Dch(βx). (19)

Есëи теперü в соотноøении (14) оãрани÷итüся
коне÷ныì ÷исëоì ∞ > nf l 1 форì собственных ко-
ëебаний (ãибких ìоä), то поëу÷аеì

φi(x) = Aisin(βix) + Bicos(βix) + Cish(βix) + Dich(βix),
i = 1, 2, ..., nf. (20)

Дëя нахожäения коэффиöиентов Ai, ..., Di и ÷ас-
тот βi воспоëüзуеìся ãрани÷ныìи усëовияìи (10)—
(13) и усëовиеì ортоãонаëüности собственных
форì коëебаний.
Условие ортогональности äоëжно обеспе÷итü

выпоëнение уравнения (17) äëя каждой обобщен-
ной коорäинаты, т.е.

(t) + qi(t) = 0, i = 1, 2, ..., nf . (21)

С то÷ки зрения вариаöионноãо ис÷исëения это
зна÷ит, ÷то коэффиöиенты при обобщенных коор-
äинатах в уравнении (21) äоëжны сохранятüся при
всех äопустиìых вариаöиях δqj(t), j = 1, 2, ..., nf. Из
соотноøений (8а)—(8в), (11)—(13) с у÷етоì разëо-
жения (14) иìееì:

(ρ (x, t) + EIw′′′′(x, t))δw(x, t)dx +

+ mL (L, t)δw(L, t) – EIw′′′(L, t)δw(L, t) dt =

= ρ φi(x) (t) + EI (x)qi(t)  Ѕ

Ѕ φj(x)δqj(t)dx + mL φi(L) (t) Ѕ

Ѕ φj(L)δqj(t) – EI (L)qi(t) φj(L)δqj(t) dt =

= ρ φi(x)φj(x)dx +

+ mL φi(L)φj(L) (t)+

+ EI (x)φj(x)dx –

–EI (L)φj(L) qi(t) δqj(t)dt =

= ρ φi(x)φj(x)dx +

+ mL φi(L)φj(L) (t) +

+ ρ φi(x)φj(x)dx+

+ mL φi(L)φj(L) qi(t) δqj(t)dt, (22)

ãäе при посëеäнеì перехоäе испоëüзованы соотно-
øения (10), (17) и (18). Из выражения (22) сëеäует,
÷то равенство (21) при произвоëüных отäеëüных ва-
риаöиях δqi(t) буäет справеäëиво, есëи выпоëнены
условия ортогональности

δqj(t): ρφi(x)φj(x)dx + mLφi(L)φj(L) = δij;

δij = (23)

Определение собственных частот и форм коле-
баний ГОЗМ. Посëе поëу÷ения необхоäиìых со-
отноøений перейäеì к нахожäениþ анаëити÷е-
ских выражений äëя опреäеëения ÷астот и форì
коëебаний свобоäноãо ГОЗМ. Поäставëяя разëоже-
ние (14) в соотноøения (10)—(13) с у÷етоì преä-
ставëения (19) и qi(t) ≠ 0 по÷ти äëя всех t ∈ [t1, t2],
а также провеäя заìену

ω2/EI = β4/ρ, (24)
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прихоäиì к сëеäуþщиì уравненияì äëя опреäеëе-
ния ÷астот и форì (нижние инäексы опустиì, так
как опреäеëяеì общее уравнение, из котороãо на-
хоäиì необхоäиìые реøения):

(25)

Систеìа ëинейных оäнороäных уравнений (25)
относитеëüно неизвестных коэффиöиентов A, B,
C, D буäет иìетü нетривиаëüное реøение, есëи оп-
реäеëитеëü ìатриöы уравнений (25) буäет равен
нуëþ. С у÷етоì тоãо, ÷то β ≠ 0 поëу÷аеì сëеäуþщее
уравнение äëя нахожäения ÷астот βi, i = 1, 2, ...:

(cos(βL)sh(βL) – sin(βL)ch(βL))mLβ +
+ (cos(βL)ch(βL) + 1)ρ = 0, (26)

а затеì из форìуëы

ωi = , i = 1, 2, ..., (27)

нахоäиì собственные ÷астоты свобоäных коëеба-
ний ГОЗМ.
Неизвестные коэффиöиенты Ai, Bi, Ci, Di, опреäе-

ëяþщие ãибкуþ форìу свобоäных коëебаний äëя
÷астоты ωi, нахоäиì из сëеäуþщей систеìы аëãеб-
раи÷еских уравнений: выбираеì ëþбые три уравне-
ния из систеìы (25) и äобавëяеì к ниì усëовие ор-
тоãонаëüности (23):

ρφ2(x)dx + mLφ2(L) = F(Ai, Bi, Ci, Di) = 1. (28)

Замечание. Описанный выøе äвухэтапный аëãо-
ритì опреäеëения ÷астот, а затеì коэффиöиентов
форì коëебаний ìожно объеäинитü, реøая сразу
систеìу из пяти аëãебраи÷еских уравнений (25), (28).

Движение ГОЗМ при наличии внешнего момента

Теперü рассìотриì уãëовое переìещение звена
ìанипуëятора поä äействиеì внеøнеãо вращаþ-
щеãо ìоìента τ(t). В этоì сëу÷ае работа внеøних
обобщенных сиë иìеет виä

W = τθ, (29)

ãäе, напоìниì, θ — уãоë поворота ГОЗМ поä äей-
ствиеì ìоìента τ, рассìатриваеìоãо как абсоëþт-
но жесткое теëо. Теперü при повороте общее пере-

ìещение ëþбой то÷ки x ∈ [0, L] äефорìированноãо
звена ìанипуëятора опреäеëяется из соотноøения

y(x, t) = xθ(t) + w(x, t). (30)

Уравнения äвижения ìанипуëятора опреäеëя-
þтся также с испоëüзованиеì принöипа наиìенü-
øеãо äействия Гаìиëüтона и ìетоäа разäеëения
переìенных Фурüе.
Иìееì:
кинети÷еская энерãия звена с наãрузкой

T = J0 (t)2 + ρ(x (t) + (x, t))2dx +

+ mL(L (t) + (L, t))2; (31)

потенöиаëüная энерãия звена

U = EI(w′′(x, t)2dx; (32)

работа внеøних сиë

W = τ(t)θ(t). (33)

Вариаöия интеãраëа äействия (1) äëя соотноøе-
ний (31)—(33) с испоëüзованиеì принöипа наи-
ìенüøеãо äействия и усëовия (2) привоäит к сëе-
äуþщиì соотноøенияì.
Вариации кинетической энергии для интеграла
действия
1) первая коìпонента

δ J0 (t)2 dt = –J0 (t)δθ(t); (34)

2) вторая коìпонента

δ ρ(x (t) + (x, t))2dx dt =

= ρx2 (t)δ (t)dx dt + ρx (t)δ (x, t)dx dt +

+ ρx (x, t)δ (t)dx dt +

+ ρ (x, t)δ (x, t)dx dt.

Поэëеìентно:
2а)

ρx2 (t)δ (t)dx dt = – (t)δθ(t)dt; (35)

φ(0) = B + D = 0;
φ′(0) = Aβ + Cβ = 0;
φ′′(L) = –Asin(βL)β2 – Bcos(βL)β2 +
+ Csh(βL)β2 + Dch(βL)β2 = 0;

φ′′′(L) + φ(L) = –Acos(βL)β3 + Bsin(βL)β3 +

+ Cch(βL)β3 + Dsh(βL)β3 + (Asin(βL) +

+ Bcos(βL) + Csh(βL) + Dch(βL)) = 0.

β4mL

ρ
----------

mLβ4

ρ
----------

βi
2 EI

ρ
-----

 
0

L

∫

1
2
-- θ· 1

2
--  

0

L

∫ θ· w·

1
2
-- θ· w·

1
2
--  

0

L

∫

 
t1

t2

∫
1
2
-- ⎝

⎛ θ· ⎠
⎞ θ··

 
t1

t2

∫
0

L

∫⎝
⎜
⎛

θ· w·
⎠
⎟
⎞

 
t1

t2

∫
0

L

∫⎝
⎜
⎛

θ· θ·
⎠
⎟
⎞

 
t1

t2

∫
0

L

∫⎝
⎜
⎛

θ· w·
⎠
⎟
⎞

 
t1

t2

∫
0

L

∫⎝
⎜
⎛

w· θ·
⎠
⎟
⎞

 
t1

t2

∫
0

L

∫⎝
⎜
⎛

w· w·
⎠
⎟
⎞

 
t1

t2

∫
0

L

∫⎝
⎜
⎛

θ· θ·
⎠
⎟
⎞

 
t1

t2

∫
ρL3

3
------- θ··



388 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 6, 2017

2б)

ρx (t)δ (x, t)dx dt = – ρx (t)δw(x, t)dx dt =

= – ρx (t) φi(x)δqi(t)dx dt =

= – ai1 (t)δqi(t)dt, (36)

ãäе

ai1 = ρxφi(x)dx, i = 1, 2, ..., nf ; (37)

2в)

ρx (x, t)δ (t)dx dt = – ρx (x, t)δθ(t)dx)dt =

= – ρx φi(x) (t)dx δθ(t)dt =

= – ai1(t) (t)δθ(t)dt; (38)

2ã)

ρ (x, t)δ (x, t)dx dt =

= – ρ (x, t)δw(x, t)dx dt =

= – ρ φi(x) (t) φj(x)δqj(t)dx)dt =

= – ρ φi(x)φj(x) (t)δqj(t)dx dt;

3) третüя коìпонента

δ mL(L (t) + (L, t))2 dt =

= –mL (L (t) + (L, t))(Lδθ(t) + δw(L, t))dt =

= –mL L2 (t)δθ(t)dt – mL L (t)δw(L, t)dt –

– mL L (L, t)δθ(t)dt – mL (L, t)δw(L, t)dt. (39)

Поэëеìентно:
3а)

mL L2 (t)δθ(t)dt = mLL2 (t)δθ(t)dt; (40)

3б)

mL L (t)δw(L, t)dt = mLL (t) φi(L)δqi(t)dt =

= mLL φi(L) (t)δqi(t)dt =

= ai2 (t)δqi(t)dt, (41)

ãäе

ai2 = mLLφi(L), i = 1, 2, ..., nf ; (42)

3в)

mL L (L, t)δθ(t)dt = mLL φi(L) (t)δθ(t)dt =

= ai2(t) (t)δθ(t)dt; (43)

3ã)

mL (L, t)δw(L, t)dt =

= mL φi(L) (t) φj(L)δqj(t)dt =

= mL φi(x)φj(x) (t)δqj(t)dt. (44)

Вариаöия потенöиаëüной энерãии поëу÷ена вы-
øе при вывоäе уравнений äëя опреäеëения собст-
венных форì и ÷астот коëебаний. Поэтоìу приво-
äиì сразу резуëüтат из выражения (22):

–δ EI(w′′(x, t))2dx = – EIw′′(x, t)δw′′(x, t) dx =

= – EIw′′′(L, t)δw(L, t) – EIw′′′′(x, t)δw(x, t)dx dt =

= – δij qi(t)δqj(t)dt. (45)
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Вариаöия внеøней активной работы:

δ W(t)dt  = τ(t)δθ(t)dt. (46)

Теперü, соãëасно основной теореìе и ëеììе ва-
риаöионноãо ис÷исëения, собереì все коìпонен-
ты, связанные с кажäой из независиìых вариаöий,
вìесте и приравняеì поëу÷енные выражения ну-
ëþ. В резуëüтате поëу÷аеì äифференöиаëüные
уравнения, описываþщие äинаìику ГОЗМ. Иìееì:
Вариация δθ(t): из выражений (34), (35), (40), (38),
(43), (46)

(t) + (ai1 + ai2) (t) =

= JΣ (t) + ai (t) = τ(t), (47)

ãäе

JΣ = J0 +  + mLL2;

ai = ai1 + ai2 = ρxφi(x)dx + mLLφi(L),

i = 1, 2, ..., nf.

Вариация δqi(t): из выражений (39), (44), (45), (41),
(36) с у÷етоì усëовия ортоãонаëüности (23) =
= (39) + (44)

(t) + qi(t) + (ai1 + ai2) (t) =

= (t) + qi(t) + ai (t) = 0, i = 1, 2, ..., nf . (48)

Из поëу÷енных резуëüтатов виäно, ÷то уравнение
Эйëера—Бернуëëи (9) свобоäноãо ГОЗМ äëя вра-
щаþщейся упруãой баëки äопоëняется коìпонен-
той из уравнения (36), а иìенно,

δw(x, t): ρ(x (t) + (x, t)) + EIw′′′′(x, t) = 0. (49)

Уравнения (47), (48) описываþт äинаìику ГОЗМ
с наãрузкой, но при отсутствии äиссипаöии энер-
ãии. В реаëüных объектах (привоäах и упруãих баë-
ках) всеãäа иìеþт ìесто äиссипативные сиëы äëя
рассеивания энерãии, поэтоìу в уравнениях (47),
(48) äобавиì äиссипативные составëяþщие. Поëу-
÷иì окон÷атеëüные уравнения äинаìики ГОЗМ:

Σ: JΣ (t) + γ (t) + ai (t) = τ(t);

(t) + 2ξiωi (t) + qi(t) + ai (t) = 0,

i = 1, 2, ..., nf, (50)

ãäе γ — коэффиöиент вязкоãо трения в привоäе;
0 < ξi n 1 — коэффиöиент äеìпфирования упруãих

äефорìаöий äëя i-й ãибкой ìоäы.

Заключение

На основе принöипа наиìенüøеãо äействия Га-
ìиëüтона поëу÷ены äифференöиаëüные уравнения
äвижения ГОЗМ, которые ìожно испоëüзоватü äëя
реøения заäа÷ управëения. Преäставëены уравне-
ния äëя опреäеëения собственных форì и ÷астот
ìанипуëятора. Поëу÷енная ìатеìати÷еская ìоäеëü
у÷итывает тоëüко ìассу наãрузки, которая перено-
сится схватоì, т. е. не у÷итывается ìоìент инерöии
наãрузки, с÷итаеì ìассу наãрузки то÷е÷ной. Есëи
у÷итывается ìоìент инерöии наãрузки, то необхоäи-
ìо äоопреäеëитü ãрани÷ное усëовие (11) и вкëþ÷итü
изãибаþщий ìоìент от наãрузки на конöе ГОЗМ.
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The links, presently used in most of the industrial robots-manipulators, are rigid and heavy, which allows us to neglect
deformations during the working operations. Such kind of a robot has certain drawbacks: low speed; high energy consumption;
low payload-to-weight ratio, etc. Application of the robots with lightweight links gives a number of advantages. Namely: better
payload-to-weight ratio; higher speed of movement; increased safety; lower energy consumption; bigger working space with the
use of lengthened links; and lower cost. However, such type of a manipulator has an essential drawback — flexibility of a link,
which complicates its mathematical model. The flexible single-link manipulator considered in the article as a control object
has been attractive for the control specialists for a long time. A regular approach to the design control systems begins with de-
velopment of a mathematical model of a plant, which describes its dynamic properties in the best way. However, an analysis
of the numerous articles and monographs on the problem revealed noticeable distinctions in the used mathematical models,
while the initial data concerning the design and operation of the manipulator were the same. Especially this concerns the
boundary conditions, the orthogonality conditions and expressions for the flexible mode shapes. In this paper all the formulas
for the free and forced motions of the flexible manipulator were received only on the basis of the Hamilton's principle and as-
sumed mode method, namely: the governing equation of motion — Euler-Bernoulli equations, boundary conditions, orthog-
onality conditions, expressions for the mode shapes and also finite dimensional approximation of the model in the state space.
The development of the appropriate formulas is described in every detail.

Keywords: Hamilton's principle, flexible manipulator, mathematical model, Euler-Bernoilli equation, assumed mode
method, boundary conditions, orthogonality conditions
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