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Необходимые условия максимального быстродействия
линейных динамических систем

Введение

Основныì показатеëеì ка÷ества ëþбой систеìы
автоìати÷ескоãо управëения техни÷ескиì объектоì
явëяется ее быстроäействие. Дëя ìноãих же техно-
ëоãи÷еских проöессов, произвоäственных аãреãатов
жеëатеëüно, ÷тобы систеìы управëения, вхоäящие
в их состав, отве÷аëи критериþ оптиìаëüности по
быстроäействиþ, который непосреäственно опре-
äеëяет их эффективностü функöионирования, про-
извоäитеëüностü. Оäнако строãое реøение заäа÷ оп-
тиìаëüноãо управëения по критериþ быстроäейст-
вия в форìе обратной связи преäставëяет
серüезнуþ теорети÷ескуþ пробëеìу äаже äëя ëи-
нейных объектов относитеëüно невысокоãо поряäка
(n = 3, 4, 5). Действитеëüно, заäа÷а быстроäействия
поëностüþ реøена äëя объектов второãо поряäка
ìетоäоì фазовой пëоскости [1, 2]. Дëя объектов
третüеãо поряäка быстроäействуþщее управëение
то÷но (анаëити÷ески) найäено тоëüко в отäеëüных
÷астных сëу÷аях [1]. Соответственно, äëя объектов
÷етвертоãо и боëее высоких поряäков анаëити÷е-
ские реøения заäа÷и быстроäействия практи÷ески
неизвестны [3]. С äруãой, прикëаäной то÷ки зре-
ния реаëизаöия строãо оптиìаëüных по быстро-
äействиþ реëейных аëãоритìов управëения, отëи-
÷аþщихся ìатеìати÷еской сëожностüþ, серüезно
затруäнена и соответственно требует ìноãократно
боëüøих техни÷еских и эконоìи÷еских затрат в
сравнении с ëинейныìи аëãоритìаìи управëения.
При этоì отìетиì, ÷то приìенение строãо опти-
ìаëüных реëейных аëãоритìов в усëовиях äейст-
вия интенсивных сëу÷айных возìущений явëяется
и неöеëесообразныì по при÷ине увеëи÷ения иìи
среäнекваäрати÷ной оøибки реãуëирования систе-
ìы по сравнениþ с теìи же ëинейныìи законаìи
управëения [4]. Необхоäиìо также поä÷еркнутü,
÷то боëее 90 % прикëаäных заäа÷ управëения тех-
ни÷ескиìи объектаìи реøаþтся с испоëüзованиеì
ëинейных законов обратной связи, наприìер,
станäартных П, ПИ и ПИД реãуëяторов [5].
В связи с указанныìи при÷инаìи в äанной ра-

боте рассìатривается заäа÷а синтеза ëинейной
систеìы управëения с ìиниìаëüныì вреìенеì пе-
рехоäных проöессов, пониìаеìыì в сìысëе кëас-

си÷еской теории систеì автоìати÷ескоãо управëе-
ния. Данная известная заäа÷а управëения соãëасно
анаëизу работ [11—14] äëя ìноãих объектов реøа-
ется прибëиженныìи способаìи, а äëя некоторых
объектов, описываеìых переäато÷ныìи функöия-
ìи с поëþсаìи и нуëяìи неустой÷ивоãо характера,
явëяется нереøенной. Ниже преäëаãается реøение
äанной заäа÷и в ее новой постановке, у÷итываþ-
щей оãрани÷ение на перереãуëирование синтези-
руеìой систеìы управëения.

1. Постановка задачи управления

Рассìотриì оäноìерные объекты с постоянныìи
параìетраìи, äинаìика которых аäекватно описы-
вается переäато÷ной функöией (ПФ)

W(p) =  = , 

m m n – 1, (1)

общеãо виäа, а их сиãнаë управëения поä÷иняется
оãрани÷ениþ |u(t)| m umax.
Дëя äанных объектов сфорìуëируеì заäа÷у

ìаксиìаëüноãо быстроäействия анаëоãи÷но заäа÷е
управëения, реøаеìой в работе [14]: требуется
найти передаточную функцию регулятора, переводя-
щего объект (1) из начального нулевого состояния в
конечное, определяемое заданием xz, с минимальным
значением времени переходных процессов системы tпп
и заданным значением перерегулирования

σ m σ*. (2)

Напоìниì, ÷то вреìенеì перехоäных проöес-
сов ëинейной систеìы автоìати÷ескоãо управëе-
ния (САУ) называþт наиìенüøее вреìя, по исте-
÷ении котороãо откëонение реãуëируеìой выхоä-
ной переìенной от установивøеãося зна÷ения не
превыøает некоторой заäанной веëи÷ины Δ [13].
В äаëüнейøеì äëя конкретности приниìается зна-
÷ение Δ = e–π•100 % = 4,321 %.
Поä÷еркнеì, ÷то в отëи÷ие от кëасси÷еской за-

äа÷и оптиìаëüноãо быстроäействия, реøениеì ко-
торой явëяется реëейный аëãоритì управëения,

Для линейных непрерывных объектов высокого порядка рассматривается задача синтеза при учете имеющихся ограничений
на управление и перерегулирование оптимального регулятора с минимальным временем регулирования, понимаемым в смысле
классической теории автоматического управления. В форме теоремы сформулированы необходимые условия максимального
быстродействия линейных систем, определяющие распределение полюсов оптимальной замкнутой системы управления.
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сфорìуëированная заäа÷а называется заäа÷ей ìак-
сиìаëüноãо быстроäействия ëинейной систеìы.
Она бëизка к заäа÷е, иссëеäуеìой в работе [14], и
отëи÷ается от посëеäней тоëüко у÷етоì оãрани÷е-
ния (2). Необхоäиìо поä÷еркнутü, ÷то перереãуëи-
рование σ* явëяется важнейøиì показатеëеì ка-
÷ества проектируеìой САУ, который, с оäной сто-
роны, характеризует запас устой÷ивости систеìы,
а с äруãой, важное техноëоãи÷еское оãрани÷ение,
обеспе÷иваеìое систеìой. Наприìер, äëя опреäе-
ëенных эëектротерìи÷еских систеì перереãуëиро-
вание вообще искëþ÷ается в öеëях обеспе÷ения
сохранности наãреватеëüных эëеìентов и проäëе-
ния срока их экспëуатаöии. Поэтоìу зна÷ение σ*
äëя проектируеìой систеìы, как правиëо, оãова-
ривается. В äанной работе, иìеþщей теорети÷е-
ский характер, äëя опреäеëенности приниìается
σ* = Δ = 4,321 %.
В работе [14] быстроäействуþщий реãуëятор

отыскивается в форìе переäато÷ной функöии опре-
äеëенной структуры с испоëüзованиеì ìетоäа син-
теза по жеëаеìой переäато÷ной функöии, опреäе-
ëяеìой, в своþ о÷ереäü, в форìе норìированной
ПФ иëи переäато÷ной функöии в форìе Выøнеã-
раäскоãо. Как известно, произвоëüная ПФ (1) ìожет
бытü преобразована в норìированнуþ заìеной пе-

реìенной p новой переìенной q = αp, α = :

(q) = , (3)

ãäе

 = ,  = ,

i = 0, 1, ..., m; k = 1, 2, ..., n – 1.

Заìена p = q/α переìенной преобразования
Лапëаса равносиëüна заìене t = ατ äëя переìенной
ориãинаëа и уìножения изображения на α. Так как
уìножение перехоäной функöии на константу не
вëияет на вреìя реãуëирования, то вреìя реãуëи-
рования исхоäной систеìы tпп и вреìя реãуëиро-
вания τпп äëя систеìы с норìированной переäа-
то÷ной функöией связано соотноøениеì tпп = ατпп.
Друãие пряìые показатеëи ка÷ества, в тоì ÷исëе
перереãуëирование, äëя систеì управëения с ис-
хоäной и норìированной переäато÷ныìи функ-
öияìи совпаäаþт.
Всëеä за работаìи [11, 12] в статüе [14] в ка÷е-

стве жеëаеìой (оптиìаëüной) переäато÷ной функ-
öии испоëüзуется норìированная функöия виäа
Wн(q) = 1/N(q), при÷еì характеристи÷еский поëи-
ноì N(q) иìеет коìпëексные корни с оäинаковыìи
вещественныìи ÷астяìи η и ìниìыìи ÷астяìи,
образуþщиìи арифìети÷ескуþ проãрессиþ с раз-
ностüþ и первыì ÷ëеноì, равныì γ. В работе [11]
показано, ÷то существует ìиниìаëüное зна÷ение

μ = γ/η, при котороì вреìя реãуëирования систе-
ìы ìиниìаëüно. Ниже, в соответствии с этой ра-
ботой, привоäятся характеристи÷еские поëиноìы
äëя трех зна÷ений степеней, на÷иная с n = 2, при
оптиìаëüных зна÷ениях μ:

n = 2: N2(q) = q2 + 1,38q + 1;

n = 3: N3(q) = q3 + 2,05q2 + 2,3q + 1; (4)

n = 4: N4(q) = q4 + 2,6q3 + 3,8q2 + 2,8q + 1.

Даëее автор работы [14], зная описание объекта
(1) и жеëаеìуþ переäато÷нуþ функöиþ заìкнутой
систеìы Wн(q) = 1/N(q) с поëиноìаìи (4), извест-
ныì ìетоäоì синтеза опреäеëяет оптиìаëüнуþ ПФ
искоìоãо реãуëятора. Рассìотренное реøение за-
äа÷и быстроäействия иìеет сëеäуþщие неäостатки: 

1) как буäет показано äаëее, поëиноìы (4), сте-
пенü которых выøе äвух, не обеспе÷иваþт ìакси-
ìаëüноãо быстроäействия САУ; 

2) преäëоженное реøение не у÷итывает оãрани-
÷ение на перереãуëирование синтезируеìой систе-
ìы, которое явëяется основныì показатеëеì ка÷е-
ства äëя поäавëяþщеãо ÷исëа систеì управëения и
оказывает существенное вëияние на äëитеëüностü
ее перехоäных проöессов; 

3) испоëüзуеìый ìетоä синтеза в сиëу еãо осо-
бенностей приìениì не ко всеì объектаì с пе-
реäато÷ныìи функöияìи (1). (Этот неäостаток
ëу÷øе искëþ÷итü — в äанной работе он не устра-
няется.)
Ниже преäëаãается поäхоä к синтезу ëинейных

систеì управëения с ìаксиìаëüныì быстроäейст-
виеì, практи÷ески свобоäный от указанных неäос-
татков.

2. Необходимые условия 
максимального быстродействия

В основе преäëаãаеìоãо поäхоäа ëежит испоëü-
зование усëовий быстроäействия, сфорìуëирован-
ных в сëеäуþщей теореме: ëинейная äинаìи÷еская
систеìа ÷етноãо поряäка с переäато÷ной функöией
виäа W(p) = K/A(p), в которой перереãуëирование
не äоëжно превыøатü заäанное зна÷ение σ*, а сиã-
наë управëения — оãрани÷ения |u(t)| m umax, ìожет
иìетü ìиниìаëüное вреìя перехоäных проöессов,
опреäеëяеìое с испоëüзованиеì зоны Δ = σ*, есëи

1) ее характеристи÷еские ÷исëа (поëþса) распо-
ëожены на окружности

|p1| = |p2| = ... = |pn| = R, (5)

раäиус которой R выбирается из усëовия выпоëне-
ния оãрани÷ения на сиãнаë управëения;

2) выбранное распоëожение поëþсов вäоëü ок-
ружности обеспе÷ивает систеìе перереãуëирова-
ние, равное заäанноìу зна÷ениþ

σ = σ*. (6)

a0/an
n

W
b0q

m b1q
m 1– b2q

m 2– … bm+ + + +

qn a1q
n 1– a2q

n 2– … an 1– q 1+ + + + +
----------------------------------------------------------------------------

bi
bi

anαm i–
--------------- ak

ak

anαm k–
----------------
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Преäваритеëüно, переä äоказатеëüствоì теоре-
ìы, отìетиì, ÷то распреäеëение поëþсов опти-
ìаëüной систеìы управëения не÷етноãо поряäка
уäовëетворяет усëовиþ (5) ëиøü прибëиженно.
Это усëовие первона÷аëüно быëо сфорìуëировано
в форìе ãипотезы в работе [15], в которой отìе÷а-
ëасü принаäëежностü окружности (5) поëþсов
фиëüтров Баттерворса.
Также необхоäиìо поä÷еркнутü, ÷то в теореìе

рассìатривается ÷астный, но важный äëя практи-
ки управëения сëу÷ай назна÷ения веëи÷ины σ* = Δ
перереãуëирования систеìы, который опреäеëяет
возìожностü ее приìенения к реøениþ в ëинейноì
прибëижении актуаëüной, так называеìой заäа÷и
быстроäействия по нескоëüкиì (оäной) фазовыì
коорäинатаì [16]. Она форìуëируется сëеäуþщиì
образоì: найти управëение в форìе обратной свя-
зи u(X), перевоäящее объект (1) из на÷аëüноãо со-
стояния X(0) = X0 в жеëаеìуþ обëастü

|x1(T)| m Δ1; |x2(T)| m Δ2; ...; |xk(T)| m Δk; k < n,

(Δi, i = 1, 2, ..., k, — поëожитеëüные ÷исëа, харак-
теризуþщие заäаннуþ то÷ностü реãуëирования сис-
теìы по соответствуþщей фазовой коорäинате,
преäставëяþщей откëонение опреäеëенной пере-
ìенной от заäанноãо режиìа) за ìиниìаëüное вре-
ìя Т, при÷еì при t > T синтезируеìая заìкнутая
систеìа управëения остается в указанной жеëаеìой
обëасти.
Сфорìуëированная заäа÷а быстроäействия по

нескоëüкиì коорäинатаì явëяется обобщениеì
кëасси÷еской заäа÷и оптиìаëüноãо быстроäействия:
она трансфорìируется в посëеäнþþ при k = n и
εi = 0; i = 1, 2, ..., n. Соответственно при k = 1 за-
äа÷а управëения, называеìая заäа÷ей быстроäей-
ствия оäной коорäинаты, явëяется ìатеìати÷ески
наибоëее простой из рассìатриваеìых, но в то же
вреìя иìеþщей боëüøое инженерное зна÷ение, так
как, наприìер, при Δ1 = 0,05 указанное вреìя Т сов-
паäает с опреäеëениеì вреìени перехоäноãо про-
öесса систеìы в кëасси÷еской теории управëения.
Доказательство условия (5). При установëении

равенства (5) буäеì исхоäитü из сëеäуþщеãо факта
кëасси÷еской теории автоìати÷ескоãо управëения:
существует ëинейная заìкнутая систеìа n-ãо по-
ряäка с ìаксиìаëüныì быстроäействиеì, которая
явëяется асиìптоти÷ески устой÷ивой систеìой и
соответственно, в общеì сëу÷ае, описывается пе-
реäато÷ной функöией, иìеþщей некоторое ÷исëо
2γ коìпëексных поëþсов с отриöатеëüной ÷астüþ
и n – 2γ вещественных отриöатеëüных поëþсов:

W(p) = 1/ (Tip + 1) ( p2 + 2ζiTj p + 1). (7)

Отìетиì, ÷то переäато÷ная функöия (7) соот-
ветствует систеìе, преäставëяþщей посëеäова-
теëüное соеäинение опреäеëенноãо ÷исëа апери-
оäи÷еских и коëебатеëüных звенüев, характеризуþ-

щихся постоянныìи вреìени Ti и коэффиöиентаìи
äеìпфирования ζi, при÷еì коэффиöиент усиëения
систеìы усëовно приниìается равныì еäиниöе
(он не вëияет на вреìя ее перехоäных проöессов).
Поä÷еркнеì, ÷то в äанной работе рассìатривается
оãрани÷енный кëасс быстроäействуþщих систеì,
описываеìый ПФ, ÷исëитеëü которых явëяется
константой. Анаëоãи÷ный кëасс систеì управëе-
ния иссëеäоваëся и в работе [14].
При реøении сфорìуëированной заäа÷и ìак-

сиìаëüноãо быстроäействия систеìы (7) воспоëü-
зуеìся преобразованиеì (3) и в äаëüнейøеì äан-
нуþ заäа÷у буäеì рассìатриватü приìенитеëüно к
систеìе с ПФ

W(q) = 1/ ( q + 1) ( q2 + 2ζj p + 1),(8)

в которой безразìерные (относитеëüные) постоян-
ные вреìени связаны соотноøениеì

 = 1. (9)

Поä÷еркнеì, ÷то преобразование (3), осуществ-
ëяþщее перехоä к испоëüзованиþ относитеëüноãо
вреìени, не изìеняет коэффиöиенты äеìпфиро-
вания ζi систеìы и, соответственно, не изìеняет
характер (форìу) ее перехоäных проöессов, а из-
ìеняет тоëüко ìасøтаб изображения перехоäных
проöессов во вреìени.
При реøении сфорìуëированной заäа÷и ìак-

сиìаëüноãо быстроäействия воспоëüзуеìся также
физи÷ески ясныì фактоì, вытекаþщиì из основ
теории автоìати÷ескоãо управëения, ÷то вреìя пе-
рехоäных проöессов систеìы (8) при фиксирован-
ных зна÷ениях ее параìетров ζi (при фиксирован-
ноì характере перехоäных проöессов) явëяется
возрастаþщей функöией tпп = f( , , ..., )
при увеëи÷ении зна÷ений ее арãуìентов — посто-
янных вреìени , т. е. она иìеет поëожитеëüные
÷астные произвоäные по указанныì арãуìентаì.
Преäпоëожиì, ÷то некоторыì образоì уäаëосü

установитü зна÷ения коэффиöиентов äеìпфирова-
ния ζj, соответствуþщие систеìе ìаксиìаëüноãо
быстроäействия с указанныìи оãрани÷енияìи на пе-
ререãуëирование и сиãнаë управëения. При äанных
фиксированных зна÷ениях параìетров ζj рассìот-
риì заäа÷у оптиìизаöии (ìиниìизаöии) вреìени
перехоäных проöессов систеìы (8) за с÷ет выбора ее

постоянных вреìени , i = 1, 2, ..., n – γ. Дëя опти-

ìизаöии вреìени перехоäных проöессов рассìат-
риваеìой систеìы в соответствии с возрастаþщиì

характероì функöии tпп = f( , , ..., ) не-

обхоäиìо параìетры , i = 1, 2, ..., n – γ, уìенü-

øатü, при÷еì соãëасно оãрани÷ениþ (9) уìенüøение

öеëесообразно осуществëятü äо зна÷ений  = 1.
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Даëüнейøее же уìенüøение  < 1 привеäет к уве-

ëи÷ениþ некоторых äруãих постоянных вреìени

 > 1 и, соответственно, к увеëи÷ениþ вреìени

tпп при выпоëнении сëеäуþщеãо важноãо условия:

все постоянные вреìени  иìеþт оäинаковуþ

степенü вëияния на вреìя перехоäных проöессов
систеìы.
Такиì образоì, при указанноì усëовии прихо-

äиì к вывоäу, ÷то норìированная систеìа (8) ìо-
жет иìетü ìиниìаëüное вреìя перехоäных проöес-
сов, есëи ее постоянные вреìени

 =  = ... =  = 1, (10)

а поëþса ее переäато÷ной функöии

W(q) = 1/ (q + 1) (q2 + 2ζjq + 1) (11)

соответственно распоëожены на окружности еäини÷-
ноãо раäиуса. В этоì сëу÷ае исхоäная (ненорìиро-
ванная) систеìа (7) с у÷етоì соотноøения |pi| = 1/Ti
ìожет иìетü ìаксиìаëüное быстроäействие, есëи
ее поëþсы уäовëетворяþт усëовиþ (5) теореìы.
Есëи же степенü вëияния разëи÷ных Ti на вреìя

tпп неоäинакова, то äëя ìиниìизаöии tпп öеëесо-
образно уìенüøитü зна÷ения Ti с боëüøой степенüþ
вëияния, пожертвовав некоторыì увеëи÷ениеì Ti
с ìаëой степенüþ вëияния. В резуëüтате вектор
зна÷ений (T1, T2, ..., Tn – γ), äоставëяþщий ìини-
ìуì tпп, в этоì сëу÷ае не буäет еäини÷ныì: ÷астü
Ti с боëüøой степенüþ вëияния на tпп буäет ìенü-
øе 1, äруãая — боëüøе 1, но их среäнее зна÷ение
ìожет бытü относитеëüно бëизко к еäиниöе.
Даëüнейøий анаëиз показаë, ÷то постоянные

вреìени апериоäи÷ескоãо и коëебатеëüноãо звенü-
ев по-разноìу вëияþт на äëитеëüностü перехоäных
проöессов систеìы. Этот вывоä непосреäственно
сëеäует из физики äвижения указанных звенüев,
а ìатеìати÷ески выражается в тоì, ÷то äвижение
апериоäи÷ескоãо звена описывается экспоненöи-
аëüной функöией, а коëебатеëüноãо — принöипи-
аëüно иной функöией: произвеäениеì экспоненты
на ãарìони÷еские функöии. В то же вреìя нет ни-
каких оснований с÷итатü, ÷то вëияние на äëитеëü-
ностü перехоäных проöессов систеìы оäнотипных
звенüев (тоëüко апериоäи÷еских иëи тоëüко коëе-
батеëüных) разëи÷но. Оттаëкиваясü от этоãо выво-
äа, при ÷етноì зна÷ении n (усëовие теореìы) пе-
реäато÷нуþ функöиþ быстроäействуþщей систе-
ìы преäставиì посëеäоватеëüныì соеäинениеì
оäнотипных коëебатеëüных звенüев, постоянные
вреìени которых в оäинаковой степени вëияþт на
вреìя ее перехоäных проöессов и поэтоìу их зна-
÷ения T1 = T2 = ... = Tn/2 ≡ T равны, а, соответ-
ственно, поëþсы |pi| = 1/Ti систеìы с ìаксиìаëü-
ныì быстроäействиеì распоëожатся на окруж-

ности раäиуса R = 1/T — усëовие (5) теореìы
äоказано.
Поä÷еркнеì, ÷то быстроäействуþщая систеìа

ìожет соäержатü в своей структуре и апериоäи÷е-
ские звенüя с равныìи постоянныìи вреìени, ко-
торые поëу÷аþтся из указанных коëебатеëüных
звенüев при ζ = 1.
Необхоäиìо отìетитü, ÷то ìенüøее вреìя пере-

хоäных проöессов tпп систеìы äостиãается за с÷ет
боëüøих зна÷ений сиãнаëа управëения, и поэтоìу
÷еì ìенüøе tпп (соответственно, боëüøе раäиус
R = 1/T окружности разìещения поëþсов заìкнутой
систеìы), то теì боëüøе ìаксиìаëüное по ìоäуëþ
зна÷ение управëения |u|. Сëеäоватеëüно, при син-
тезе быстроäействуþщеãо реãуëятора и посëеäуþ-
щеì еãо ìоäеëировании в öеëях выбора зна÷ения
раäиуса R окружности разìещения поëþсов, обес-
пе÷иваþщеãо выпоëнение иìеþщеãося оãрани÷ения
|u(t)| m umax, приìениìо правиëо: ÷еì боëüøе R, теì
боëüøе |u| и теì бëиже прибëижаеìся к ãраниöе
указанноãо оãрани÷ения.
Доказательство условия (6). Рассìотриì систе-

ìу управëения с переäато÷ной функöией

W(q) = 1/ (q2 + 2ζjq + 1), (12)

уäовëетворяþщей ранее äоказанноìу соотноøе-
ниþ (5). Установиì, ÷то äëя поëу÷ения ìиниìаëü-
ноãо вреìени перехоäных проöессов систеìы (12)
необхоäиìо зна÷ения ее коэффиöиентов äеìпфи-
рования ζj выбратü из усëовия (6).
Доказатеëüство äанноãо усëовия провеäеì ìе-

тоäоì от противноãо. Дëя этоãо преäпоëаãаеì, ÷то
САУ с переäато÷ной функöией (12) иìеет σ ≠ σ*.
На÷неì с рассìотрения сëу÷ая, коãäа σ > σ*,

при÷еì перереãуëирование систеìы превыøает ука-
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занный уровенü на ìаëуþ веëи÷ину. В äанноì сëу-
÷ае с у÷етоì зна÷ения Δ = σ* вреìя tпп САУ буäет
опреäеëятüся по второìу, а то и третüеìу ìоìенту
вреìени попаäания в принятуþ зону Δ, ÷то увеëи-
÷ивает зна÷ение вреìени перехоäноãо проöесса
систеìы — это наãëяäно виäно из ãрафиков, преä-
ставëенных на рисунке, показываþщих типовые
перехоäные характеристики звена (12) при относи-
теëüно небоëüøих изìенениях еãо коэффиöиентов
äеìпфирования.
В анаëизируеìоì сëу÷ае вреìя tпп систеìы

ìожно уìенüøитü за с÷ет изìенения параìетров
ее ПФ, сäеëав σ = Δ и, соответственно, перейäя к
опреäеëениþ вреìени перехоäноãо проöесса по
первоìу ìоìенту попаäания в зону Δ (он зäесü так-
же буäет и ìоìентоì вхожäения — äостижения зо-
ны без ее покиäания).
Теперü рассìотриì сëу÷ай систеìы управëения

с перереãуëированиеì σ < σ* = Δ и установиì, ÷то
это уìенüøение перереãуëирования тоже привеäет
к снижениþ быстроäействия систеìы. Дëя этоãо
воспоëüзуеìся известныì аëãоритìоì опреäеëения
перереãуëирования систеìы: 1) из усëовия равен-
ства нуëþ произвоäной (tm) = 0 нахоäится ìоìент
вреìени tm äостижения перехоäной функöией систе-
ìы ìаксиìаëüноãо зна÷ения; 2) нахоäится саìо
ìаксиìаëüное зна÷ение hm = h(tm) и расс÷итыва-
ется перереãуëирование систеìы σ = (hm – hуст) Ѕ
Ѕ 100 %/hуст, hуст = 1.
Наряäу с произвоäной (tm) рассìотриì про-

извоäнуþ (tn) в то÷ке hуст = 1. Отìетиì, ÷то наи-
ìенüøее зна÷ение вреìени, опреäеëяеìое из усëо-
вия h(tn) = 1, в теории управëения называется
вреìенеì нарастания систеìы и испоëüзуется сов-
ìестно с tпп äëя оöенки быстроäействия систеì,
иìеþщих апериоäи÷еские и коëебатеëüные пере-
хоäные проöессы. Есëи ãипотети÷ески преäпоëо-
житü, ÷то в то÷ке h(tn) = 1 произвоäная (tn) равня-
ëасü бы нуëþ, то о÷евиäно, ÷то рассìатриваеìая
систеìа иìеëа бы перехоäные проöессы без перере-
ãуëирования, при÷еì их äëитеëüностü совпаäаëа бы
с tn. Но произвоäная (tn) ≠ 0, и систеìа äвижется
äаëее к то÷ке hm = h(tm), tm > tn. Из äанноãо физи÷е-
скоãо сìысëа произвоäной (tn) в то÷ке h(tn) = 1 и
указанноãо аëãоритìа опреäеëения перереãуëиро-
вания вытекает вывоä: боëüøее зна÷ение перере-
ãуëирования систеìы äостиãается за с÷ет боëее вы-
сокой скорости (tn) и, соответственно, ìенüøеãо
вреìени tn, которое в первоì прибëижении ìожно
оöенитü зна÷ениеì 1/ (tn). Отсþäа сëеäует, ÷то при
уìенüøении σ < σ* = Δ систеìа буäет иìетü боëü-
øие зна÷ения tn и tпп.
Такиì образоì, анаëиз äвух сëу÷аев (σ > σ* = Δ

и σ < σ* = Δ) показывает, ÷то откëонение перере-
ãуëирования от зна÷ения σ = σ* = Δ как в оäну, так
и в äруãуþ сторону привоäит к увеëи÷ениþ äëитеëü-
ности перехоäноãо проöесса систеìы. Поэтоìу спра-
веäëив вывоä: вреìя перехоäноãо проöесса ëинейной
САУ структуры (12) ìиниìаëüно при таких параìет-
рах систеìы ζj, которые обеспе÷иваþт выпоëнение

усëовия σ = σ*. Так как ìиниìуì ìожет бытü ëокаëü-
ныì, то усëовие (6) иìеет необхоäиìый характер, ÷то
и указано в форìуëировке теореìы.
Необхоäиìо поä÷еркнутü, ÷то äëя некотороãо

кëасса систеì усëовия теореìы явëяþтся не тоëüко
необхоäиìыìи, но и äостато÷ныìи усëовияìи
ìаксиìаëüноãо быстроäействия. К äанноìу кëас-
су, наприìер, относятся систеìы с перехоäныìи
проöессаìи ìонотонноãо характера, äëя которых
σ = 0 и, соответственно, они иìеþт тоëüко äейст-
витеëüные отриöатеëüные поëþсы. Дëя этих сис-
теì усëовие (5) и оãрани÷ение на управëение оä-
нозна÷но опреäеëяþт параìетры K, T оптиìаëü-
ной переäато÷ной функöии

W(s) = K/(Ts + 1)n,

при÷еì поряäок систеìы n ìожет бытü и не÷етныì.
Данный резуëüтат быë установëен ранее в работах
[11, 14].
Дëя ìноãих объектов усëовия (5), (6) оäнозна÷но

опреäеëяþт параìетры переäато÷ных функöий (7)
заìкнутых оптиìаëüных систеì управëения, зная
которые, с испоëüзованиеì ìетоäа синтеза по же-
ëаеìой переäато÷ной функöии, относитеëüно ëеãко
осуществëяется синтез реãуëятора, обеспе÷иваþ-
щеãо ìаксиìаëüное быстроäействие проектируе-
ìой систеìы. Данный ìетоä поäробно описан в
работах [13, 14]. Так как усëовия теореìы непо-
среäственно опреäеëяþт распреäеëение поëþсов
САУ ìаксиìаëüноãо быстроäействия, то äëя синтеза
таких систеì приìениì также ìетоä ìоäаëüноãо
управëения [13]. Выбор ìетоäа синтеза опреäеëя-
ется техни÷ескиìи усëовияìи реаëизаöии реãуëя-
тора. В ÷астности, есëи изìерениþ äоступна тоëüко
выхоäная коорäината объекта, а не поëностüþ вектор
состояния объекта, то преäпо÷титеëен ìетоä синтеза
по жеëаеìой переäато÷ной функöии систеìы.
Моäеëирование синтезированных систеì управ-

ëения поäтверäиëо необхоäиìостü выпоëнения ус-
ëовий (5) и (6) äëя поëу÷ения в них ìиниìаëüноãо
вреìени перехоäных проöессов.

Заключение

В кëассе ëинейных систеì управëения высокоãо
поряäка, описываеìых переäато÷ныìи функöияìи,
÷исëитеëü которых преäставëяет константу, постав-
ëена и реøена с у÷етоì заäанных оãрани÷ений на
управëение и перереãуëирование заäа÷а синтеза
реãуëятора с ìиниìаëüныì вреìенеì перехоäных
проöессов, пониìаеìыì в сìысëе кëасси÷еской
теории автоìати÷ескоãо управëения.
Основной этап преäëаãаеìоãо поäхоäа синтеза

состоит в опреäеëении оптиìаëüной переäато÷ной
функöии проектируеìой заìкнутой систеìы, струк-
тура которой преäставëяется посëеäоватеëüныì
соеäинениеì опреäеëенноãо ÷исëа апериоäи÷е-
ских и коëебатеëüных звенüев. Доказана теореìа,
устанавëиваþщая, ÷то äëя äостижения ìиниìаëü-
ноãо вреìени перехоäных проöессов в систеìе уп-
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равëения ÷етноãо поряäка указанные звенüя äоëжны
иìетü оäинаковое зна÷ение постоянных вреìени,
которое выбирается из усëовия выпоëнения оãра-
ни÷ения на управëение. Соответственно коэффи-
öиенты äеìпфирования коëебатеëüных звенüев
äоëжны нахоäитüся из усëовия обеспе÷ения заäан-
ноãо зна÷ения перереãуëирования синтезируеìой
систеìы.
Теореìа äоказана äëя ÷астноãо, но важноãо äëя

практики управëения сëу÷ая назна÷ения äопусти-
ìоãо зна÷ения перереãуëирования систеìы, рав-
ноãо веëи÷ине зоны, по которой опреäеëяется вреìя
перехоäных проöессов äанной систеìы управëе-
ния. Это преäопреäеëяет возìожностü приìенения
теореìы к реøениþ в ëинейноì прибëижении так
называеìой заäа÷и быстроäействия по оäной фа-
зовой коорäинате объекта, которая актуаëüна äëя
инженерной практики.
Посëе опреäеëения в соответствии с усëовияìи

теореìы оптиìаëüной переäато÷ной функöии заì-
кнутой систеìы управëения синтез реãуëятора,
обеспе÷иваþщеãо ìаксиìаëüное быстроäействие
проектируеìой систеìе, рекоìенäуется провоäитü
ìетоäоì синтеза по жеëаеìой переäато÷ной функ-
öии иëи ìетоäоì ìоäаëüноãо управëения в зави-
сиìости от техни÷еских усëовий еãо реаëизаöии.
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We formulate and solve the problem of regulator design with minimal transient time (in terms of classical control theory)
under specified constraints on control and overregulation. The problem is solved in a class of linear high-order control systems
described by a transfer function having a constant in the numerator.The main stage of the proposed design approach consists
in the determination of optimal transfer function of closed-loop control system with the structure composed by the sequential
connection of specific number of aperiodic and oscillatory links. We prove the theorem establishing that for even order control
systems these links must have the same values of time constants to provide the minimum transient time, and time constants
must be selected from the condition of satisfying the control constraints. Correspondingly, damping coefficients of oscillatory
links must be determined from the condition of providing the specified overregulation value of designed system. The theorem
is proved for the special, but important for control practice case of specifying the permissible system overregulation value being
equal to the value of the zone, using which the transient time of this control system is determined. This predetermine the pos-
sibility of theorem application to the solution (in the linear approximation) of so-called problem of time-optimality for one phase
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coordinate of an object, which is actual for engineering practice. Conditions of theorem are not only necessary, but also suf-
ficient conditions of time-optimality for several subclasses of control systems. Systems with monotonic transient processes with
prohibited overregulation having, correspondingly, only negative real poles are an example of such subclass. After determi-
nation of optimal transfer function of closed-loop control system subject to theorem conditions, it is recommended to perform
regulator design providing the time-optimality by the synthesis method according to the desired transfer function or by the method
of modal control depending on the technical conditions of regulator realization.

Keyword: linear one-dimensional object, time-optimality criterion, overregulation, poles of optimal system
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