
Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 6, 2017 371

УДК 531.36; 62-50 DOI: 10.17587/mau.18.371-375

В. И. Воротников, д-р физ.-мат. наук, проф., vorot@ntiustu.ru,
Уральский федеральный университет, г. Екатеринбург,

Ю. Г. Мартышенко, канд. физ.-мат. наук, доц., j-mart@mail.ru,
Российский государственный университет нефти и газа, г. Москва

К задаче частичной устойчивости нелинейных дискретных систем

Введение

Дискретные (коне÷но-разностные) систеìы øи-
роко приìеняþтся при ìоäеëировании äискретных
во вреìени проöессов. В сравнении с непрерыв-
ныìи систеìаìи они в ряäе сëу÷аев ìоãут боëее
то÷но отражатü äинаìику ìоäеëируеìых проöессов.
Вìесте с теì, äискретные систеìы явëяþтся äиск-
ретныìи прибëиженияìи иëи разностныìи схеìа-
ìи äëя непрерывных систеì äифференöиаëüных
уравнений, а также составной ÷астüþ ãибриäных
(с иìпуëüсныì эффектоì) систеì, эвоëþöия кото-
рых происхоäит в непрерывно-äискретноì вреìе-
ни. Теории и ìетоäаì ка÷ественноãо иссëеäования
äискретных по вреìени систеì посвящена обøир-
ная ëитература, в тоì ÷исëе ряä ìоноãрафий [1—7].
В äанной статüе рассìатривается неëинейная

äискретная систеìа коне÷но-разностных уравне-
ний общеãо виäа, äëя которой существует "÷асти÷-
ное" (по некоторой ÷асти переìенных) нуëевое поëо-
жение равновесия. Устой÷ивостü и асиìптоти÷еская
устой÷ивостü äанноãо поëожения равновесия, в своþ
о÷ереäü, анаëизируþтся также не по всеì опреäе-
ëяþщиì еãо переìенныì, а по их заäанной ÷асти.
При этоì äеëается äопущение о тоì, ÷то на÷аëüные
возìущения переìенных, не опреäеëяþщих "÷асти÷-
ное" поëожение равновесия, ìоãут бытü боëüøиìи
(принаäëежащиìи произвоëüноìу коìпактноìу
ìножеству) по оäной ÷асти и произвоëüныìи по
оставøейся ÷асти этих переìенных. Дëя сëу÷ая не-
ëинейных систеì обыкновенных äифференöиаëü-
ных уравнений с непрерывной правой ÷астüþ такие
заäа÷и быëи рассìотрены ранее в работах [8, 9].
Дëя реøения поставëенных заäа÷ ÷асти÷ной

устой÷ивости приìеняется äискретный вариант
ìетоäа функöий Ляпунова в соответствуþщей ìо-
äификаöии. Поëу÷ены усëовия ÷асти÷ной устой÷и-
вости указанноãо виäа, обобщаþщие ряä известных
резуëüтатов по ÷асти÷ной устой÷ивости äискрет-
ных систеì. Отìе÷ается, ÷то поскоëüку äопущение
о боëüøих (в сравнении с äопущениеì о произвоëü-
ных) на÷аëüных возìущениях переìенных, не оп-
реäеëяþщих "÷асти÷ное" поëожение равновесия,
привоäит к существенно боëее ìяãкиì требованияì

к функöияì Ляпунова, то преäëоженная коìбини-
рованная постановка заäа÷и ìожет оказатüся приеì-
ëеìыì коìпроìиссоì ìежäу соäержатеëüныì
сìысëоì понятия ÷асти÷ной устой÷ивости и соот-
ветствуþщиìи требованияìи к функöияì Ляпунова.
В ка÷естве сëеäствий поëу÷ены усëовия устой÷и-
вости и асиìптоти÷еской устой÷ивости по ÷асти
переìенных "поëноãо" (по всеì переìенныì) по-
ëожения равновесия äискретных систеì, также
обобщаþщие известные резуëüтаты.
На основе преäëоженной в статüе постановки

заäа÷и ÷асти÷ной устой÷ивости обсужäается воп-
рос унификаöии иссëеäований ÷асти÷ной устой-
÷ивости стаöионарных и нестаöионарных äискрет-
ных систеì.

1. Постановка задачи

Рассìотриì ëинейное äействитеëüное коне÷но-
ìерное пространство векторов x с норìой |x| = max|xi|
(xi — i-я коìпонента вектора x). Ввеäеì разбиение
x = (yт, zт)т (сиìвоë т обозна÷ает транспонирование).
Пустü äана неëинейная систеìа äискретных (ко-

не÷но-разностных) уравнений x(k + 1) = X(k, x(k))
[1—7], которуþ с у÷етоì сäеëанноãо разбиения x =
= (yт, zт)т преäставиì в виäе äвух ãрупп уравнений:

y(k + 1) = Y(k, y(k), z(k)),
z(k + 1) = Z(k, y(k), z(k)). (1.1)

В систеìе (1.1) k = 0, 1, 2, ... — äискретное вреìя.
Есëи иìеет ìесто усëовие Y(k, 0, z(k)) ≡ 0, то

ìножество М = {x(k): y(k) = 0} явëяется "÷асти÷-
ныì" поëожениеì равновесия систеìы (1.1).
Иìея в виäу анаëиз устой÷ивости поëожения

равновесия y(k) = 0 не по всеì опреäеëяþщиì еãо
переìенныì, а тоëüко по их некоторой ÷асти,
преäпоëожиì также, ÷то y = (y1

т, y2
т)т. Буäеì с÷и-

татü, ÷то вектор-функöия X = (Yт, Zт)т, опреäе-
ëяþщая правые ÷асти систеìы (1.1), непрерывна
по x äëя кажäоãо зна÷ения k = 0, 1, 2, ... в обëасти
G = {|y1| < h, |y2| + |z| < ∞}. Кроìе тоãо, с÷итаеì, ÷то
äëя вектор-функöии X равноìерно äëя кажäоãо
зна÷ения k = 0,1,2, ... на кажäоì коìпактноì ìно-
жестве K из ìножества G выпоëнены усëовия

Рассматривается общий класс нелинейных дискретных систем, допускающих "частичное" (по части переменных) нулевое
положение равновесия. В контексте метода функций Ляпунова получены условия устойчивости и асимптотической устой-
чивости данного положения равновесия не по всем определяющим его переменным, а по их заданной части. Обсуждается вопрос
унификации исследований частичной устойчивости стационарных и нестационарных дискретных систем.
Ключевые слова: дискретная (конечно-разностная) система, частичная устойчивость, метод функций Ляпунова



372 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 6, 2017

Коøи—Липøиöа по x. Тоãäа äëя кажäой то÷ки k0,
x0 из обëасти G существует еäинственное реøение
x(k; k0, x0) систеìы (1.1), а "÷асти÷ное" поëожение
равновесия y(k) = 0 явëяется инвариантныì ìноже-
ствоì этой систеìы. Допоëнитеëüно преäпоëожиì
[10], ÷то реøения систеìы (1.1) (y2, z)-проäоëжи-
ìы; это зна÷ит ÷то реøения систеìы (1.1) опреäе-
ëены äëя всех k l k0, при которых |y1(k, k0, x0)| < h.
Преäставиì коìпоненту z вектора x в виäе z =

= (z1
т, z2

т) и обозна÷иì Dδ обëастü зна÷ений x0 та-
ких, ÷то |y0| < δ, |z10| m L, |z20| < ∞; обëастü DΔ по-
ëу÷ается заìеной δ на Δ.
Определения. "Части÷ное" поëожение равнове-

сия y(k) = 0 систеìы (1.1) при больших значениях z10
в целом по z20:

1) y1-устойчиво (устой÷иво по отноøениþ к y1),
есëи äëя ëþбых ε > 0, k0 l 0 и äëя ëþбоãо напереä
заäанноãо ÷исëа L > 0 найäется δ(ε, k0, L) > 0 такое,
÷то неравенство |y1(k, k0, x0)| < ε иìеет ìесто äëя
всех k l k0 и x0 ∈ Dδ;

2) равномерно y1-устойчиво, есëи δ = δ(ε, L);
3) равномерно асимптотически y1-устойчиво, есëи

оно равноìерно y1-устой÷иво и существует Δ(L) > 0
такое, ÷то äëя произвоëüноãо реøения x(k; k0, x0)
систеìы (1.1), äëя котороãо x0 ∈ DΔ, преäеëüное со-
отноøение |y1(k; k0, x0)| = 0, k → ∞ выпоëняется
равноìерно по k0, x0 из обëасти k0 l 0, x0 ∈ DΔ (äëя
ëþбых ÷исеë η > 0, k0 l 0 и ëþбоãо напереä заäан-
ноãо ÷исëа L > 0 найäется öеëое ÷исëо T(L, η) > 0
такое, ÷то |y1(k; k0, x0)| < η при всех k l k0 + T(L, η),
x0 ∈ DΔ).

2. Условия частичной устойчивости

Буäеì рассìатриватü оäнозна÷ные непрерывные
по x при кажäоì k = 0, 1, 2, ... скаëярные функöии
V = V(k, x), V(k, 0) ≡ 0, опреäеëенные в обëасти G.
Анаëоãоì произвоäных таких функöий в сиëу сис-
теìы (1.1) явëяþтся соответствуþщие приращения
этих функöий в сиëу систеìы (1.1), вы÷исëяеìые
по форìуëе ΔV = V(k + 1, X(k, x(k))) – V(k, x(k)).
Дëя нахожäения усëовий ÷асти÷ной устой÷и-

вости также рассìотриì: 
1) вспоìоãатеëüные скаëярные функöии V*(k,y,z1),

V*(y, z1) и вспоìоãатеëüные вектор-функöии m(k, x),
w(x), непрерывные по x при кажäоì k = 0, 1, 2, ...
в обëасти G; 

2) непрерывные ìонотонно возрастаþщие по
r > 0 скаëярные функöии ai(r), ai(0) = 0 (i = 1, 2, 3).
Теорема 1. Допустим, что для системы (1.1) наря-

ду со скалярной V-функцией можно указать вектор-
ную функцию m(k, x), m(k, 0) ≡ 0 такую, что в области

k l 0, |y1| + |m(k, x)| < h1 < h, |y2| + |z| < ∞ (2.1)

выполняются условия

V(k, x) l a1(|y1| + |m(k, x)|), (2.2)

ΔV = V(k + 1, X(k, x(k))) – V(k, x(k)) m 0. (2.3)

Тогда при больших значениях z10 в целом по z20 "час-
тичное" положение равновесия y(k) = 0 системы (1.1):

1) y1-устойчиво, если, кроме того,

V(k, x) m V *(k, y, z1), V *(k, 0, z1) ≡ 0; (2.4)

2) равномерно y1-устойчиво, если

V(k, x) m V *(y, z1), V *(0, z1) ≡ 0. (2.5)

Доказательство. Дëя ëþбых ε > 0, k0 l 0 и äëя
ëþбоãо напереä заäанноãо ÷исëа L > 0, в сиëу непре-
рывности по x при кажäоì k = 0, 1, 2, ... функöии V,
усëовий V(t, 0) ≡ 0 и (2.4), найäется δ(ε, k0, L) > 0
такое, ÷то V(k0, x0) < a1(ε) при x0 ∈ Dδ.
В резуëüтате, у÷итывая соотноøения (2.2) и (2.3),

äëя произвоëüноãо реøения x(k; k0, x0), x0 ∈ Dδ
систеìы (1.1) иìееì неравенства

a1(|y1(k; k0, x0)| + |m(k, x(k; k0, x0))|) m
mV(k, x(k; k0, x0)) m V(k0, x0) < a1(ε).

Иìея в виäу свойства функöии a1(r), поëу÷аеì
|y1(k; k0, x0)| < ε äëя всех k l k0, x0 ∈ Dδ. Первая
÷астü теореìы äоказана.
Есëи усëовие (2.5) иìеет ìесто, то äëя ëþбых

ε > 0, k0 l 0 и äëя ëþбоãо напереä заäанноãо L > 0
найäется δ(ε, L) > 0 такое, ÷то V(k0, x0) < a1(ε) при
x0 ∈ Dδ. Даëüнейøее äоказатеëüство анаëоãи÷но.
Теореìа äоказана.
Теорема 2. Допустим, что для системы (1.1) на-

ряду со скалярной V-функцией можно указать век-
торные функции m(k, x), m(k, 0) ≡ 0 и w(x), w(0) = 0
такие, что в области (2.1) наряду с условиями

a1(|y1| + |m(k, x)|) m V(k, x) m a2(|y1| + |w(x)|), (2.6)

ΔV(k, x) m –a3(|y1(k)| + |w(x(k)|) (2.7)

также выполнено условие (2.5).
Тогда "частичное" положение равновесия y(k) = 0

системы (1.1) равномерно асимптотически y1-ус-
тойчиво при больших значениях z10 в целом по z20.
Доказательство. Равноìерная y1-устой÷ивостü

при боëüøих зна÷ениях z10 в öеëоì по z20 "÷асти÷-
ноãо" поëожения равновесия y(k) = 0 систеìы (1.1)
сëеäует из теореìы 1. Дëя заäанноãо поëожитеëü-
ноãо ÷исëа h1 выбереì Δ(h1, L) > 0 такое, ÷то
из x0 ∈ DΔ сëеäует неравенство V(k0, x0) < a1(h1)
(это ìожно сäеëатü на основании непрерывности
V-функöии по x при кажäоì k = 0, 1, 2, ..., усëовия
V(t, 0) ≡ 0 и усëовия (2.5)). Как и при äоказатеëü-
стве теореìы 1, ìожно показатü, ÷то äëя произвоëü-
ноãо реøения x(k; k0, x0), x0 ∈ DΔ систеìы (1.1)
иìеþт ìесто соотноøения a1(|y1(k; k0, x0)| +
+ |m(k, x(k; k0, x0))|) m V(k, x(k; k0, x0)) m V(k0, x0) <
< a1(h1). Сëеäоватеëüно, |y1(k; k0, x0)| < h1 äëя всех
k l k0, есëи x0 ∈ DΔ.
Пустü 0 < η < Δ и пустü T(L, η) > 0 естü первое

öеëое ÷исëо такое, ÷то

T(L, η) l .
2a2 h1( ) a1 ε( )–[ ]

a3 a2
1– a1 η( )( )( )

---------------------------------
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Покажеì, ÷то V(k*, x(k*; k0, x0)) < a1(η) äëя неко-
тороãо k*∈ (k0, k0 + T). Есëи, от противноãо, нера-
венство a1(η) m V(k, x(k; k0, x0)) m a2(|y1(k; k0, x0)| +
+ |m(k, x(k; k0, x0))|) иìеет ìесто при k*∈ (k0, k0 + T),
тоãäа |y1(k*; k0, x0)| + |m(k*, x(k*; k0, x0))| l a2

–1(a1(η)).
В резуëüтате поëу÷аеì противоре÷ивые соотно-

øения

a1(η) m V(k0 + T, x(k0 + T; k0, x0)) m V(k0, x0),

– a3(a2
–1(a1(η)))T < a(h1) – a3(a2

–1(a1(η)))T < a1(η)

и, сëеäоватеëüно, неравенство V(k*, x(k*; k0, x0)) <
< a1(η) иìеет ìесто äëя некотороãо k* ∈ (k0, k0 + T).
Иìея в виäу, ÷то V-функöия явëяется невозрас-

таþщей вäоëü произвоëüноãо реøения x(k; k0, x0),
x0 ∈ DΔ систеìы (1.1), при всех k l k* иìееì

a1(|y1(k; k0, x0)|) m V(k, x(k; k0, x0)) m
m V(k*, x(k*; k0, x0)) < a1(η).

В резуëüтате неравенство |y1(k; k0, x0)| < η иìеет
ìесто при всех k l k0 + T > k*, есëи x0 ∈ DΔ. Тео-
реìа äоказана.
Замечания. 1. Устой÷ивостü и асиìптоти÷еская ус-

той÷ивостü по всеì переìенныì "÷асти÷ноãо" поëо-
жения равновесия y(k) = 0 систеìы (1.1) рассìот-
рены в работе [6] соответственно в сëу÷ае m(k, x) ≡ 0
и в сëу÷ае m(k, x) ≡ 0, w(x) ≡ 0 при усëовии |y0| < δ,
ãäе δ ìожет зависетü не тоëüко от ε, k0, но и от z0
(это усëовие эквиваëентно усëовияì |y0| < δ, |z0| m L,
ãäе δ зависит не тоëüко от ε, k0, но и от L). Поскоëüку
при этоì усëовия (2.4) и (2.5) сëабее соответствуþ-
щеãо усëовия V(k, 0, z) ≡ 0 в работе [6], то преäëо-
женная коìбинированная постановка заäа÷и ìожет
оказатüся приеìëеìыì коìпроìиссоì ìежäу со-
äержатеëüныì сìысëоì понятия ÷асти÷ной устой-
÷ивости и соответствуþщиìи требованияìи к
функöияì Ляпунова. Устой÷ивостü по ÷асти пере-
ìенных "÷асти÷ноãо" поëожения равновесия äиск-
ретной систеìы (1.1) в ëитературе, по-виäиìоìу,
не рассìатриваëасü.

2. Вспоìоãатеëüная V-функöия и ее приращение
в сиëу систеìы (1.1) в сфорìуëированных теоре-
ìах явëяþтся, вообще ãоворя, знакопереìенныìи
функöияìи в обëасти (сì. по этоìу повоäу также
работу [10])

k l 0, |y1| < h1 < h, |y2| + |z| < ∞. (2.8)

3. В раìках преäëоженноãо поäхоäа существен-
но неëинейные V-функöии ìоãут бытü построены
как кваäрати÷ные форìы V(k, x) ≡ V *(k, y1, m(k, x))
переìенных y1, m, знакоопреäеëенные по всеì пе-
реìенныì.

4. Заäа÷а устой÷ивости по ÷асти переìенных
"÷асти÷ноãо" поëожения равновесия также рас-
сìотрена и äëя неëинейных функöионаëüно-äиф-
ференöиаëüных систеì с посëеäействиеì [11].

Пример. Пустü систеìа (1.1) состоит из уравнений

y1(k + 1) = 1/2y1(k) + y2(k)z1(k),

y2(k + 1) = [1/2 – y1(k)y2(k)z1(k)]z1(k), (2.9)

z1(k + 1) = [1 + 2y1(k)y2(k)z1(k)]y2(k),

z2(k + 1) = eky1(k)z2(k).

Наряäу с V-функöией V(x) =  + 2 z1
2 также

рассìотриì äве вспоìоãатеëüные функöии μ1 = w1 =
= y2z1 такие, ÷то äëя V-функöии выпоëняþтся ус-
ëовия (2.5) и (2.6). Заìетиì, ÷то буäу÷и неëиней-
ной по y1, y2, z1, в то же вреìя V-функöия явëяется
кваäрати÷ной форìой переìенных y1, μ1.
В обëасти (2.1) приращение ΔV äанной V-функ-

öии в сиëу систеìы (2.9) оöенивается сëеäуþщиì
образоì:

ΔV = [1/2y1(k) + y2(k)z1(k)]2 +

+ 2 (k)z1
2(k)[1/2 – y1(k)y2(k)z1(k)]2[1 +

+ 2y1(k)y2(k)z1(k)]2 – (k) – 2 (k)z1
2(k) =

= 1/4 (k) + y1(k)y2(k)z1(k) + (k)z1
2(k) +

+ 1/2 (k)z1
2(k) – 4 (k)y2

4(k)z1
4(k) +

+ 8y1
4(k)y2

6(k)z1
6(k) – (k) – 2 (k)z1

2(k) =

= –3/4 (k) + y1(k)y2(k)z1(k) – 1/2 (k)z1
2(k) –

– 4 (k)y2
4(k)z1

4(k) + 8y1
4(k)y2

6(k)z1
6(k) =

= –3/4 (k) + y1(k)μ1(k) – 1/2μ1
2(k) –

– 4 (k)μ1
4(k) + 8y1

4(k)μ1
6(k) m –γ( (k) + μ1

2(k)),

γ = const > 0,

и в обëасти (2.1) (но не в обëасти (2.8)) выпоëняется
усëовие (2.7).
На основании теореìы 2 "÷асти÷ное" поëожение

равновесия y1(k) = y2(k) = 0 систеìы (2.9) равно-
ìерно асиìптоти÷ески y1-устой÷иво äëя боëüøих
зна÷ений z10 в öеëоì по z20.
Отìетиì, ÷то в обëасти (2.8) приращение вы-

бранной V-функöии в сиëу систеìы (2.9) явëяется
знакопереìенной функöией.

3. Частичная устойчивость
"полного" положения равновесия

Преäпоëожиì, ÷то систеìа (1.1) иìеет "поëное"
поëожение равновесия х(k) = 0 (в этоì сëу÷ае сис-
теìа (1.1) ìожет не иìетü "÷асти÷ноãо" поëожения
равновесия y(k) = 0).
Определения. Поëожение равновесия х(k) = 0

систеìы (1.1) [5, 12]:
1) y1-устойчиво, есëи äëя ëþбых ε > 0, k0 l 0

найäется δ(ε, k0) > 0 такое, ÷то неравенство
|y1(k, k0, x0)| < ε иìеет ìесто äëя всех k l k0 и |x0| < δ;

2) равномерно y1-устойчиво, есëи δ = δ(ε);

y1
2 y2

2

y2
2

y1
2 y2

2

y1
2 y2

2

y2
2 y1

2

y1
2 y2

2

y1
2 y2

2

y1
2

y1
2

y1
2 y1

2
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3) равномерно асимптотически y1-устойчиво, есëи
оно равноìерно y1-устой÷иво и существует Δ > 0
такое, ÷то äëя произвоëüноãо реøения x(k; k0, x0)
систеìы (1.1), äëя котороãо |x0| < Δ, преäеëüное со-
отноøение |y1(k; k0, x0)| = 0, k → ∞ выпоëняется
равноìерно по k0, x0 из обëасти k0 l 0, |x0| < Δ.
Из äоказанных в разäеëе 2 теореì, в ÷астности,

сëеäуþт сëеäуþщие резуëüтаты.
Следствие 1. Предположим, что для системы (1.1)

наряду со скалярной V-функцией можно найти век-
торную функцию m(k, x), m(k, 0) ≡ 0 такую, что в об-
ласти (2.1) имеют место условия (2.2) и (2.3). Тогда
положение равновесия х(k) = 0 системы (1.1) y1-устой-
чиво. Если, кроме того, V(k, x) m V *(x), то положе-
ние равновесия х(k) = 0 равномерно y1-устойчиво.
Следствие 2. Предположим, что для системы (1.1)

наряду со скалярной V-функцией можно найти вектор-
ные функции m(k, x), m(k, 0) ≡ 0 и w(x), w(0) = 0 та-
кие, что в области (2.1) имеют место условия (2.6)
и (2.7). Тогда положение равновесия х(k) = 0 систе-
мы (1.1) равномерно асимптотически y1-устойчиво.
Замечания. 1. Сфорìуëированные резуëüтаты

явëяþтся обобщениеì соответствуþщих резуëüта-
тов, поëу÷енных в работах [1, 2, 5, 12, 13]. Дëя
сравнения, устой÷ивостü по отноøениþ ко всеì
переìенныì поëожения равновесия x(k) = 0 рас-
сìотрена в ìоноãрафии [1]. Усëовия устой÷ивости по
÷асти переìенных поëожения равновесия x(k) = 0
поëу÷ены при преäпоëожениях |x0| < δ [2, 5, 12]
иëи |y0| < δ, |z0| m L [13], а также m(k, x) ≡ 0, w(x) ≡ 0
[2, 5, 12] иëи m(k, x) ≡ 0 [13]. Поэтоìу сфорìуëи-
рованные резуëüтаты об устой÷ивости по ÷асти пе-
реìенных поëожения равновесия x(k) = 0 явëяþт-
ся боëее общиìи.

2. Вспоìоãатеëüная V-функöия и ее прираще-
ние в сиëу систеìы (1.1) в сфорìуëированных
сëеäствиях явëяþтся, вообще ãоворя, знакопере-
ìенныìи функöияìи в обëасти (2.8).

3. "Поëное" поëожение равновесия x(k) = 0 сис-
теìы (2.9) равноìерно асиìптоти÷ески y1-устой-
÷иво на основании сëеäствия 2.

4. К унификации исследований 
частичной устойчивости

Ввоäя обозна÷ения w1 = k, r = k – k0, нестаöи-
онарнуþ систеìу (1.1) преäставиì в виäе стаöи-
онарной äискретной систеìы

x(r + 1) = X(w1(r), x(r)), w1(r + 1) = w1(r) + 1.(4.1)

Заìетиì, ÷то реøение x(k; k0, x0), k l k0 неста-
öионарной систеìы (1.1) эквиваëентно опреäеëя-
ется реøениеì x(r; 0, x0), r l 0 стаöионарной сис-
теìы (4.1).
Есëи систеìа (1.1) äопускает поëожение равно-

весия х(k) = 0, то систеìа (4.1) äопускает "÷асти÷ное"
поëожение равновесия х(r) = 0. В резуëüтате как
заäа÷а устой÷ивости по ÷асти переìенных нуëевоãо
поëожения равновесия, так и заäа÷а устой÷ивости
"÷асти÷ных" поëожений равновесия нестаöионар-

ной систеìы (1.1) своäятся к заäа÷е устой÷ивости по
÷асти переìенных "÷асти÷ноãо" поëожения равно-
весия стаöионарной систеìы (4.1). А иìенно, за-
äа÷а у-устой÷ивости поëожения равновесия х(k) = 0
нестаöионарной систеìы (1.1) своäится к заäа÷е
у-устой÷ивости "÷асти÷ноãо" поëожения равнове-
сия х(r) = 0 стаöионарной систеìы (4.1), а заäа÷а
устой÷ивости "÷асти÷ноãо" поëожения равновесия
у(k) = 0 нестаöионарной систеìы (1.1) своäится к
заäа÷е устой÷ивости "÷асти÷ноãо" поëожения рав-
новесия y(r) = 0 стаöионарной систеìы (4.1). Осо-
бенностü такоãо свеäения состоит в тоì, ÷то в сëу÷ае
равноìерной (иëи неравноìерной) по k0 ÷асти÷-
ной устой÷ивости исхоäной систеìы (1.1) поста-
новки обеих заäа÷ ÷асти÷ной устой÷ивости äëя сис-
теìы (4.1) äоëжны отве÷атü требованиþ "в öеëоì
по w10" (иëи "при боëüøоì w10"). Поскоëüку при
этоì постановки обеих заäа÷ ÷асти÷ной устой÷и-
вости äëя систеìы (4.1) äопускаþт как требование
"в öеëоì по z0", так и требование "при боëüøоì z0",
то в резуëüтате прихоäиì к необхоäиìости анаëиза
заäа÷ ÷асти÷ной устой÷ивости, рассìотренных в
разäеëе 1. Кроìе тоãо, заäа÷а y1-устой÷ивости
"÷асти÷ноãо" поëожения равновесия у(k) = 0 неста-
öионарной систеìы (1.1) также своäится к заäа÷е
y1-устой÷ивости "÷асти÷ноãо" поëожения равновесия
у(r) = 0 стаöионарной систеìы (4.1) в постановке,
рассìотренной в разäеëе 1.
Указанные вывоäы свиäетеëüствуþт о принöипи-

аëüноì äëя теории ÷асти÷ной устой÷ивости äискрет-
ных систеì характере рассìотренных в разäеëе 1 за-
äа÷. Отìетиì, ÷то ранее обсужäаëисü вопросы:
1) унификаöии иссëеäований в заäа÷ах устой÷ивости
по всеì переìенныì нестаöионарных äискретных
систеì и заäа÷ах ÷асти÷ной устой÷ивости стаöионар-
ных äискретных систеì [6]; 2) унификаöии иссëеäо-
ваний ÷асти÷ной устой÷ивости стаöионарных и не-
стаöионарных систеì обыкновенных äифференöи-
аëüных уравнений с непрерывной правой ÷астüþ [9].

Заключение

В работе поëу÷ены усëовия устой÷ивости и
асиìптоти÷еской устой÷ивости по ÷асти переìен-
ных "÷асти÷ноãо" поëожения равновесия неëиней-
ной äискретной (коне÷но-разностной) систеìы в
контексте ìетоäа функöий Ляпунова. В ка÷естве
сëеäствий поëу÷ены усëовия устой÷ивости и асиìп-
тоти÷еской устой÷ивости по ÷асти переìенных
"поëноãо" (по всеì переìенныì) поëожения рав-
новесия äискретных систеì.
Дано сравнение поëу÷енных резуëüтатов с из-

вестныìи резуëüтатаìи по ÷асти÷ной устой÷ивос-
ти äискретных систеì, а также с их анаëоãаìи äëя
непрерывных систеì. Рассìотрен приìер, иëëþст-
рируþщий особенности преäëоженноãо поäхоäа.
Также показано, ÷то преäëоженная в статüе пос-

тановка заäа÷ ÷асти÷ной устой÷ивости позвоëяет
унифиöироватü иссëеäования ÷асти÷ной устой÷и-
вости стаöионарных и нестаöионарных äискрет-
ных систеì.
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It is can identify three main classes of problems broadly characterizing partial stability of a dynamical systems, viz., (1) stability
with respect to a part of the variables of the zero equilibrium position (Lyapunov-Rumyantsev partial stability problem), (2) stability
of the "partial" zero equilibrium position, and (3) stability with respect to a part of the variables of the "partial" zero equilibrium po-
sition. In the problem of stability with respect to a part of the variables of the zero equilibrium position of systems of ordinary dif-
ferential equations with continuous right-side assumes the domain of initial perturbations to be a sufficiently small neighborhood of
the zero equilibrium position. Along with this statement, the case then initial perturbations can be large with respect to one part of
non-controlled variables and arbitrary with respect to their other part is also considered. On the other hand, for stability problem
of "partial" zero equilibrium positions of systems of ordinary differential equations also naturally assume that initial perturbations
of variables that do not define the given equilibrium position can be large with respect to one part of the variables and arbitrary with
respect to their other part. Contrary the assumptions that initial perturbations of this variables are either only arbitrary or only large
the combined assumption made it possible an admissible trade-off between the meaning sense for notion of stability and the respective
requirements on the Lyapunov functions. The article studies the problem of partial stability for nonlinear discrete-time systems: sta-
bility with respect to a part of the variables of "partial" equilibrium position. Initial perturbations of variables that do not define the
given equilibrium position can be large (belonging to an arbitrary compact set) with respect to one part of the variables and arbitrary
with respect to their other part. A conditions of stability of this type are obtained in the context of a discrete analog of the Lyapunov
functions method, which generalize a number of existing results. Example is given. The problem of unification of process of studying
partial stability problems of stationary and non-stationary nonlinear discrete-time systems is also discussed.
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