
Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 6, 2017 363

УДК 681.5 DOI: 10.17587/mau.18.363-370

А. А. Кабанов, канд. техн. наук, доц., KabanovAleksey@gmail.com,
Севастопольский государственный университет

Линеаризация обратной связью
непрерывных и дискретных многомерных систем1

Введение

Оäниì из распространенных ìетоäов анаëиза и
синтеза неëинейных систеì явëяется "обы÷ная"
ëинеаризаöия — ëинеаризаöия, основанная на раз-
ëожении неëинейной функöии в окрестности то÷ки
(функöии), опреäеëяþщей заäанный режиì, в ряä
Тейëора и отбрасывании неëинейных ÷ëенов. Обы÷-
ная ëинеаризаöия заìеняет исхоäнуþ неëинейнуþ
ìоäеëü прибëиженной ëинейной ìоäеëüþ и обëа-
äает ряäоì неäостатков, ÷то в совокупности ìожет
ãарантироватü асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü заì-
кнутой систеìы, синтезированной на основе обы÷-
ной ëинеаризованной ìоäеëи, ëиøü на коне÷ноì
интерваëе, тоãäа как синтезированная ëинейная
систеìа асиìптоти÷ески устой÷ива в öеëоì.
Наряäу с ëинеаризаöией в окрестности то÷ки

рассìатриваþт и äруãой способ ëинеаризаöии, осно-
ванный на преобразовании обратной связüþ [1, 2].
Такой перехоä от неëинейной систеìы к ëинейной
путеì преобразования, вкëþ÷аþщеãо преобразо-
вание обратной связüþ, называþт ëинеаризаöией
обратной связüþ.
Линеаризаöия обратной связüþ (ЛОС) явëяется

не прибëиженныì, а эквиваëентныì преобразова-
ниеì: в резуëüтате ЛОС поëу÷ается систеìа, экви-
ваëентная исхоäной систеìе. При ЛОС исхоäное
управëение u заìеняется новыì управëениеì υ.
Функöия преобразования, кроìе новоãо управëения,
вкëþ÷ает вектор состояния (в ÷астноì сëу÷ае тоëüко
выхоäнуþ переìеннуþ). Поэтоìу при этоì преоб-
разовании объект охватывается обратной связüþ.
В общеì сëу÷ае возникает вопрос: существует ëи

преобразование обратной связüþ, обеспе÷иваþщее
ëинеаризаöиþ той иëи иной систеìы? Широко
известныì поäхоäоì к реøениþ заäа÷и ЛОС яв-
ëяется ìетоä преобразования систеìы к норìаëü-
ной форìе [1, 2]. Чтобы поëу÷итü норìаëüнуþ

форìу систеìы в окрестности некоторой то÷ки,
нужно указатü спеöиаëüнуþ функöиþ — выхоä
систеìы, äëя которой в этой то÷ке опреäеëена отно-
ситеëüная степенü в скаëярноì сëу÷ае иëи векторная
относитеëüная степенü в сëу÷ае векторноãо управëе-
ния. При этоì основная сëожностü при синтезе сиã-
наëа управëения υ закëþ÷ается в перехоäе от преоб-
разованных переìенных к фазовыì переìенныì ис-
хоäной систеìы. Метоä привеäения к норìаëüной
форìе приìениì при собëþäении усëовий управëя-
еìости и инвоëþтивности äëя рассìатриваеìой не-
ëинейной систеìы, ÷то не всеãäа иìеет ìесто.
Друãой поäхоä, преäëоженный в работе [3], за-

кëþ÷ается в приìенении спеöиаëüных преобразо-
ваний поäобия, позвоëяþщих привести систеìу к
канони÷ескоìу виäу, ÷то затеì существенно упро-
щает заäа÷у ëинеаризаöии обратной связüþ. Преäëо-
женные в работе [4] канони÷еские преобразования
позвоëяþт выпоëнитü ëинеаризаöиþ без рас÷ета
вспоìоãатеëüной выхоäной переìенной y = h(x).
Еще оäно преиìущество äанноãо поäхоäа закëþ-
÷ается в боëее простой технике перехоäа от фазо-
вых коорäинат преобразованной систеìы к пере-
ìенныì состояния исхоäной систеìы. Указанный
ìетоä приìениì к непрерывныì и к äискретныì
неëинейныì нестаöионарныì систеìаì. Соответ-
ствуþщие резуëüтаты по синтезу канони÷ескоãо
преобразования äëя систеì со скаëярныì управëе-
ниеì äаны в работах [4, 5].
В äанной статüе преäëаãается развитие сущест-

вуþщих резуëüтатов на сëу÷ай систеì с векторныì
управëениеì. Некоторые резуëüтаты в этоì на-
правëении äëя непрерывных систеì преäставëены
в работе [6]. Статüя построена сëеäуþщиì обра-
зоì: первый разäеë соäержит постановку заäа÷и;
второй разäеë посвящен реøениþ заäа÷и ЛОС äëя
непрерывных и äискретных систеì с векторныì
управëениеì; приìеры построения ЛОС на основе
разработанноãо ìетоäа привоäятся в третüеì раз-
äеëе; в закëþ÷ении преäставëены основные вывоäы.

Рассматриваются нелинейные непрерывные и дискретные динамические системы с векторным управлением. Приводится
явный вид канонического преобразования подобия, обеспечивающего матрице замкнутой преобразованной системы форму Фро-
бениуса. Решение задачи линеаризации обратной связью выполняется на основе представленных преобразований подобия. По-
лученные результаты иллюстрируются примерами для непрерывных и дискретных нелинейных систем.
Ключевые слова: линеаризация обратной связью, многомерная система, каноническое преобразование
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1. Постановка задачи

Рассìатривается неëинейная аффинная систеìа

(t) = f(x) + gi(x)ui (1)

в непрерывноì сëу÷ае, и систеìа виäа

x(k + 1) = f(x(k)) + gi(x(k))ui(k), (1a)

— в äискретноì сëу÷ае, ãäе x ∈ Rn — вектор состоя-
ния; u ∈ Rr — вектор управëения; f(x) и gi(x) — не-
прерывно äифференöируеìые (по всеì арãуìентаì)
функöии с оãрани÷енныìи произвоäныìи.
Пробëеìа ЛОС систеìы (1) (иëи (1a) в äискрет-

ноì сëу÷ае) состоит в поиске невырожäенноãо
преобразования z = TFL(x) и управëения u = uFL,
с поìощüþ которых систеìа (1) (иëи (1a)) ìожет
бытü привеäена к канони÷еской форìе с Фробе-
ниусовой ìатриöей состояния с посëеäней функ-
öионаëüной строкой.
Дëя сëу÷ая скаëярноãо управëения (r = 1) при

усëовии существования некоторой скаëярной не-
прерывно äифференöируеìой функöии h(x) пре-
образование z = TFL(x) опреäеëяется выражениеì
[1, 2]

TFL(x) = (h(x) h(x) ... h(x))т (2)

и ЛОС заäается в виäе

uFL = –α(x)/β(x) + υ/β(x),

α(x) = h(x), β(x) = Lg h(x), (3)

ãäе υ — новый управëяþщий вхоä; h(x) — про-
извоäная Ли i-ãо поряäка от скаëярной функöии
h(x) вäоëü векторноãо поëя f.
Приìенение ЛОС (3) и преобразования (2) при-

воäит систеìу (1) к виäу

(t) = z + υ, (4)

ãäе ( , ) — канони÷еская пара в форìе Брунов-
скоãо (  — Фробениусова ìатриöа,  — стоëбеö,
все эëеìенты котороãо равны 0, а посëеäний равен 1).
Указанная проöеäура синтеза ЛОС называется

ìетоäоì норìаëüной форìы, приìениìостü кото-
роãо обеспе÷ивается собëþäениеì усëовий [1, 2]

Lgh(x) = Lg h(x) = ... = Lg h(x) = 0,

β(x) = Lg h(x) ≠ 0,

÷то не всеãäа иìеет ìесто. В таких ситуаöиях, как
правиëо, поëüзуþтся ìетоäаìи синтеза прибëи-
женной ЛОС [7—10].
В äанной статüе рассìатривается аëüтернатив-

ный поäхоä к синтезу ЛОС, основанный на ис-

поëüзовании канони÷ескоãо преобразования поäо-
бия виäа

z = T(x)x, x = T –1(x)z. (5)

Требуется найти управëение u и ìатриöу T(x)
преобразования (5), которые бы преобразовываëи
систеìу (1) (иëи в äискретноì сëу÷ае систеìу (1a))
к ëинейноìу канони÷ескоìу виäу.
Дëя непрерывных и äискретных неëинейных

систеì со скаëярныì управëениеì такое преобра-
зование быëо преäëожено, соответственно, в рабо-
тах [4, 5]. В äанной работе рассìатривается заäа÷а
приìенения указанноãо поäхоäа в сëу÷ае систеì с
векторныì управëениеì.

2. Решение задач линеаризации обратной связью

2.1. Непрерывные системы

Рассìотриì сна÷аëа систеìу со скаëярныì уп-
равëениеì, т. е. r = 1. Преäставиì систеìу (1) в
форìе ìоäеëи пространства состояний с коэффи-
öиентаìи, зависящиìи от состояния (state-depen-
dent coefficient, SDC-форìа) [11]:

(t) = A(x)x + b(x)u. (6)

Преäпоëожиì, ÷то (nЅn)-ìерная ìатриöа А(х) и
(nЅ1)-ìерный вектор b(х) непрерывны и äиффе-
ренöируеìы, иìеþт оãрани÷енные произвоäные.
Также преäпоëаãается, ÷то пара (A(x), b(x)) явëяется
поëностüþ управëяеìой, т. е. äëя ìатриöы управëя-
еìости систеìы (6) существует такое ÷исëо ε, ÷то

|det(W(x))| > ε > 0, x ∈ Rn, t l t0,

W(x) = (b(x) L1(x)b(x) ... Ln – 1(x)b(x)).

Зäесü Li(x) — ìатриöа i-й произвоäной от век-
тора x в сиëу оäнороäной систеìы (t) = A(x)x, вы-
÷исëяется из соотноøений (зäесü "•" — арãуìент) [4]

L1(•) = A(•), Lk(•) = (d/dt + A(•))Lk – 1(•).

Приìеняя преобразование (5) к выражениþ (6),
поëу÷аеì систеìу (4), äëя которой выпоëняþтся сëе-
äуþщие соотноøения (зависиìостü от x опустиì)

(t) = (z)z + u,

(z) = TAT –1 + T –1 =

= ,

 = Tb = . (7)
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Линеаризуþщее управëение äëя канони÷еской
систеìы (7) ìожно опреäеëитü в виäе обратной связи

u(z) = K(z)z + υ(z), K = –(an(z) an – 1(z) ... a1(z)).(8)

С то÷ки зрения переìенных состояния исхоä-
ной систеìы управëения ЛОС (8) ìожно записатü
в виäе

u(x) = uFL(x) + υ(x) = K(x)T(x)x + GCT(x)x. (9)

Метоäика рас÷ета канони÷ескоãо преобразова-
ния (5) поäробно описана в работе [4]. Запиøеì
тоëüко коне÷ный резуëüтат:

T(x) = {Ti(x)}, i = ,

Ti + 1(x) = ( ) + L1(x) + ... + Li(x),

 = enG
–1(x), en = (0 0 ... 1),

G(x) = (g1, g2, ..., gn), k = ,

gk + 1(x) = Lk(x)b(x) – (Lk – 1(x)b(x)) +

+ (Lk – 1(x)b(x)) + ... + (–1)k b(x), (10)

ãäе  — биноìиаëüные коэффиöиенты (k, j).
Преобразование (5), (10) существует тоãäа и тоëü-

ко тоãäа, коãäа ìатриöа управëяеìости W(x) систе-
ìы (6) — невырожäенная äëя всех x ∈ Rn, t l t0 [4].
В ìноãоìерноì сëу÷ае систеìа (1) в SDC-фор-

ìе заäается уравнениеì

(t) = A(x)x + B(x)u. (11)

Матриöы А(х) и В(х) — (nЅn)-ìерная и (nЅr)-
ìерная соответственно, непрерывны и äифференöи-
руеìы, иìеþт оãрани÷енные произвоäные. Преäпо-
ëожиì, ÷то систеìа управëяеìа, т. е. преäпоëаãа-
ется, ÷то nЅ(nr)-ìерная ìатриöа управëяеìости

W(x) = (B(x) L1(x)B(x) ... Ln – 1(x)B(x)) (12)

иìеет ранã n äëя всех x ∈ Rn, t l t0.

Канони÷еское преобразование поäобия строится
из независиìых стоëбöов ìатриöы управëяеìости
(12). Первыì øаãоì в построении äанноãо преоб-
разования поäобия явëяется выбор n ëинейно не-
зависиìых векторов из nr стоëбöов ìатриöы уп-
равëяеìости.
С систеìой (11) буäеì ассоöиироватü n ÷исеë r0,

r1, ..., rn – 1 [12] (зависиìостü от x опустиì):

r0 = rankB, 1 m j m n – 1;

rj = rank(B, AB, ..., A jB) – rank(B, AB, ..., A j – 1B).

Кроìе тоãо, 0 m rj m r äëя 0 m j m n – 1 и rj = n,

r0 l r1 l ... l rn – 1.

С кажäыì стоëбöоì B(x) ìожно связатü ÷исëа pi

(pi — это ÷исëо rj l i), такие ÷то p1 l p2 l ... l  > 0,

pi = n.

Выбранные n ëинейно независиìых векторов
соäержат стоëбöы ìатриöы G(x) с r0 ãруппаìи стоëб-
öов, т. е. вектора , i = :

G(x) = (g11, ..., , ..., , ..., ),

gi(k + 1)(x) = Lk(x)bi(x) – (Lk – 1(x)bi(x)) +

+ (Lk – 1(x)bi(x)) + ... + (–1)k bi(x),

i = , k = .

Матриöа преобразования опреäеëяется сëеäуþ-
щиì образоì:

T(x) = ( , ..., , ..., , )т,

i = , k = ,  = einG
–1(x),

ti(k + 1)= ( )+ L1(x)+...+ Lk(x),(13)

ãäе ein, i = — n-ìерный вектор, i-й эëеìент ко-

тороãо равен 1.
Приìеняя к систеìе (11) преобразование (13),

ìы поëу÷аеì
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ãäе

Jk = ;

Ekl = ; Bkm = .

Привеäенные ìатриöы иìеþт сëеäуþщие раз-
ìерности:

Jk – (kЅk), Ekl – (kЅl), Bkm – (kЅ1),

k = r0, r1, ..., rn – 1; l = r0, r1, ..., rn – 1; m = 2, 3, ..., r.

Матриöа (x) ìожет бытü преäставëена в виäе

(х) = C, C – (rЅr)-ìерная ìатриöа;

 = , C = .

Поскоëüку C явëяется невырожäенной ìатри-
öей, существует новая эквиваëентная систеìа
ввоäа  = Cu.
ЛОС äëя канони÷еской систеìы (14) ìожет

бытü опреäеëена в виäе обратной связи

u(z) = uFL(z) + υ(z) = C–1(K(z)z + υ(z));

K = – . (15)

Вìесто эëеìентов kij необхоäиìо взятü соответ-
ствуþщие эëеìенты ìатриö Jk, Ekl.

2.2. Дискретные системы

При r = 1, т. е. в сëу÷ае скаëярноãо управëения,
систеìа (1a) в SDC-форìе приìет виä

x(k + 1) = A(x(k))x(k) + b(x(k))u(k), (16)

ãäе x(k) — вектор состояния в ìоìент вреìени k,
(nЅn)-ìерная ìатриöа А(х) и (nЅ1)-ìерный век-
тор b(х) равноìерно оãрани÷енны. Ввеäя обо-
зна÷ения

x(k) = xk, A(x(k)) = Ak, b(x(k)) = bk,

опреäеëиì оператор сäвиãа pk на j øаãов впереä с øа-
ãа k в сиëу оäнороäной систеìы xk + 1 = Akxk: pkxk =

= Akxk,  = (xk), (xk) = Ak + i.

Преäпоëаãаеì, ÷то систеìа (16) поëностüþ уп-
равëяеìа, и соответствуþщая ей ìатриöа управëяе-
ìости

Wk = (bk Akbk – 1 ... Ak ... Ak – n + 1bk – n + 1) (17)

явëяется невырожäенной.
Ввеäеì в рассìотрение преобразование поäо-

бия [5]

zk = Tk + 1 – n(xk + 1 – n, ..., xk)xk + 1 – n, (18)

поëаãая zk = ( , ..., )т,

 = xk + 1 – n,  = xk + 2 – n,

= pkxk + 1–n, = pk+1xk+2–n,

= xk +1– n, = xk + 2 – n. (19)

Рас÷ет произвоäящеãо вектора mk:

 = , k l n – 1, b0 = 0, j < 0,

Gk = ( bk – n bk +1 – n ... bk – 1).

Преобразованная систеìа

zk + 1 = zk + uk + 1 – n,

 = Tk + 2 – nAk + 1 – n  =

= ,

 = Tk + 2 – nbk + 1 – n = . (20)

Линеаризуþщее управëение äëя канони÷еской
систеìы (20) ìожно опреäеëитü в виäе обратной связи

uk + 1 – n =  + υk + 1 – n =

= Kk + 1 – nzk + Gk + 1 – nzk,

Kk + 1 – n = –(   ... ). (21)

В терìинах переìенных состояния исхоäной сис-
теìы управëение (21) с ЛОС ìожно записатü в виäе

uk = KkTkxk + GkTkxk, k l n – 1. (22)
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Преобразование (18), (19) существует тоãäа и
тоëüко тоãäа, коãäа ìатриöа управëяеìости (17)
Wk — невырожäенная äëя всех xk ∈ Rn, k l 0 [5].
Рассìотриì ìноãоìерный сëу÷ай систеìы в

SDC-форìе:

xk + 1 = Akxk + Bkuk, (23)

ãäе ìатриöы Ak и Bk — (nЅn)-ìерная и (nЅr)-ìер-
ная, равноìерно оãрани÷енные.
Преäпоëожиì, ÷то систеìа управëяеìа, т. е. преä-

поëаãается, ÷то nЅ(nr)-ìерная ìатриöа управëя-
еìости

Wk = (Bk AkBk – 1 ... Ak – n + 1Bk – n + 1)

иìеет ранã n äëя всех xk ∈ Rn, k l 0.
По анаëоãии с непрерывныì сëу÷аеì буäеì ас-

соöиироватü с систеìой (23) n ÷исеë r0, r1, ..., rn – 1:

r0 = rankBk, 1 m j m n – 1;

rj = rank(Bk, AkBk, ..., Bk) –

– rank(Bk, AkBk, ..., Bk);

0 m rj m r, 0 m j m n – 1, rj = n, r0 l r1 l ... l rn – 1.

С кажäыì стоëбöоì  ìатриöы Bk свяжеì

÷исëо pi = rj l i такое, ÷то p1 l p2 l ... l  > 0,

pi = n.

Выбранные n ëинейно независиìых векторов
соäержат стоëбöы ìатриöы Gk с r0 ãруппаìи стоëб-
öов, т. е. вектора , i = :

Gk = ( , ..., , ..., , ..., ),

 = , i = , l = ,

при этоì поëу÷аеì набор образуþщих векторов

mik, i = :

( )т = , k l n – 1,  = 0,

k < 0, i = , (24)

которые испоëüзуþтся äëя форìирования ìатриöы
преобразования

Tk + 1 – n(xk + 1 – n) = (( )т, ..., ( )т, ...,

..., ( )т, ..., ( )т)т,

 = ,

i = , l = . (25)

Приìеняя к систеìе (23) преобразование (25),
поëу÷аеì

zk + 1 = zk + uk + 1 – n,

 = Tk + 2 – nAk + 1 – n ,

 = Tk + 2 – nBk + 1 – n. (26)

Структура ìатриö систеìы (26) показана ниже
(нижние инäексы при ìатриöах обозна÷аþт их
разìер):

 = ,

 = , Jl = ,

Elj = , Blm = .

Разìеры ìатриö из посëеäнеãо выражения при-
веäены ниже:

Jl – (lЅl), Elj – (lЅj), Blm – (lЅ1),
l = r0, r1, ..., rn – 1; j = r0, r1, ..., rn – 1; m = 2, 3, ..., r.

Матриöа (x) ìожет бытü преäставëена в виäе

(х) = Ck, Ck – (rЅr)-ìерная ìатриöа;

 = , Ck = .

Поскоëüку Ck — невырожäенная ìатриöа, су-
ществует эквиваëентный вхоä  = Cku.
ЛОС äëя канони÷еской систеìы (26) ìожет

бытü опреäеëена в виäе

uk(z) = (Kk(zk)zk + υk(zk)),

Kk(zk) = – . (27)

Вìесто эëеìентов kij необхоäиìо приниìатü со-
ответствуþщие эëеìенты ìатриöы Jk, Ekl.

Ak
j

Ak
j 1–

j 0=

n 1–

∑

bk
i

pr0

i 1=

r

∑

gipi
1 r0,

gk
11 gk

1p1 gk
r01 gk

r0pr0

gk
i l 1+( ) Lk 1 pi–+

pi l– 1–
bk pi– 1+
i 1 r0, 0 pi 1–,

1 r0,

mk
i en pi–

т Gk
1– mk

т b0
i

1 r0,

tk 1 p1–+
11 tk 1 n–+

1p1

tk
r01 tk 1 n–+

r0pr0

tk 1 pi– l+ +
i l 1+( ) mk pi– l+

i Lk pi– l+
l

1 r0, 0 pi 1–,

Ak
~ Bk

^

Ak
~ Tk 1 n–+

1–

Bk
^

Ak
~

Jr0
Er0r1

…  Er0 rn 1–( )

Er1r0
Jr1

Er1r2
… Er1 rn 1–( )

     
E rn 2–( )r0

…  J rn 2–( ) E rn 2–( ) rn 1–( )

E rn 1–( )r0
…  E rn 1–( ) rn 2–( ) J rn 1–( )⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

... ... ...

Bk
^

ep1p1
B12 … B1r

0 ep2p2
… B2r

    
0 0 … epr0

pr0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

... ...

...

0 1 … 0
    
0 0 … 1

ak
l1 ak

l2 … ak
ll

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

... ... ...

0 … 0
   
0 … 0

ak
l1 … ak

lj
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

... ...

0
 
0

bk
lr

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

...

Bk
^

Bk
~ B~

B~

ep1
0 … 0

0 ep2
… 0

    
0 0 … epr0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

... ... ...

1 b12 … b1r

0 1 … b2r

    
0 0 … 1⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

... ... ...

u~

Ck
1–

kk
11 kk

12 … kk
1 n 1–( ) kk

1n

     

kk
r1 kk

r2 … kk
r n 1–( ) kk

rn
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

...

...



368 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 6, 2017

4. Примеры применения разработанного метода

Сëеäует сказатü, ÷то указанный поäхоä приìе-
ниì в ряäе заäа÷, ãäе испоëüзование ìетоäа нор-
ìаëüной форìы неäопустиìо. Рассìотриì сëеäуþ-
щий приìер.
Пример 1 [13]. Рассìотриì сëеäуþщуþ неëи-

нейнуþ систеìу:

(28)

Данная систеìа не ëинеаризуеìа обратной свя-
зüþ (3), поскоëüку не выпоëнены соответствуþ-
щие усëовия [13]. Приìениì преäëаãаеìый ìетоä
äëя синтеза ЛОС. Найäеì ìатриöу управëяеìости
систеìы (12) и ìатриöу преобразования (5):

W(x) = , T(x) = .

Линеаризуþщее управëение (9) приìет виä

u(x) = K(x)T(x)x + υ, K(x) = 0. (29)

Приìеняя заìену z = T(x)x и управëение (29) к
систеìе (28), поëу÷аеì

 = z2,  = z3,  = υ, h(z) = z2 = x2. (30)

Пример 2. Рассìотриì неëинейнуþ систеìу с
векторныì управëениеì:

 = x1 +  + u1;

 = –x1 + 2x3 + 2u2;

 = (x1 – 1)x2 + u2. (31)

Заäа÷а закëþ÷ается в стабиëизаöии систеìы по-
среäствоì обратной связи.
Дëя систеìы (31) иìееì: r0 = 2, r1 = 1, r2 = 0,

p1 = 2, p2 = 1. Матриöы преобразования:

G(x) = ,

T(x) = .

Матриöы при состоянии и управëении в преоб-
разованной систеìе:

(x) = ;  = ;

J1 = ; E12 = ; C = ; 

E21 = (a21 a22); E22 = a23; b11 = –6/(2x2 + 1);

a11 = (4  – 8x1  – 4x1x2 – 16x1x3 – 8  –

– 6  + 8x2x3 + x2 + 16  + 4x3 – 8)/(2x2 + 1)2;

a12 = (2x1 – 4x3 + 3)/(2x2 + 1);

a13 = 2(4  + 4  + x2 – 6x1 + 12x3 + 9)/(2x2 + 1)2;

a21 = (2  + x1 – 2x3 + 1)/(2x2 + 1),

a22 = 0, a23 = 1 – 3/(2x2 + 1).

Линеаризуþщее управëение (15) приìет виä

u(z) = C –1(K(z)z + υ), K(z) = – .

Пример 3. Рассìотриì непрерывнуþ систеìу из
приìера 1, которуþ äискретизуеì, приняв  =
= xi(k + 1) – xi(k), i = 1, 2, 3:

x1(k + 1) = x1(k) + x2(k) + (k);

x2(k + 1) = x2(k) + x3(k);

x3(k + 1) = x3(k) + u(k). (32)

Найäеì ìатриöу управëяеìости систеìы (17) и
опреäеëиì ее ранã:

W = , rankW = 3, 

x3(k) – x3(k – 1) – 1 ≠ 0.

Матриöа Gk и образуþщий вектор  иìеþт виä

Gk = ;

= .

 = x2 + ;

 = x3;

 = u;

h(x) = x2.
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Матриöа преобразования (18) приìет виä

Tk = .

Приìеняя преобразование zk = Tk(x)xk – 2 к сис-
теìе (32), поëу÷аеì

zk + 1 = zk + uk – 2;

 = ;  = ;

a1(x) = ;

a2(x) = ;

a1(x) =  + 2. (33)

ЛОС äëя систеìы (37):

uk = KkTkxk + υk;

Kk = –(a3(x) a2(x) a1(x)).

Пример 4 [14]. Рассìатривается äискретная сис-
теìа виäа

x1(k + 1) = x1(k) + x2(k);

x2(k + 1) = x2(k) – gsinx3(k) + x1u
2(k);

x3(k + 1) = x3(k) + u(k). (34)

Ввеäя заìену u(k) = u1(k), u2(k) = u2(k), запиøеì
систеìу (34) в векторно-ìатри÷ной форìе:

xk + 1 = A(xk)xk + B(xk)uk;

A(xk) = ; B(xk) = . (35)

Опреäеëиì äëя систеìы (35) ÷исëа r0 = 2, r1 = 1,
r2 = 0, p1 = 2, p2 = 1. Матриöы, заäаþщие канони-
÷еское преобразование:

Gk= , T(x)= .

Матриöы при состоянии и управëении в преоб-
разованной систеìе:

 = ;  = ; J1 = ; 

E12 = ; Ck = ; E21 = (0 0), E22 = 1, 

a11= ; a12= ; a13= .

ЛОС (27) приìет виä:

uk(zk) = Kk(zk)zk + υ, Kk(zk) = – .

Заключение

В работе преäëожен ìетоä ЛОС на основе кано-
ни÷ескоãо преобразования поäобия исхоäной неëи-
нейной систеìы в SDC-форìе. Данный ìетоä при-
ìениì к неëинейныì непрерывныì и к äискретныì
систеìаì. Соответствуþщие резуëüтаты по синтезу
канони÷еских преобразований äëя неëинейных сис-
теì со скаëярныì управëениеì äаны в работах [4, 5].
В äанной работе поëу÷ены соответствуþщие резуëü-
таты äëя систеì с векторныì управëениеì.
Рассìотренные преобразования поäобия позво-

ëяþт выпоëнитü ëинеаризаöиþ систеì без рас÷ета
вспоìоãатеëüных выхоäных переìенных y = h(x).
Друãое преиìущество äанноãо поäхоäа закëþ÷ается
в боëее простой технике перехоäа от фазовых ко-
орäинат преобразованной систеìы к переìенныì
состояния исхоäной систеìы. Кроìе тоãо, как по-
казано на приìере, преäëаãаеìый ìетоä приìениì
в ряäе сëу÷аев, ãäе испоëüзование ìетоäа привеäе-
ния к норìаëüной форìе не äопустиìо.
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The problem of feedback linearization (FL) of continuous and discrete nonlinear MIMO systems is considered. The idea of
FL method consists in converting the original nonlinear system into a linear one by means of feedback. Then, the methods of control
theory for linear systems are used for system design. A widespread approach to FL design is based on the method of normal form,
that uses a nonsingular transformation of system state variables z = T(x). In order to obtain a normal form of the nonlinear system
in the neighbor of a some point, it is necessary to determine a special function — the system virtual output, for which a relative
degree (in the case of single input) or a vector relative degree (in the case of multiple input) is determined. Applicability of the nor-
mal form method for FL is provided by the conditions of controllability and involutivity for the considered nonlinear system, which
are not always true. Moreover, when developing a linearizing control law, the main difficulty lies in the transition from transformed
variables z to state variables x of the original system. In this paper, we propose another approach, based on representing the original
nonlinear system into a state-dependent coefficient form and applying the canonical similarity transformation z = T(x)x, that allow
getting the system to canonical form, that considerably simplifies the FL problem. Such similarity transformation allow accom-
plishing linearization of system without determining of the virtual system output. Another advantage of the proposed method is that
the technique of the transition from the transformed variables z to the state variables x of the original system is simpler. The results
are illustrated by examples for continuous and discrete nonlinear systems.
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