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Вейвлет-преобразования в приложениях к анализу 
систем управления, содержащих существенные нелинейности

Введение

Теория вейвëет-преобразований наøëа øирокое
приìенение в заäа÷ах обработки, анаëиза и распоз-
навания изображений [1—13]. Несìотря на äоста-
то÷но боëüøое ÷исëо работ по теории вейвëетов,
практи÷ески отсутствуþт иссëеäования äанноãо
аппарата приìенитеëüно к анаëизу и синтезу сис-
теì автоìати÷ескоãо управëения.
В систеìах автоìати÷ескоãо управëения суще-

ственные неëинейности проявëяþтся в ìехани÷е-
ской ÷асти — это зона не÷увствитеëüности, оãрани-
÷ения, ëþфты в реäукторах, переäа÷ах и äр. В эëек-
тронной ÷асти неëинейности преäставëяþт зоны
не÷увствитеëüности и оãрани÷ения. Безусëовно, это
явëяется неäостаткаìи изãотовëения ìехани÷еских и
эëектронных устройств. Но äанные неäостатки не
всеãäа возìожно устранитü за с÷ет техноëоãи÷е-
ских проöессов при изãотовëении, и они особенно
проявëяþтся при созäании высокото÷ноãо стано÷-
ноãо оборуäования, изìеритеëüных приборов и
äруãоãо то÷ноãо оборуäования. Поэтоìу разработ-
ка ìетоäов у÷ета äанных неëинейностей при ис-
сëеäовании оøибок и устой÷ивой работы сëеäя-
щих систеì при их наëи÷ии позвоëяет повыøатü
äинаìи÷еские характеристики систеì управëения.
Иссëеäованиþ неëинейных систеì посвящено

äостато÷но ìноãо работ, среäи которых сëеäует, в
первуþ о÷ереäü, отìетитü работы А. М. Ляпунова.
Общий ìетоä анаëиза устой÷ивости систеì с ис-
поëüзованиеì функöии Ляпунова позвоëяет ана-
ëизироватü устой÷ивостü систеì, в тоì ÷исëе не-
ëинейных. Метоä фазовой пëоскости, ввеäенный
А. А. Анäроновыì [14], основан на построении фа-
зовых траекторий äëя систеì, соäержащих неëи-
нейности. Метоä то÷е÷ных преобразований и по-
строение фазовых портретов позвоëяет ãрафи÷ески
рассìатриватü возникновение автокоëебаний. Ме-
тоä ãарìони÷еской ëинеаризаöии, наибоëее поëно
рассìотренный в работах Е. П. Попова, основыва-
ется на построении ÷астотных характеристик äëя
неëинейных систеì [15].
Совреìенные ìетоäы анаëиза систеì управëе-

ния, в тоì ÷исëе неëинейных, основаны на приìе-

нении ÷исëенноãо ìоäеëирования и поисковых
проöеäур с испоëüзованиеì быстроäействуþщей
вы÷исëитеëüной техники. В äанной работе рас-
сìатривается возìожностü приìенения аппарата
теории вейвëет-преобразований äëя анаëиза и син-
теза äинаìи÷еских характеристик систеì управëе-
ния, соäержащих существенные неëинейности.
Данный аппарат иìеет преиìущество в сравнении
с ÷астотныìи ìетоäаìи, так как рассìатривает
проöессы во вреìенной обëасти и позвоëяет ана-
ëити÷ески иссëеäоватü перехоäные проöессы.
При анаëизе сëожных систеì управëения,

вкëþ÷аþщих ëинейные и неëинейные эëеìенты,
во вреìенной обëасти не требуется выпоëнение ус-
ëовия фиëüтра äëя ëинейной ÷асти систеìы, кото-
рое явëяется обязатеëüныì при приìенении ÷ас-
тотных ìетоäов.

Реакция линейных систем, включающих 
существенные нелинейности

Рассìотриì выхоäные сиãнаëы ìоäуëя, состоя-
щеãо из неëинейноãо и ëинейноãо звенüев (рис. 1).
Линейное звено во вреìенной обëасти характе-

ризуется весовой (иìпуëüсной перехоäной) функ-
öией k(τ) [16], которая преäставëяет реакöиþ ëи-
нейной систеìы на δ-функöиþ (функöиþ Дирака):

δ(t – τ) =  и δ(t – τ)dτ = 1. (1)

Рассìотриì реакöиþ типовых неëинейностей в
совокупности с ëинейныìи звенüяìи на вхоäной
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Рис. 1. Модуль, включающий нелинейность и линейное звено
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сиãнаë, преäставëяþщий потенöи-
аëüнуþ функöиþ

xвх(t) = C( j, n)ϕ( j, t, n), (2)

ãäе ϕ( j, t, n) =  — потен-

öиаëüная функöия; С( j, n) — посто-
янные коэффиöиенты, опреäе-
ëяþщие веëи÷ину xвх(t) в текущий
ìоìент вреìени t; n опреäеëяет
сäвиã и приниìает öеëо÷исëенные
зна÷ения n ∈ [0, ∞); j опреäеëяет øи-
рину иìпуëüса и также приниìает
öеëо÷исëенные зна÷ения j ∈ [0, k)
(рис. 2).
В работе [2] в ка÷естве ìасøта-

бируþщей функöии преäëожена
потенöиаëüная функöия (2), а в ка÷естве вейвëета
(поëувоëны) рассìатривается функöия

ψ(t) =  – . (3)

Параìетры j и С опреäеëяþт виä вхоäноãо сиã-
наëа, параìетр Δn опреäеëяет виä поëувоëны и
приниìается равныì 1 (рис. 3).
Аппарат вейвëет-преобразований позвоëяет ап-

проксиìироватü произвоëüный сиãнаë путеì раз-
ëожения по ìасøтабируþщей функöии типа по-
тенöиаëüной функöии и вейвëета [2, 3]. Поэтоìу в
äанной работе рассìотриì резуëüтаты иссëеäова-
ний реакöий ëинейных систеì, вкëþ÷аþщих суще-
ственные неëинейности, на возäействие виäа по-
тенöиаëüной функöии (2) и вейвëета (3). Даëее äëя
уäобства пониìания возäействия сиãнаëов на сис-
теìу буäеì испоëüзоватü терìин "поëувоëна" вìе-
сто "вейвëет".
Выхоäной сиãнаë x(t) ìоäуëя, соäержащеãо не-

ëинейное и ëинейное звенüя (сì. рис. 1) преäстав-
ëяет интеãраë свертки

x)(t) = k(t – τ)xн(τ)dτ. (4)

Сиãнаë с неëинейности xн(t) преäставиì как
реакöиþ на возäействие в виäе потенöиаëüной
функöии (2). 
Рассìотриì ìоäуëи, вкëþ÷аþщие типовые не-

ëинейности. Пустü ìоäуëü вкëþ÷ает неëинейностü
типа зона не÷увствитеëüности (рис. 4).
Выхоäной сиãнаë c неëинейности xн(t) (рис. 4)

при возäействии на вхоä сиãнаëоì (2) приниìает виä

xн(t) = C( j, n)ϕн( j, t, n), (5)

ãäе ϕн( j, t, n) — реакöия неëинейности на возäейст-
вие в виäе потенöиаëüной функöии ϕ( j, t, n) (рис. 5),
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Рис. 2. Графики потенциальной функции j( j, t, n):
а — при n = 0, j = 0; б — n = 0, j = 1

Рис. 3. Полуволна, представляющая сумму двух потенциальных
функций

Рис. 4. Модуль, включающий зону нечувствительности

Рис. 5. Реакция нелинейного звена, представляющего зону не-
чувствительности xн(t, n), на входной сигнал в виде потенци-
альной функции
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xmax = C( j, n) – b, tна÷ и tкон опреäеëяþтся из урав-
нений

C( j, n)  = b;

tна÷ = ;

tкон = . (6)

Дëя рассìатриваеìой неëинейности выхоäной
сиãнаë с ìоäуëя x(t) преäставëяется суììой интеã-
раëов свертки

x(t) = k(t – τ)(C( j, n)ϕ( j, τ, n) – b)dτ +

+ k(t – τ)bdτ – C( j, n)k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ  =

= C( j, n)k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ –

– k(t – τ)bdτ. (7)

Выхоäной сиãнаë x(t), преäстав-
ëяþщий интеãраëы свертки, в кото-
рых верхний преäеë всеãäа преä-
ставëяет текущее вреìя, которое
стреìится к бесконе÷ности. Поэто-
ìу в на÷аëüноì исхоäноì уравнении
(7) при перехоäе с оäноãо интерваëа
(при изìенении нижнеãо преäеëа
интеãрирования) на äруãой необхо-
äиìо искëþ÷атü äействие на преäы-
äущеì интерваëе. Доëжно бытü со-
бëþäено реаëüное изìенение вы-
хоäноãо сиãнаëа x(t) при наëи÷ии
неëинейности и при t → ∞. Даëее ис-
хоäное уравнение ìожет бытü упро-
щено. На рис. 6 привеäены упро-
щенные интеãраëы свертки äëя ти-
повых неëинейностей.
Такиì образоì, анаëити÷еские

выражения выхоäных сиãнаëов в ви-
äе интеãраëов свертки с ìоäеëей,
вкëþ÷аþщих существеннуþ неëи-
нейностü и ëинейное звено, позво-
ëяþт анаëизироватü äинаìи÷еские
характеристики систеì, соäержащих
неëинейные звенüя во вреìенной
обëасти, без ввеäения äопущений,
так как äаже в то÷ках "сøива" неëи-
нейных характеристик tна÷ и tкон
анаëити÷еское выражение выхоäно-
ãо сиãнаëа отражает реаëüное пове-
äение систеìы.
Оäниì из труäоеìких этапов ана-

ëиза выхоäных сиãнаëов с ìоäуëей
явëяется проöеäура вы÷исëения ин-
теãраëов свертки. Поэтоìу прежäе
÷еì анаëизироватü äинаìи÷еские
свойства сëожных систеì, рассìот-
риì проöеäуры вы÷исëения äанных
интеãраëов свертки.

1

1 2 jt n–( )
2

+
------------------------

1

2 j
---- n – C j n,( ) b–

b
-------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞

1

2 j
---- n + C j n,( ) b–

b
-------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞

 
n 0=

n ∞=

∑
tна÷

t

∫

tкон

t

∫
tкон

t

∫

 
n 0=

n ∞=

∑
tна÷

tкон

∫

 
n 0=

n ∞=

∑
tна÷

tкон

∫

Рис. 6. Упрощенные интегралы свертки для типовых нелинейностей
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Особенности вычисления интегралов свертки, 
включающих потенциальную функцию

Потенöиаëüная функöия ϕ(t) и проöеäура на-
хожäения интеãраëов виäа

k(t – τ)ϕ( j, τ)dτ (8)

относятся к нахожäениþ интеãраëов от спеöиаëü-
ных функöий, которые привеäены в справо÷ной
ëитературе [17]. Как правиëо, äанные интеãраëы
привоäятся к табëи÷ныì интеãраëаì.
Дëя нахожäения интеãраëов виäа (8) потенöи-

аëüная функöия ϕ(t) преäставëяется суììой

ϕ(t) =  + , (9)

ãäе i — коìпëексная переìенная (i = ).
Нахожäение интеãраëов виäа (8) рассìотриì на

приìере ëинейноãо звена, преäставëяþщеãо коëе-
батеëüное звено.
Пример 1. Реакöия коëебатеëüноãо звена, äëя

котороãо весовая функöия иìеет саìый сëожный
виä, при возäействии в виäе потенöиаëüной функ-
öии ϕ(t) описывается интеãраëоì свертки

Jn = A [B sin(a(t – τ) + b) –

– cos(a(t – τ) + b)] , (10)

ãäе A = , B = , a = ,

b = arctg .

Дëя потенöиаëüной функöии в виäе суììы äвух
коìпëексных выражений (9) интеãраë (10) преä-
ставëяется в виäе суììы интеãраëов

Jn = AB dτ –

– A dτ +

+ AB dτ –

– A dτ. (11)

Рассìатриваеìые интеãраëы нахоäятся с ис-
поëüзованиеì проãраììных среäств Maple, приво-
äятся к интеãраëüныì показатеëüныì функöияì
Еi(1, t), зна÷ения которых äëя конкретных зна÷е-

ний t свеäены в табëиöы [сì., наприìер 17]. По-
этоìу, не привоäя сëожных сиìвоëüных выражений,
запиøеì окон÷атеëüные ÷исëенные выражения ин-

теãраëов äëя j = 3, n = 40, T = 0,1, ζ = 0,25, t =  =

= 5 с, tна÷ = 4,625 с и С = 1, K = 1:

(12)

Суììарное зна÷ение äëя интеãраëа

Jn = Jn1 + Jn2 + Jn3 + Jn4 =
= 0,1427 + 0,045i + 0,161 + 0,172i + 0,1427 –

– 0,045i + 0,161 – 0,172i = 0,6074.

Поëу÷енное зна÷ение äëя Jn соответствует реак-
öии коëебатеëüноãо звена на возäействие в виäе
потенöиаëüной функöии (рис. 7), ãäе привеäено
зна÷ение выхоäноãо сиãнаëа ìоäуëя x(t) = Jn и по-
казано совпаäение рас÷етноãо зна÷ения äëя оäной
то÷ки t = 5 с. Дëя построения выхоäноãо сиãнаëа äëя
текущих зна÷ений t требуется проöеäуру вы÷исëе-
ний интеãраëов выпоëнятü с заäанныì øаãоì Δt,
позвоëяþщиì обеспе÷иватü требуеìуþ то÷ностü
поëу÷ения выхоäноãо сиãнаëа.
Интеãраëы свертки, опреäеëяþщие выхоäной

сиãнаë на возäействие в виäе потенöиаëüной функ-
öии, не преäставëяþт боëее сëожные выражения,
÷еì в рассìотренноì приìере, и ìоãут бытü опре-
äеëены с испоëüзованиеì проãраììноãо обеспе÷е-
ния Maple и MATLAB Simulink.
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Рис. 7. Входной и выходной сигналы колебательного звена
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Вычисление установившейся ошибки в следящей 
системе, содержащей существенные нелинейности, 

при воздействии потенциальной функции

Рассìотриì оøибки в установивøеìся режиìе,
вносиìые существенныìи неëинейностяìи в сëе-
äящей систеìе при возäействии xвх(t) в виäе по-
тенöиаëüной функöии ϕ(t) (2).
При анаëизе оøибок неëинейных систеì управ-

ëения, как правиëо, испоëüзуþтся прибëиженные
ìетоäы. При этоì осуществëяется ëинеаризаöия
существенных неëинейных звенüев и заìена их ëи-
нейныìи, ëибо выпоëняется то÷ное ìоäеëирова-
ние систеìы. Поэтоìу äëя высокото÷ных и быст-
роäействуþщих систеì рассìотриì анаëити÷еский
ìетоä анаëиза поãреøностей, испоëüзуя изëожен-
ный выøе ìатериаë.
Иссëеäование повеäения систеìы во вреìенной

обëасти по реакöии на оãрани÷енное возäействие в
виäе потенöиаëüной функöии позвоëяет поëу÷атü
то÷ное описание выхоäноãо сиãнаëа. Поэтоìу рас-
сìотриì усëовия схоäиìости поëу÷енных вреìен-
ных ряäов, соäержащих неëинейности, и оöениì
их вëияние на то÷ностü систеìы.
Преäставиì кажäый вреìенной ряä, преäстав-

ëяþщий выхоäной сиãнаë (сì. рис. 6), в виäе äвух
составëяþщих: ряä, вкëþ÷аþщий тоëüко ëиней-
нуþ ÷астü, и ряä, соäержащий неëинейнуþ ÷астü.
Первона÷аëüно рассìотриì систеìу, соäержа-

щуþ зону нечувствительности, и опреäеëиì оøиб-
ку выхоäноãо сиãнаëа относитеëüно вхоäноãо:

ε(t) = xвх(t) – x(t) = C( j, n)ϕ( j, t, n) –

– C( j, n) k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ +

+ k(t – τ)bdτ = C( j, n) ϕ( j, t, n) –

– k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ  + b k(t – τ)dτ +

+ C( j, n) k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ +

+ k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ . (13)

Дëя опреäеëения ε(t) в установивøеìся режиìе
при t → ∞ преäставиì соотноøение (13) в виäе ря-
äа, не у÷итываþщеãо неëинейностü,

εë(t)= C( j,n) ϕ( j, t, n)– k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ (14)

и ряäа, который вкëþ÷ает неëинейнуþ ÷астü

εн(t) = b k(t – τ)dτ + C( j, n) Ѕ

Ѕ k(t– τ)ϕ( j, τ, n)dτ+ k(t –τ)ϕ( j, τ, n)dτ . (15)

Ряä, соäержащий тоëüко ëинейнуþ ÷астü (14),
буäет схоäящиìся при t → ∞ äëя устой÷ивой сис-
теìы, так как весовая функöия k(t – τ) оãрани÷ена,
функöия ϕ( j, τ, n) всеãäа оãрани÷ена по опреäеëе-
ниþ, сëеäоватеëüно, и произвеäение k(t – τ)ϕ( j, τ, n)
буäет оãрани÷ено.
Такиì образоì, наëи÷ие неëинейности привоäит

к äопоëнитеëüной стати÷еской оøибке εн(t) в систе-
ìе, которая опреäеëяется ëинейной ÷астüþ систеìы,
зоной не÷увствитеëüности, а также зна÷ениеì вхоä-
ноãо сиãнаëа. Зна÷ение äопоëнитеëüной оøибки оп-
реäеëяется из соотноøения (15). Дëя зоны не÷увст-
витеëüности всеãäа существует стати÷еская оøибка и
в соответствии с выражениеì (15) зависит от зоны
не÷увствитеëüности b, весовой функöии ëинейной
÷асти k(t – τ) и зна÷ения C( j, n) äëя вхоäноãо сиãнаëа.
Дëя неëинейности типа ограничение äопоëни-

теëüная установивøаяся оøибка опреäеëяется
уравнениеì

εн(t)= k(t – τ)[C( j, n)ϕ( j, τ, n) – b]dτ (16)

и ìожет бытü ìиниìизирована, есëи выпоëнятü ус-
ëовие C( j, n)ϕ( j, t, n) = b äëя кажäоãо зна÷ения n. Дëя
произвоëüноãо вхоäноãо сиãнаëа xвх(t) на интерваëе
существования 0 m t m tкон усëовие ìиниìуìа εн(t) ìо-
жет бытü выпоëнено в среäнеì М{C( j, n)ϕ( j, t, n)} = b.
Дëя неëинейности типа зазор äопоëнитеëüная

установивøаяся оøибка опреäеëяется уравнениеì

εн(t) = C( j, n) k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ +

+ k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ – k(t – τ)dτ  +

+ k(t – τ)dτ . (17)

Допоëнитеëüная установивøаяся оøибка äëя
äанной неëинейности в отëи÷ие от зоны не÷увст-
витеëüности и оãрани÷ения при наëи÷ии вхоäноãо
сиãнаëа равна нуëþ εуст(t) = 0 и сохраняется при

отсутствии вхоäноãо сиãнаëа εуст(∞) = .
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Исследование устойчивости следящих систем, 
включающих существенные нелинейности, 
с использованием вейвлет-преобразования

При анаëизе устой÷ивости сëеäящих систеì уп-
равëения ÷астотныìи ìетоäаìи испоëüзуþтся ãар-
ìони÷еские сиãнаëы, äействуþщие при t → ∞.
В этоì сëу÷ае анаëизируется повеäение систеìы
в "боëüøоì". При анаëизе устой÷ивости "в ìаëоì"
в соответствии с первыì ìетоäоì Ляпунова рас-
сìатривается устой÷ивостü ëинеаризованной сис-
теìы. Оäнако ëинеаризаöия существенных неëи-
нейностей, рассìотренных выøе, возìожна тоëüко
заìеной их ëинейныìи звенüяìи. Поэтоìу äëя вы-
сокото÷ных и быстроäействуþщих систеì такая
заìена не äает то÷ноãо преäставëения об устой÷и-
вости и повеäении неëинейной систеìы "в ìаëоì".
Иссëеäование повеäения систеìы "в ìаëоì" во

вреìенной обëасти по реакöии на оãрани÷енное
возäействие в виäе потенöиаëüной функöии позво-
ëяет поëу÷атü то÷ное описание выхоäноãо сиãнаëа
и анаëизироватü устой÷ивостü заìкнутой еäини÷-
ной обратной связüþ сëеäящей систеìы. В ка÷естве
сиãнаëа, по котороìу оöенивается устой÷ивое со-
стояние систеìы, приìеì возäействие в виäе по-
ëувоëны (3) (сì. рис. 3). Параìетр С äëя уäобства
анаëиза öеëесообразно приниìатü равныì 1.
В ка÷естве параìетров, по которыì буäеì оöе-

ниватü устой÷ивостü заìкнутой сëеäящей систеìы
по реакöии разоìкнутой систеìы на возäействие в
виäе поëувоëны (сì. рис. 3), приниìаþтся сëеäуþ-
щие переìенные. Параìетр j явëяется основныì
переìенныì параìетроì, относитеëüно котороãо
строятся коэффиöиент переäа÷и ìоäуëя K( j) и от-
носитеëüное запазäывание Тз( j). Относитеëüное
запазäывание Тз( j) преäставëяет собой отноøение
реаëüноãо запазäывания выхоäноãо сиãнаëа Δt( j) к
интерваëу вреìени ìежäу ìаксиìуìоì и ìиниìу-
ìоì поëувоëны Т( j) (сì. рис. 3):

Тз( j) = , (18)

ãäе Т( j) = . Коэффиöиент переäа÷и K( j) преä-

ставëяет собой отноøение ìаксиìаëüноãо сиãнаëа
на выхоäе систеìы xmax к С:

K( j) = . (19)

Проöеäуры опреäеëения коэффиöиента переäа-
÷и K( j) и относитеëüноãо запазäывания Тз( j) ìож-
но выпоëнятü ãрафи÷ески, испоëüзуя проãраììу
MATLAB-Simulink. Анаëити÷ески äëя опреäеëе-
ния коэффиöиента переäа÷и K( j) и относитеëüно-
ãо запазäывания Тз( j) öеëесообразно испоëüзоватü
÷исëенные ìетоäы äифференöирования и опреäе-
ëятü зна÷ения xmax и зна÷ение t, соответствуþщее
xmax. Первона÷аëüно рассìотриì реакöии ëиней-
ных звенüев на возäействие в виäе поëувоëны.

Реакция типовых линейных звеньев
на воздействие в виде полуволны

Рассìотриì интеãрируþщее звено. Построиì за-
висиìости коэффиöиента переäа÷и K( j) и относи-
теëüное запазäывание Тз( j) при возäействии на ин-
теãрируþщее звено сиãнаëа виäа (3). На рис. 8 при-
веäен перехоäной проöесс, а на рис. 9 построены
зависиìости K( j) и Тз( j) äëя интеãрируþщеãо звена.
Дëя интеãрируþщеãо звена запазäывание Тз( j)

иìеет постоянное зна÷ение, равное –0,5, не зави-
сящее от j. Коэффиöиент переäа÷и K( j) изìеняется
по убываþщей экспоненте (рис. 9).

На рис. 10 привеäены перехоäные проöессы и
зависиìости K( j), Тз( j) äëя типовых ëинейных
звенüев на возäействие в виäе поëувоëны (3).

Анализ устойчивости замкнутой системы
по реакции разомкнутой системы

на типовое воздействие в виде полуволны

Рассìотриì устой÷ивостü заìкнутой сëеäящей
систеìы (рис. 11) по реакöии разоìкнутой систе-
ìы на типовое возäействие виäа (сì. рис. 3). Дëя
этоãо строится зависиìостü коэффиöиента переäа-
÷и K( j) и относитеëüное запазäывание Тз( j) äëя
разоìкнутой систеìы.
Для устойчивой системы в разомкнутом состоянии

замкнутая система будет устойчива в том случае,

Δt j( )
T j( )
---------

Δn

2j
-----

xmax

C
---------

Рис. 8. Переходной процесс интегрирующего звена

Рис. 9. Функциональные зависимости K( j) и Тз( j) для интегри-
рующего звена
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если при изменении j график зависимости

Тз( j) =  будет пересекать значение

Тз( j) = –1 правее точки пересечения

K( j) =  = 1, где T( j) = .

Данное утвержäение вытекает из
свойства возäействия в виäе поëувоë-
ны, которая приниìает сиììетри÷но
поëожитеëüное и отриöатеëüное зна-
÷ения с периоäоì Т( j), а также из
структуры сëеäящей систеìы, заìкну-
той еäини÷ной отриöатеëüной обрат-
ной связüþ.
Есëи при изìенении j возникает

усëовие, коãäа äëя зна÷ения j = jз за-
пазäывание Тз( jз) вхоäноãо сиãнаëа в
пряìоì тракте систеìы буäет равно
Тз( jз) = Т( j) (сì. рис. 3), то выхоäной
сиãнаë буäет совпаäатü по фазе с отри-
öатеëüной поëувоëной вхоäноãо сиãна-
ëа. В этоì сëу÷ае при наëи÷ии еäини÷-
ной отриöатеëüной обратной связи,
есëи коэффиöиент переäа÷и K( j) äëя
пряìоãо тракта систеìы буäет ìенü-
øе 1, то выхоäной сиãнаë буäет убы-
ваþщиì есëи K( j) боëüøе 1, то выхоä-
ной сиãнаë буäет расхоäящиìся. В пер-
воì сëу÷ае заìкнутая систеìа буäет
устой÷ива, а во второì — неустой÷ива.
Такиì образоì, äëя неустой÷ивой

систеìы в заìкнутоì состоянии при
преäставëении произвоëüноãо вхоä-
ноãо сиãнаëа в виäе суììы потенöи-
аëüных функöий и вейвëетов буäут сëа-
ãаеìые, которые привоäят к расхожäе-
ниþ выхоäноãо сиãнаëа.
Первона÷аëüно рассìотриì анаëиз

устой÷ивости заìкнутой систеìы по
реакöии разоìкнутой систеìы на вхоä-
ное возäействие виäа (3) на приìере оä-
ноãо ìоäуëя, соäержащеãо тоëüко ëи-
нейнуþ ÷астü, и äëя ìоäуëя, вкëþ÷аþ-
щеãо существеннуþ неëинейностü.
Провериì äанное утвержäение

первона÷аëüно на приìере ëинейной
систеìы.

Пример 2. Рассìотриì ëинейнуþ систеìу (рис. 12),
ãäе оператор преобразования пряìоãо тракта äëя
ëинейной систеìы вкëþ÷ает интеãратор и äва апе-
риоäи÷еских звена, р — оператор äифференöиро-
вания, 1/р — оператор интеãрирования.
Данная систеìа устой÷ива в заìкнутоì состоя-

нии, так как то÷ка пересе÷ения Тз( j) = –1 нахо-
äится правее то÷ки пересе÷ения K( j) = 1 (рис. 13).
Есëи увеëи÷итü коэффиöиент K( j) äо зна÷ения

K( j) = 40, то систеìа нахоäится на ãраниöе устой-
÷ивости, а при K( j) = 45 становится неустой÷ивой.
Это сëеäует из построенных характеристик äëя
K( j) и Тз( j). Дëя неустой÷ивой систеìы при изìе-

Δt j( )
T j( )
---------

xmax

C
--------- Δn

2 j
-----

Рис. 10. Переходные процессы и зависимости K( j), Тз( j) для типовых линейных
звеньев на воздействие в виде полуволны (3)

Рис. 11. Замкнутая следящая система, где e(t) — ошибка следя-
щей системы, K(t) — оператор преобразования сигнала разомк-
нутой системы

Рис. 12. Система, содержащая линейные звенья
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нении j ãрафик Тз( j) пересекает зна÷ение Тз( j) = –1
ëевее ãрафика K( j) при зна÷ении K( j) = 1.
На рис. 14 привеäены перехоäные проöессы äëя

заìкнутой систеìы при еäини÷ноì ступен÷атоì
возäействии, из которых сëеäует, ÷то при Тз( j) = 45
проöесс становится расхоäящиìся
Утвержäение об устой÷ивости заìкнутой сëеäя-

щей систеìы, изëоженное выøе тоëüко äëя ëиней-
ных систеì, справеäëиво и äëя сëеäящих систеì,
соäержащих существенные неëинейности. Данное
утвержäение объясняется теì, ÷то устой÷ивостü
систеìы оöенивается непосреäственно по пере-
хоäныì проöессаì во вреìенной обëасти.
Рассìотриì приìер систеìы, в которой кроìе

ëинейных звенüев соäержится неëинейное звено.
Пример 3. Систеìа, преäставëенная на рис. 15,

соäержит неëинейностü типа "опережение". Испоëü-
зуя преäëоженный выøе ìетоä, оöениì устой÷и-
востü заìкнутой систеìы при ввеäении неëиней-
ности. Дëя этоãо построиì зависиìости K( j), Тз( j)
и оöениì устой÷ивостü заìкнутой систеìы с вве-
äенной неëинейностüþ, у которой b = 0,2. Как быëо
показано в преäыäущеì приìере, заìкнутая сис-
теìа без неëинейности явëяется устой÷ивой. Ввеäе-
ние неëинейности типа "опережение" привоäит к
возникновениþ автокоëебаний в заìкнутой систе-
ìе, так как ãрафик Тз( j) пересекает то÷ку Тз( j) = –1
при зна÷ении K( j) ≅ 1 (рис. 16). Сëеäует отìетитü,
÷то ãрафики äëя Тз( j) äëя разоìкнутой ëинейной

систеìы и äëя систеìы с ввеäенной неëинейностüþ
совпаäаþт. Наëи÷ие автокоëебаний в заìкнутой
систеìе с неëинейностüþ поäтвержäается перехоä-
ныì проöессоì заìкнутой систеìы на постоянное
вхоäное возäействие (рис. 17).

Заключение

Приìенение теории вейвëет-преобразований
äëя анаëиза неëинейных систеì позвоëяет иссëе-
äоватü сëожные систеìы, соäержащие существен-
ные неëинейности, анаëоãи÷но ëинейныì систеìаì.
Преäëоженная ìетоäика анаëиза неëинейных сис-
теì иìеет преиìущество в сравнении с ÷астотны-
ìи ìетоäаìи, так как рассìатривает проöессы во
вреìенной обëасти и позвоëяет анаëити÷ески ис-
сëеäоватü оøибки и устой÷ивостü сëеäящих систеì.
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The article is devoted to the theory of Wavelet—transformations with reference to the analysis and synthesis of the dynamic
characteristics of the control systems containing an essential nonlinearity of the type of the zone of tolerance, restriction, back-
lash, etc. of nonlinearity. In the presented work a possibility of application of a device of the theory of Wavelet—transfor-
mations for the analysis and synthesis of the dynamic characteristics of the control systems containing essential nonlinearity
is considered. A scaling function and wavelet potential function are proposed. The given device has an advantage in comparison
with the frequency methods, because it takes into account the processes in the time area. Reactions of the linear systems, in-
cluding essential nonlinearity, to the influence of a kind of potential function and wavelet are investigated. Errors in the es-
tablished mode, because of the essential nonlinearities in the tracking system are considered under the influence of the signals
representing a Wavelet—number, made of potential functions and wavelet. The condition of stability of the closed-loop system
to reaction of the open-loop on the typical influence in the form of a half wave is formulated. The given condition allows us
to analyze the stability of the tracking system containing an essential nonlinearity. For this purpose the dependence of the factor
of transfer K (j) and the relative delay Тз (j) for the open-loop system, where parameter j characterizes the width of a half
wave, is formed. Application of the theory of Wavelet—transformations for the analysis of the nonlinear systems allows us to
investigate the complex systems containing the essential nonlinearity as similarly linear systems. The proposed technique of
analysis of the nonlinear systems has an advantage in comparison with the frequency methods, because it considers the processes
in the time area and allows us to investigate analytically the errors and stability of the tracking systems.

Keywords: Wavelet Transform, potential functions, essential nonlinearity, zone of tolerance, restriction, backlash, analysis
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