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Условия трансверсальности как эффективный инструмент 
в математических построениях оптимальных процессов

В настоящее вреìя при реøении ìноãих оптиìи-
заöионных заäа÷ с поìощüþ принöипа ìаксиìуìа
Л. С. Понтряãина зна÷ение усëовий трансверсаëü-
ности явно неäооöенивается. Цеëüþ äанной работы
быëо стреìëение показатü, ÷то усëовия трансвер-
саëüности — не простая форìаëüностü, у÷аствуþ-
щая в проöеäуре нахожäения оптиìаëüных вре-
ìенных функöий (присутствуþщая в систеìе не-
обхоäиìых усëовий оптиìаëüности, записанных в
соответствии с принöипоì ìаксиìуìа Л. С. Понт-
ряãина [1]), а эффективное среäство (а в ряäе сëу-
÷аев еäинственное, ни÷еì не заìениìое) äëя оп-
реäеëения характеристик и свойств оптиìаëüноãо
проöесса, вы÷исëения кëþ÷евых еãо параìетров
(констант).
Как правиëо, ìноãие авторы и иссëеäоватеëи

[2—5] (в основноì в прикëаäных обëастях) оãра-
ни÷иваþтся ëиøü теì, ÷то проверяþт выпоëнение
усëовий трансверсаëüности (как необхоäиìых ус-
ëовий оптиìаëüности) тоëüко в конöе реøения за-
äа÷ построения оптиìаëüных проöессов, уже посëе
тоãо, как саìо реøение поëу÷ено, форìаëизовано
конкретныìи ìатеìати÷ескиìи зависиìостяìи.
При этоì краевая заäа÷а принöипа ìаксиìуìа ре-
øается по-разноìу [7—11]. Проверку äеëаþт путеì
поäстановки найäенноãо оптиìаëüноãо реøения
исхоäной систеìы уравнений и сопряженных
функöий в уравнения, соответствуþщие усëовияì
трансверсаëüности (в некоторых ÷астных сëу÷аях
усëовия трансверсаëüности уäовëетворяþтся автоìа-
ти÷ески [5—7]). Межäу теì усëовия трансверсаëü-
ности явëяþтся такиì же равноправныì необхо-
äиìыì усëовиеì оптиìаëüности, как и общеприз-
нанные усëовие ìаксиìуìа функöии Гаìиëüтона и

сопряженная систеìа äифференöиаëüных уравне-
ний, и их необхоäиìо вкëþ÷атü в систеìу необхо-
äиìых усëовий оптиìаëüности с саìоãо на÷аëа
(наравне с сопряженной систеìой уравнений и усëо-
виеì ìаксиìуìа функöии Гаìиëüтона), сразу посëе
ввеäения сопряженных переìенных, записи функ-
öии Гаìиëüтона и сопряженной систеìы уравне-
ний. Такой поряäок äействий и äаëüнейøеãо приìе-
нения проöеäуры принöипа ìаксиìуìа явëяется
наибоëее правиëüныì и öеëесообразныì. Как по-
казывает практи÷еское приìенение форìаëизìа
принöипа ìаксиìуìа, во ìноãих сëу÷аях вкëþ÷е-
ние усëовий трансверсаëüности в общуþ систеìу
необхоäиìых усëовий оптиìаëüности еще äо форìа-
ëизаöии законоìерностей оптиìаëüноãо äвижения
äинаìи÷еской систеìы, описываеìой исхоäной
систеìой äифференöиаëüных уравнений (заäавае-
ìой форìуëировкой оптиìизаöионной заäа÷и),
явëяется еäинственно верныì и позвоëяет найти
реøение сëожнейøих, казаëосü бы, заäа÷. Реøе-
ние краевой заäа÷и принöипа ìаксиìуìа также
буäет у÷итыватü усëовия трансверсаëüности, ÷то
обеспе÷ит поëноту и äостоверностü резуëüтатов ре-
øения исхоäной заäа÷и оптиìизаöии, ãарантирует
закон÷енностü поëу÷енноãо реøения.

Постановка задачи

Обы÷но äинаìи÷еский проöесс заäается äиф-
ференöиаëüныì уравнениеì

 = f(x, y, t), (1)

ãäе x — вектор состояния (еãо коìпоненты хi — фа-
зовые переìенные, отражаþщие текущее состоя-
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ние äинаìи÷еской систеìы, i = ); у — вектор
управëения, у котороãо коìпоненты уj — искоìые
функöии вреìени, которые необхоäиìо выбратü
оптиìаëüныìи ( j = ). Физи÷еское соäержание
конкретной оптиìизаöионной заäа÷и опреäеëяет-
ся виäоì уравнений  = fi(x, y, t). Пустü äинаìи-
÷еский проöесс описывается сëеäуþщей систеìой
уравнений:

(2)

Систеìа (2) опреäеëяет изìенение вреìенных
функöий хi (t) при известноì повеäении функöий
уj(t) (i = , j = ). Движение х(t) естü реøение
äифференöиаëüноãо уравнения (1). Дëя конкрети-
заöии на реøения уравнения (1) необхоäиìо наëо-
житü некоторые оãрани÷ения, в ÷астности, заäатü
усëовия в на÷аëüный t = 0 и коне÷ный t = Т ìо-
ìенты вреìени. Рассìотриì øироко распространен-
ный кëасс заäа÷, коãäа краевые усëовия äëя траек-
тории äвижения х(t) форìаëизуþтся равенстваìи

х(0) = х0; (3)

х(T ) = хТ, (4)

ãäе х0, хТ — фиксированные векторы, заäаþщие со-
стояние äинаìи÷еской систеìы в на÷аëüный и ко-
не÷ный ìоìенты вреìени.
Заìетиì, ÷то в боëüøинстве сëу÷аев уравнение

(1) иìеет не оäно, а бесконе÷но ìноãо реøений,
уäовëетворяþщих заäанныì усëовияì (3), (4). Из
всеãо ìножества реøений систеìы уравнений (1),
(3), (4) интересны тоëüко те, которые явëяþтся оп-
тиìаëüныìи (наиëу÷øиìи) в тоì иëи иноì сìыс-
ëе. Обы÷но критерий оптиìаëüности выражается
функöионаëоì ка÷ества

G = g(x, y, t)dt, (5)

ãäе g (x, y, t) — неотриöатеëüная функöия; Т — вреìя
окон÷ания оптиìаëüноãо проöесса.
В саìоì общеì сëу÷ае заäа÷а оптиìизаöии фор-

ìуëируется сëеäуþщиì образоì: требуется пере-
вести äинаìи÷ескуþ систеìу, описываеìуþ урав-
нениеì (1), из состояния (3) в состояние (4), ÷тобы
интеãраë (5) быë ìиниìаëüныì.

Процедура решения задачи

Есëи принятü функöии yj, стоящие в правых ÷ас-
тях уравнений (2), кусо÷но-непрерывныìи функ-
öияìи вреìени, то ìы ìожеì испоëüзоватü прин-
öип ìаксиìуìа Л. С. Понтряãина. В соответствии
с ниì ввеäеì сопряженные переìенные qi, соот-

ветствуþщие коìпонентаì xi вектора состояния х,
и составиì функöиþ Гаìиëüтона:

Н = ϕ0g + q1(y3x4 – y2x7) + q2(y3x5 – y2x8) +
+ q3(y3x6 – y2x9) + q4(y1x7 – y3x1) + q5(y1x8 – y3x2) +
+ q6(y1x9 – y3x3) + q7(y2x1 – y1x4) + q8(y2x2 – y1x5) +

+ q9(y2x3 – y1x6),

ãäе ϕ0 = const < 0 (ϕ0 ≠ 0).
Уравнения äëя сопряженных функöий qi со-

ãëасно принöипу ìаксиìуìа [1] иìеþт виä

 = –∂H/∂xi (i = , j = ). (6)

Сопряженные функöии qi äоëжны уäовëетво-
рятü усëовияì трансверсаëüности:

(7)

ãäе Fh(х(0)) — функöии, заäаþщие краевое усëовие
на ëевоì конöе траектории х(t) в форìе Fh(х(0)) = 0,
при÷еì h =  (m m n); wk — ÷исëа, не все равные
нуëþ; Φk(х(T )) — функöии, заäаþщие краевое ус-
ëовие äëя правоãо конöа траектории х(t) в форìе
Φk(х(Т)) = 0, при÷еì k =  (p m n); zk — ÷исëа,
не все равные нуëþ; äëя заäа÷и в постановке (2)—
(5) ÷исëо фазовых переìенных n = 9.
Есëи вреìя Т окон÷ания оптиìаëüноãо проöес-

са не фиксировано, то оптиìаëüные сопряженные
функöии qi (t) äоëжны уäовëетворятü еще оäноìу
необхоäиìоìу усëовиþ оптиìаëüности, выражен-
ноìу усëовиеì трансверсаëüности

H(х(Т), y(T ), q(T ), T ) = – vk , (8)

ãäе q = {q1, q2, ..., q9} — вектор сопряженных пере-
ìенных; Φk(х(T ), T ) — функöии, заäаþщие краевое
усëовие на правоì конöе траектории х(t) в форìе
Φk(х(T ), T ) = 0, при÷еì k =  (p m n); vk — ÷исëа,
не все равные нуëþ (напоìниì, ÷то äëя заäа÷и
(2)—(5) n = 9, а l = 3).
Из структуры функöии Гаìиëüтона, уравнений

(6) и усëовий трансверсаëüности (7), (8) сëеäует, ÷то
оптиìаëüные функöии qi пропорöионаëüны отри-
öатеëüной константе ϕ0. Поэтоìу справеäëиво
принятü ϕ0 = –1.
Так как рассìатриваеìая заäа÷а (2)—(5) — это

заäа÷а с закрепëенныìи ëевыì и правыì конöаìи
траектории х(t), то усëовие трансверсаëüности (7)
äëя сопряженных переìенных qi на ìоìент вреìе-
ни t = 0 иìеет виä [12]: qi(0) = wi (i = ), ãäе w1,
w2, ..., w9 — некоторые ÷исëа, оäновреìенно не
равные нуëþ. Дëя сопряженных переìенных qi на
ìоìент вреìени t = Т усëовие трансверсаëüности
(7) иìеет анаëоãи÷ный виä [12]: qi(T ) = zi (i = ),
ãäе хотя бы оäно из ÷исеë z1, z2, ..., z9 отëи÷но от

1 n,

1 l,

x· i

 = y3x4 – y2x7,  = y3x5 – y2x8,  = y3x6 – y2x9,

 = y1x7 – y3x1,  = y1x8 – y3x2,  = y1x9 – y3x3,

 = y2x1 – y1x4,  = y2x2 – y1x5,  = y2x3 – y1x6.

x·1 x·2 x·3
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x·7 x·8 x·9

1 9, 1 3,

 
0

T
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нуëя; усëовие трансверсаëüности (8) приниìает
форìу

Н(T ) = 0. (9)

Первые äва усëовия трансверсаëüности эквива-
ëентны неравенстваì

(0) > 0 и (T ) > 0 (10)

и становятся о÷евиäныìи, есëи краевые усëовия
(3), (4) переписатü в форìе равенств

хi(0) – хi 0 = 0 и хi(T ) – хiТ = 0,

ãäе хi 0 — эëеìенты вектора х0; хiТ — эëеìенты век-
тора хТ; отсþäа Fk = хi(0) – хi 0; Φk = хi(T ) – хiТ;
∂Fk/∂хi = ∂Φk/∂хi = 1 äëя k = i и ∂Fk/∂хi = ∂Φk/∂хi = 0,
есëи k ≠ i.
Посëеäнее усëовие трансверсаëüности (требо-

вание (9)) поëу÷ается, есëи ãрани÷ное усëовие (4)
äëя правоãо конöа траектории преäставитü в виäе
Φk = 0, ãäе Φk = хi(T ) – хiТ, откуäа становится о÷е-
виäныì утвержäение ∂Φk/∂T ≡ 0 äëя всех k, а зна-
÷ит, усëовия (8) и (9) явëяþтся эквиваëентныìи.
Стоит отìетитü, ÷то в заäа÷ах с нефиксированныì
вреìенеì Т, есëи ãаìиëüтониан Н не зависит явно
от вреìени, то Н = 0 в ëþбой ìоìент вреìени t,
а не тоëüко Н(T ) = 0 [13].
Заäа÷а нахожäения оптиìаëüной функöии у(t) и

оптиìаëüноãо äвижения х(t) систеìы (2) своäится
к поиску реøения уравнений (2), (6) с оäновреìен-
ной ìаксиìизаöией в кажäый ìоìент вреìени t
функöии Гаìиëüтона, уäовëетворяþщеãо усëови-
яì трансверсаëüности (10) (есëи вреìя Т фиксиро-
вано) иëи (9), (10) (есëи вреìя Т не фиксировано).
Краевая заäа÷а принöипа ìаксиìуìа закëþ÷а-

ется в опреäеëении таких на÷аëüных зна÷ений qi(0)
äëя сопряженных функöий, при которых реøение
х(t), q(t) систеìы уравнений (2), (6) с на÷аëüныìи
усëовияìи (3), уäовëетворяþщее усëовиþ ìакси-
ìуìа функöии Гаìиëüтона в кажäый текущий ìо-
ìент вреìени t и усëовияì трансверсаëüности (10)
(иëи (9), (10) äëя заäа÷ с нефиксированныì вреìе-
неì T ) в на÷аëüный и коне÷ный ìоìенты вреìе-
ни, уäовëетворяет ãрани÷ноìу усëовиþ (4).
Преäпоëожиì, ÷то функöионаë (5) не соäержит

переìенных состояния хi. В этоì сëу÷ае сопряжен-
ная систеìа äифференöиаëüных уравнений äëя qi
запиøется в сëеäуþщей форìе:

(11)

Нетруäно показатü, ÷то в этоì ÷астноì варианте
постановки заäа÷и (2)—(5) (коãäа функöионаë (5)
не зависит явныì образоì от фазовых переìенных хi)
усëовия трансверсаëüности q(0) ≠ 0 и q(T ) ≠ 0 вы-
поëняþтся автоìати÷ески, есëи с÷итатü функöиþ
q(t) не тожäественно равной нуëþ (q — вектор со-

пряженных переìенных qi). Чтобы убеäитüся в
этоì, äостато÷но проанаëизироватü суììу

(t). (12)

Взяв произвоäнуþ по вреìени от суììы (12) и за-
ìенив в поëу÷ивøеìся выражении веëи÷ины  пра-
выìи ÷астяìи уравнений (11), поëу÷иì тожäество

qi ≡ 0,

озна÷аþщее, ÷то суììа (12) естü веëи÷ина постоян-
ная. Поэтоìу, есëи äопуститü, ÷то хотя бы оäно из
усëовий (10) не выпоëняется, то вектор q сопряжен-
ных переìенных окажется тожäественно равныì
нуëþ q ≡ 0, а такие сопряженные функöии qi(t) о÷е-
виäно не ìоãут бытü оптиìаëüныìи. Сëеäоватеëüно,
ëþбое реøение q ≠ 0, уäовëетворяþщее систеìе (11),
неизбежно буäет уäовëетворятü усëовияì транс-
версаëüности (7).
Систеìы уравнений (2) и (11) оäнотипны отно-

ситеëüно коэффиöиентов y1, y2, y3. Реøения урав-
нений (2) äëя переìенных xi и уравнений (11) äëя
переìенных qi отëи÷аþтся на÷аëüныìи усëовияìи.
В функöии Н сãруппируеì ìножитеëи äëя y1,

y2, y3, соäержащие фазовые переìенные хi, и обо-
зна÷иì их r1, r2, r3. Выäеëив в явноì виäе такие
ìножитеëи при yj, преäставиì функöиþ Гаìиëü-
тона Н в сëеäуþщеì виäе:

Н = –g + y1r1 + y2r2 + y3r3,

ãäе

r1 = q4x7 + q5x8 + q6x9 – q7x4 – q8x5 – q9x6;
r2 = q7x1 + q8x2 + q9x3 – q1x7 – q2x8 – q3x9;
r3 = q1x4 + q2x5 + q3x6 – q4x1 – q5x2 – q6x3.

Дëя переìенных rj справеäëивы äифференöи-
аëüные уравнения:

 = y3r2 – y2r3,  = y1r3 – y3r1,  = y2r1 – y1r2.(13)

Дифференöируя по вреìени равенства äëя rj
( j = ) и поäставëяя в них выражения äëя  и

, вы÷исëенные по уравненияì (2) и (11) соответ-
ственно, поëу÷иì необхоäиìые äифференöиаëü-
ные уравнения äëя вреìенных функöий rj(t):

 = q4  + x7 + q5  + x8 + q6  + x9 –

– q7  – x4 – q8  – x5 – q9  – x6 =

= y2(q4x1 + q5x2 + q6x3 – x4q1 – x5q2 – x6q3) +
+ y3(q7x1 + q8x2 + q9x3 – x7q1 – x8q2 – x9q3) =

= y3r2 – y2r3

(äëя переìенных r2, r3 поëу÷аеì анаëоãи÷ные выра-
жения). Изìенение вектора r = {r1, r2, r3} опреäеëя-
ется реøениеì уравнения  = r Ѕ y, ãäе у = {у1, у2, у3}.
Уравнения (13) äëя коìпонент rj вектора r заìе-

няþт сопряженнуþ систеìу уравнений (11). Как не-
труäно виäетü из уравнений (13), äëя вектора r спра-
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веäëиво свойство ⎜r⏐ = const. Дëя существования
нетривиаëüноãо реøения необхоäиìо, ÷тобы при
ëþбоì t ∈ [0, T] не выпоëняëисü равенства xi = χqi,
потоìу ÷то при их выпоëнении r1 = r2 = r3 ≡ 0, и
äаëüнейøее реøение заäа÷и теряет сìысë. Поэтоìу
при поиске оптиìаëüноãо реøения векторы х и q
с÷итаþтся такиìи, ÷то x ≠ χq, ãäе χ — скаëярная ве-
ëи÷ина (в противноì сëу÷ае r ≡ 0), и рассìатрива-
ется тоëüко вариант r ≠ 0 (т. е. коãäа функöии qi не
пропорöионаëüны переìенныì хi). Понятно, ÷то
есëи r ≠ 0, то q(t) ≠ 0, и усëовия трансверсаëüности
(7) уäовëетворяþтся.
Заäа÷а нахожäения оптиìаëüной функöии у(t) и

оптиìаëüноãо äвижения х(t) систеìы (2) свеëасü
к реøениþ уравнений (2), (13) с оäновреìенной
ìаксиìизаöией в кажäый ìоìент вреìени t функ-
öии Гаìиëüтона и уäовëетворениеì усëовия транс-
версаëüности (9), есëи вреìя Т не фиксировано.
Краевая заäа÷а принöипа ìаксиìуìа закëþ÷ается
в опреäеëении такоãо зна÷ения вектора r(0) ≠ 0,
при котороì реøение х(t) систеìы уравнений (2),
(13) с на÷аëüныìи усëовияìи (3), уäовëетворяþщее
усëовиþ ìаксиìуìа функöии Гаìиëüтона в каж-
äый ìоìент вреìени t и усëовиþ трансверсаëüнос-
ти (9) (äëя заäа÷ с нефиксированныì вреìенеì T ),
уäовëетворяет ãрани÷ноìу усëовиþ (4).

Примеры задач, когда условия трансверсальности 
определяют ключевые характеристики 

оптимального процесса

Дëя приìера привеäеì реøение заäа÷и (2)—(5),
в которой оптиìизируеìый функöионаë (5) иìеет виä

G = , (14)

ãäе k1 > 0, k2 > 0, k3 > 0 — постоянные поëожи-
теëüные коэффиöиенты.
Особенностüþ ìиниìизируеìоãо функöионаëа

(14) явëяется тот факт, ÷то еãо зна÷ение не зависит
от äëитеëüности Т оптиìаëüноãо проöесса; зна÷е-
ние G опреäеëяется искëþ÷итеëüно краевыìи ус-
ëовияìи (вектораìи х0 и хТ) и коэффиöиентаìи
k1, k2, k3 (äанное утвержäение буäет äоказано ниже).
С÷итается, ÷то уj — кусо÷но-непрерывные функ-

öии вреìени. Запиøеì функöиþ Гаìиëüтона äëя
заäа÷и (2)—(4), (14):

H = –  + r1y1 + r2y2 + r3y3.

Дëя построения искоìой функöии у(t) и нахож-
äения оптиìаëüной функöии r(t) сäеëаеì заìену

переìенных uj = yj ; μj = rj/  и ввеäеì векторы

u = {u1, u2, u3} и m = {μ1, μ2, μ3}. Функöиþ Гаìиëü-
тона перепиøеì в виäе:

Н = u•m — |u| = |u|(|m|cos γ – 1),

ãäе γ — уãоë ìежäу вектораìи u и m. Функöия Га-
ìиëüтона Н ìаксиìаëüна, есëи γ = 0 (коãäа векторы

u и m иìеþт оäинаковое направëение). Оптиìаëü-
ные функöии уj и rj уäовëетворяþт равенстваì

уj = аrj/kj, (15)

ãäе а l 0 — скаëярная веëи÷ина, кроìе а ≡ 0.
В ëþбой ìоìент вреìени t ∈ [0, T] ìоäуëü опти-

ìаëüноãо вектора m остается постоянныì |m| = const.
Оптиìаëüные функöии ri уäовëетворяþт усëовиþ

/k1 + /k2 + /k3 = const. (16)

Убеäиìся в этоì, проäифференöировав по вре-
ìени ëевуþ ÷астü равенства (16) и заìенив по фор-
ìуëаì (13) произвоäные коìпонент rj вектора r,
а затеì в поëу÷енноì выражении коìпоненты уj
вектора у заìеняþтся по форìуëаì (15), связываþ-
щиì rj и уj. В резуëüтате иìееì

r1 /k1 + r2 /k2 + r3 /k3 = у1r2r3/k3 – у1r2r3/k2 +

+ у1r2r3/k2 – у2r1r3/k3 + у2r1r3/k3 – у1r2r3/k3 ≡ 0.

Поëу÷иëи кëþ÷евое свойство оптиìаëüноãо по
критериþ (14) проöесса.
В заäа÷е (2)—(4), (14) вреìя Т не фиксировано.

Поэтоìу оптиìаëüные векторы u и m äоëжны уäов-
ëетворятü усëовиþ трансверсаëüности (9). Дëя вы-
поëнения H(T ) = 0 наäо выпоëнитü хотя бы оäно
из усëовий ⎜m(T )⏐ = 1 иëи ⎜u(T )⏐ = 0. Функöия Н
явëяется ëинейной по арãуìенту |u|. Есëи ⎜m(T)⏐ > 1,
то при оптиìаëüноì реøении ⎜u(T )⏐ →  ∞, как тоãо
требует усëовие ìаксиìуìа функöии Гаìиëüтона, но
тоãäа Н → ∞, т.е. H(T ) ≠ 0, и усëовие трансверсаëü-
ности (9) буäет наруøено. Есëи ⎜m(T )⏐ < 1, то в си-
ëу (16) усëовие ìаксиìуìа функöии Н в кажäый
текущий ìоìент вреìени t требует, ÷тобы ⎜у(t)⏐ ≡ 0;
но в этоì сëу÷ае буäет наруøено краевое усëовие (4).
Еäинственныì äопустиìыì äëя оптиìаëüных функ-
öий rj вариантоì явëяется усëовие ⎜m⏐ = 1. У÷иты-
вая свойство (16), приøëи к вывоäу, ÷то оптиìаëü-
ное зна÷ение r (0) обязано уäовëетворятü усëовиþ

(0)/k1 + (0)/k2 + (0)/k3 = 1. (17)

Из свойств оптиìаëüных функöий rj сëеäует, ÷то
при оптиìаëüноì реøении у(t) ìаксиìуì функöии
Гаìиëüтона Н не зависит от ìоäуëя ⎜у⏐ (а зависит
тоëüко от направëения искоìоãо вектора у), и равен-
ство H = 0 набëþäается на всеì отрезке вреìени
[0, Т]. Веëи÷ина ⎜у⏐ не вëияет на выпоëнение необ-
хоäиìых усëовий оптиìаëüности, а зна÷ит, зна÷ение
функöионаëа ка÷ества (14) не зависит от зна÷ения
функöии а(t) в конкретный ìоìент вреìени t.
Можеì утвержäатü, ÷то ëþбое реøение систе-

ìы (2), (13), (15), уäовëетворяþщее краевыì усëо-
вияì (3), (4) и равенству (17), явëяется оптиìаëüныì
в сìысëе ìиниìуìа интеãраëа (14). Усëовие (17)
опреäеëяет зна÷ение кëþ÷евой характеристики
r0 = ⎜r⏐ = ⎜r(0)⏐ äëя оптиìаëüных функöий rj(t).
Линия, соеäиняþщая то÷ки х0 и хТ, остается в кон-
фиãураöионноì ãиперпространстве R9 оäной и той
же независиìо от виäа ìасøтабируþщей функöии
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а(t), опреäеëяþщей теìп прибëижения к коне÷ной
то÷ке хТ. Дëина оптиìаëüной кривой из то÷ки х0 в
то÷ку хТ, вы÷исëенная в соответствии с выражени-
еì (14), опреäеëяется в проöессе реøения краевой
заäа÷и принöипа ìаксиìуìа оäновреìенно с оп-
тиìаëüныì зна÷ениеì r(0) и зависит тоëüко от х0,
хТ и коэффиöиентов k1, k2, k3.
Заäа÷а ìиниìизаöии интеãраëа (14) свеëасü к

реøениþ систеìы уравнений (2), (13), (15) с оäно-
вреìенныì выпоëнениеì краевых усëовий (3), (4) и
требования (17). Сфорìуëированная заäа÷а (2)—(4),
(14) реøается с то÷ностüþ äо неотриöатеëüной
функöии а(t).
Произвоë в выборе функöии а(t) позвоëяет сäе-

ëатü так, ÷тобы построенная оптиìаëüная функöия
у(t) ìоãëа уäовëетворятü какиì-то äопоëнитеëüныì
усëовияì (не оãоворенныì в раìках заäа÷и (2)—(4),
(14)), ÷то ìожет оказатüся весüìа поëезныì при ре-
øении прикëаäных заäа÷, связанных с оптиìизаöи-
ей физи÷еских проöессов. Кроìе сëу÷ая выпоëне-
ния требования а(t) l 0 функöия а(t), присутствуþ-
щая в уравнениях (15), буäет оптиìаëüной тоãäа и
тоëüко тоãäа, коãäа она уäовëетворяет равенству

a(t)dt = Gopt, (18)

ãäе Gopt — оптиìаëüное зна÷ение интеãраëа (14),
расс÷итанное в резуëüтате реøения краевой заäа÷и
принöипа ìаксиìуìа (напоìниì, ÷то а(t) не ìожет
бытü тожäественно равной нуëþ).
Свойство инвариантности интеãраëа (14) по от-

ноøениþ к характеру повеäения скаëярной функ-
öии а(t) — несоìненное преиìущество оптиìиза-
öии по критериþ (14). Кроìе тоãо, произвоëüностü
функöии а(t) и независиìостü зна÷ения (14) от ве-
ëи÷ины а(t) упрощает реøение краевой заäа÷и
принöипа ìаксиìуìа (нахожäение оптиìаëüноãо
зна÷ения r(0)) и опреäеëение характеристики (14)
äëя оптиìаëüноãо проöесса. Поëüзуясü указанныì
свойствоì независиìости оптиìаëüных зна÷ений
r(0) и (14) от функöии а(t), при реøении краевой
заäа÷и принöипа ìаксиìуìа ìы ìожеì принятü
а(t) = const = а0. Тоãäа G = а0T, ãäе Т — вреìя äо-
стижения усëовия (4) äëя реøения х(t) систеìы (2),
в которой функöии у1, у2, у3 вы÷исëяþтся по вы-
раженияì (15) с у÷етоì уравнений (13), (17) и ус-
ëовия а = а0. Есëи а0 = 1, то G = T. Отсþäа сëеäует,
÷то ìы ìожеì интерпретироватü характеристику (14)
оптиìаëüноãо проöесса сëеäуþщиì образоì: äëя
оптиìаëüноãо закона изìенения функöии у(t) обоб-
щенные затраты Gopt ÷исëенно равны вреìени äо-
стижения равенства х(t) = хТ äëя реøения систеìы
уравнений (2), (13), (17), (15), в которых а = 1 (на-
÷аëüное состояние х(0) зафиксировано усëовиеì (3)).
При произвоëüноì повеäении функöии а(t) усëо-
вие (18) опреäеëяет проäоëжитеëüностü оптиìаëü-
ноãо проöесса Т.
Данный приìер наãëяäно иëëþстрирует, как

усëовия трансверсаëüности (и тоëüко они) äаþт воз-

ìожностü выявитü кëþ÷евые свойства оптиìаëü-
ноãо проöесса. Дëя сëу÷ая ìиниìизаöии интеãраëа
(14) такиìи отëи÷итеëüныìи свойстваìи опти-
ìаëüноãо реøения явëяþтся равенство (17) и не-
зависиìостü зна÷ения (14) от неотриöатеëüной
тожäественно не равной нуëþ функöии а(t) и, как
сëеäствие, от ìоäуëя ⎜у⏐ в конкретный ìоìент вре-
ìени t. На äанноì приìере виäно, ÷то без усëовия
трансверсаëüности (9) оäнозна÷но опреäеëитü оп-
тиìаëüное зна÷ение вектора r(0) и реøитü краевуþ
заäа÷у принöипа ìаксиìуìа быëо бы невозìожно.
Вторыì приìероì явëяется заäа÷а оптиìаëüно-

ãо перевоäа äинаìи÷еской систеìы (2) из состоя-
ния (3) в состояние (4) с ìиниìаëüныì зна÷ениеì
функöионаëа

S = (k0 + k1  + k2  + k3 )dt, (19)

ãäе k0 > 0, k1 > 0, k2 > 0, k3 > 0 — постоянные по-
ëожитеëüные коэффиöиенты.
Принятый наìи функöионаë (19) соответствует

кваäрати÷ноìу критериþ ка÷ества с äобавëениеì
затра÷енноãо вреìени, уìноженноãо на постоянный
поëожитеëüный коэффиöиент (k0 ≠ 0). Фактор вре-
ìени, присутствуþщий в критерии оптиìаëüности
(19), оãрани÷ивает äëитеëüностü Т оптиìаëüноãо
проöесса некоторыì коне÷ныì зна÷ениеì Тopt.
Как и в преäыäущей заäа÷е, оптиìаëüное реøе-

ние у(t) ищеì в кëассе кусо÷но-непрерывных функ-
öий. Дëя заäа÷и (2)—(4), (19) функöия Гаìиëüтона
иìеет виä

Г = r1y1 + r2y2 + r3y3 – k0 – k1  – k2  – k3 .

Поскоëüку Г — кваäрати÷ная функöия искоìоãо
вектора у, то ее ìаксиìаëüное зна÷ение äостиãается
в то÷ке ëокаëüноãо экстреìуìа. Из необхоäиìых
усëовий экстреìуìа ∂Г/∂yj = 0 нахоäиì, ÷то функ-
öия Г ìаксиìаëüна, есëи rj – 2kjyj = 0. Оптиìаëü-
ные функöии уj связаны с rj соотноøенияìи

уj = rj/2kj. (20)

Сравнив усëовия оптиìаëüности (20) с равенст-
ваìи (15), закëþ÷аеì, ÷то äëя оптиìаëüноãо по
критериþ (19) реøения справеäëиво свойство (16).
Поэтоìу функöия Гаìиëüтона Г явëяется постоян-
ной. Из усëовия трансверсаëüности (9), которое
иìеет виä Г(T ) = 0, нахоäиì необхоäиìое усëовие
оптиìаëüности äëя функöий rj(t):

( /k1 + /k2 + /k3)/4 – k0 = 0.

Сëеäоватеëüно, оптиìаëüное зна÷ение r(0) обя-
зано уäовëетворятü соотноøениþ

(0)/k1 + (0)/k2 + (0)/k3 = 4k0.

Оптиìаëüные функöии уj(t) уäовëетворяþт за-
висиìости

k1  + k2  + k3  = k0. (21)
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Из поëу÷енноãо свойства оптиìаëüных функ-
öий уj(t) нахоäиì, ÷то зна÷ение S функöионаëа (19)
связано с äëитеëüностüþ оптиìаëüноãо проöесса
зависиìостüþ S = 2k0Т. У÷итывая, ÷то равенства
(20) — ÷астный сëу÷ай усëовий (15), опреäеëиì оп-
тиìаëüное вреìя Тopt ÷ерез известнуþ характеристи-
ку Gopt, расс÷итаннуþ при реøении заäа÷и (2)—(4),
(14): Тopt = Gopt/  (функöии уi(t), оптиìаëüные
в сìысëе ìиниìуìа (19), явëяþтся оптиìаëüныìи
по критериþ (14)). Соответственно зна÷ение пока-
затеëя (19) при оптиìаëüноì повеäении функöий
y1, y2, y3 равно Sopt = 2 Gopt. Зна÷ения коэффи-
öиентов k1, k2, k3 вëияþт тоëüко на зна÷ение Gopt
и опреäеëяþт еãо совìестно с заäанныìи на÷аëü-
ной х0 и коне÷ной хТ то÷каìи траектории х(t).
Такиì образоì, рассìотренные приìеры äе-

ìонстрируþт, ÷то усëовия трансверсаëüности —
искëþ÷итеëüно эффективный инструìент в опре-
äеëении оптиìаëüных функöий у(t), r(t), и в ряäе
сëу÷аев они явëяþтся незаìениìыìи (а порой и
еäинственныì среäствоì), ÷тобы выявитü кëþ÷е-
вые свойства оптиìаëüноãо проöесса.
Заìетиì, ÷то есëи поä фазовыìи переìенныìи

xi пониìатü направëяþщие косинусы ìежäу свя-
занной систеìой коорäинат тверäоãо теëа и инер-
öиаëüной систеìой коорäинат, то вектор у буäет
соответствоватü уãëовой скорости вращения свя-
занной систеìы коорäинат относитеëüно инерöи-
аëüной систеìы коорäинат, а управëяþщие функ-
öии yj интерпретируþтся как проекöии вектора аб-
соëþтной уãëовой скорости тверäоãо теëа на оси
связанной систеìы коорäинат. В этоì сëу÷ае рас-
сìотренные выøе заäа÷и оптиìизаöии приобрета-
þт впоëне конкретный физи÷еский сìысë. Есëи
при этоì коэффиöиенты k1, k2, k3 в заäа÷е (2)—(4),
(19) пропорöионаëüны зна÷енияì , , , ãäе
J1, J2, J3 — ìоìенты инерöии тверäоãо теëа, то ус-
ëовие трансверсаëüности Г(T ) = 0 опреäеëяет ìо-
äуëü кинети÷ескоãо ìоìента во вреìя оптиìаëü-
ноãо по критериþ (19) вращения тверäоãо теëа из
поëожения (3) в поëожение (4) (уравнение (21) на-
ãëяäно поäтвержäает сказанное). Из уравнения (21)
сëеäует такая законоìерностü: äëя оптиìаëüноãо
äвижения систеìы (2) с ìиниìаëüныì зна÷ениеì
(19) äëитеëüностü Т перехоäа из состояния (3) в со-
стояние (4) и зна÷ение интеãраëа (19) связаны пря-
ìо-пропорöионаëüной зависиìостüþ Sopt = 2k0Topt.

Заключение

Пробëеìатика статüи относится к ìатеìати÷е-
ской теории оптиìаëüных проöессов и ее ìетоäаì.
В ÷астности, обсужäаþтся крайне актуаëüные воп-
росы ìетоäоëоãии принöипа ìаксиìуìа и особен-
ности проöеäуры еãо практи÷ескоãо приìенения.
Преäставëенная работа устраняет иìеþщийся ìе-
тоäи÷еский пробеë, связанный с непоëныì испоëü-
зованиеì усëовий трансверсаëüности. Отìе÷енный

ìетоäоëоãи÷еский неäостаток, который присутст-
вует в рассужäениях при реøении заäа÷ оптиìаëü-
ноãо управëения на основе принöипа ìаксиìуìа,
набëþäается у ìноãих авторов.
В статüе показано, ÷то äëя ìаксиìаëüно кор-

ректноãо и поëноãо реøения заäа÷и оптиìаëüноãо
управëения усëовия трансверсаëüности, явëяясü
необхоäиìыìи усëовияìи оптиìаëüности наравне
с усëовиеì ìаксиìуìа функöии Гаìиëüтона и со-
пряженной систеìой äифференöиаëüных уравне-
ний, äоëжны у÷итыватüся с саìоãо на÷аëа и äоëжны
бытü вкëþ÷ены в систеìу уравнений, форìаëи-
зуþщих принöип ìаксиìуìа, сразу посëе ввеäения
сопряженных переìенных, записи функöии Га-
ìиëüтона и сопряженной систеìы уравнений, не-
посреäственно опреäеëяя свойства оптиìаëüных
сопряженных функöий и управëяþщих переìен-
ных. Рассìотренные в статüе конкретные приìеры
указываþт на искëþ÷итеëüно важнуþ роëü (нереä-
ко кëþ÷евуþ роëü) усëовий трансверсаëüности в
общеì аëãоритìе проöеäуры приìенения принöи-
па ìаксиìуìа.
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The topic of the article concerns the mathematical theory of the optimal processes and its methods. In particular, the ex-
tremely topical aspects of the methodology of the maximum principle and the procedure of its practical use are discussed. The
article presents in details the transversality conditions, their role, place and significance in the general procedure for solving
of the problems of finding the optimal functions. This work eliminates the existing methodical defect connected with an in-
complete use of the transversality conditions. On concrete examples, it shows that the transversality conditions (as one of the
necessary conditions of optimality in the form of the maximum principle) are an extremely effective mathematical tool (and
even the only one, in some cases) for determination of the characteristic properties, laws and key characteristics (parameters,
constants, integrals of motion) of the optimal solutions for the systems of ordinary differential equations (of the dynamic systems).
The importance of the topic is explained by the fact that in the overwhelming majority of cases the authors believe that the
transversality conditions complicate the problem of search for the optimum functions, instead of simplifying it. However, it is
far from being so, and it is a standard error, which has become almost typical. In the paper, the authors convincingly demonstrate
the following conclusion: for a maximally correct and complete solution of the problems of the optimal control, the transversality
conditions, being the necessary conditions for a optimality similarly as the condition of the Hamiltonian maximum and the
adjoint system of the differential equations, should be taken into account since the beginning and be included in the system
of the equations, which formalize the maximum principle, directly after defining the adjoint variables, formation of the Hamil-
tonian and the adjoint system of equations, determination of the properties of the optimal adjoint functions and the control variables.
The concrete examples presented in the article confirm the exclusively significant role (quite often critical role) of the trans-
versality conditions in the general algorithm of the procedure for application of the maximum principle.

Keywords: maximum principle, transversality conditions, optimality criterion, functional of quality, conditions of opti-
mality, boundary value problem
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