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Введение

В буäущеì практи÷ески неизбежна автоìатиза-
öия управëения транспортоì, в ÷астности автоìо-
биëяìи, в связи с ÷еì зна÷иìой становится заäа÷а
обеспе÷ения безопасности совìестноãо äвижения
пиëотируеìых и роботизированных транспортных
еäиниö (äаëее — ТЕ). Так, возникает необхоäи-
ìостü в созäании ìоäеëей взаиìоäействия автоìо-
биëей в ëинейноì потоке. Заìетиì, ÷то äëя преä-
отвращения äорожно-транспортных происøествий
принöипиаëüно важно ìоäеëироватü управëение
äвижениеì, äостато÷но äетаëüно описывая сиëы,
которые äействуþт на автоìобиëü, ÷то äеëает не-
äостато÷но приãоäныìи äëя этих öеëей ìакроско-
пи÷еские (наприìер, ãиäроäинаìи÷еские [1]) ìо-
äеëи транспортноãо потока и ряä ìикроскопи÷е-
ских ìоäеëей, вкëþ÷ая попуëярные в настоящее
вреìя кëето÷ные автоìаты [2].
Данная работа, как и ранее опубëикованная ста-

тüя [3], посвящена управëениþ äвижениеì автоìо-
биëей в ëинейноì потоке. Построение ìоäеëей äви-
жения в настоящей работе выпоëняется поä вëия-
ниеì параäиãìы конструктивной ìатеìатики [4],
в неявной форìе высказанной в работе [5], разви-
вает преäставëение о ìоäеëях управëения как о ìо-
äеëях теоретико-ìехани÷еских, в äостато÷но поë-
ной ìере отражаþщих физи÷еский сìысë äвиже-
ния, при÷еì ìоäеëü впоëне аäекватна с то÷ки
зрения öеëей управëения äвижениеì.

Модели продольного движения одиночной ТЕ

В ка÷естве исхоäной ìоäеëи проäоëüноãо äвиже-
ния отäеëüно взятой ТЕ ìассой m возüìеì ìоäеëü,
бëизкуþ преäëоженной в работе [3], а иìенно: 

(1)

ãäе R — расстояние, пройäенное ТЕ; V — ëинейная
скоростü äвижения ТЕ, при÷еì V l 0 (т.е. рассìат-
риваеì оäнонаправëенное äвижение); F, S — уäеëü-
ные сиëы (äаëее — сиëы): F — сиëа, созäаваеìая
äвиãатеëüно-торìозной систеìой ТЕ, S — сиëа со-

противëения äвижениþ; A = kV 2 — сиëа аэроäи-
наìи÷ескоãо сопротивëения; k — фактор обтека-
еìости, k = 0,5сρσ, с — коэффиöиент ëобовоãо со-
противëения, ρ — пëотностü возäуха, σ = αBH/m —
уäеëüная ëобовая пëощаäü ТЕ, α — коэффиöиент
запоëнения ëобовой пëощаäи, B и H — наибоëüøие
øирина и высота ТЕ; Q — зна÷ение сиëы сопротив-
ëения ка÷ениþ, Q = fqgh при V > 0, gh и gv — проекöии
ускорения свобоäноãо паäения (g) соответственно
на направëение äвижения и направëение, еìу ор-
тоãонаëüное (äаëее приìеì gv = 0, так ÷то gh = g),
fq — коэффиöиент сопротивëения ка÷ениþ; Т —
сиëа торìожения; Vd = Vd(t) — заäаваеìая скоростü
äвижения ТЕ; ϕd(Vd) — сиëа, реаëизуþщая заäавае-

ìое (иëи проãраììное) äвижение; μ = τ–1, τ — по-
стоянная вреìени реаëизаöии сиëы F, вообще ãо-
воря, возìожен сëу÷ай μ = μ(t), хотя в äанной ра-
боте приниìается μ = const; u — äопоëнитеëüная
управëяþщая сиëа (äаëее — просто управëение),
корректируþщая äвижение.
Моäеëü (1) корректна с ìоìента вреìени троãа-

ния ТЕ с ìеста, приниìаеìоãо за t = 0, при F(0) l Q
и V > 0. Функöия ϕd(Vd) опреäеëяется при u ≡ 0 и
T ≡ 0. Приìеì, ÷то коэффиöиенты k, fq, μ известны
то÷но, и ввеäеì сëеäуþщие соотноøения: V = Vd + v,
F = Fd + f, A = Ad + a, Q = Qd, ãäе Fd, Ad, Qd — зна-
÷ения сиë, соответствуþщие заäанноìу äвижениþ;
äопоëнитеëüно заìе÷аеì, ÷то a = A – Ad = kV 2 –
– kVd

2 = k(V + Vd)v, иëи, поëаãая k(V + Vd) = η,
a = ηv. Тоãäа уравнения äвижения ТЕ в откëоне-
ниях от заäанноãо äвижения приìут виä

(2)
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 1 Работа выпоëнена при поääержке ãранта ДВО РАН
№ 15-1-4-006 О (Проãраììа "Даëüний Восток").

 = V, R(0) = R0;

 = F – S – gv, V(0) = V0; S = A + Q;

 = –μ(F – ϕd(Vd) + u + T), F(0) = F0,
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У÷итывая ëинейностü ìоäеëи (2), ее ìожно при-
вести к виäу

(3)

ãäе Т1 = e–μt μT(θ)eμθdθ, иëи, есëи T = const > 0,

то T1 = T(1 – ; есëи же систеìы (2) и (3)

рассìатриватü при t l t1 + 3τ, ãäе τ = μ–1, то ëоãи÷но
принятü T1 = T.
О÷евиäно, ÷то систеìы (2) и (3) эквиваëентны.

Добавиì к этоìу, ÷то набëþäаеìыì и управëяе-
ìыì вектороì состояний рассìатриваеìой ìоäеëи
äвижения при äоступности изìерений скорости
v = V – Vd явëяется, ÷то ëеãко проверитü, вектор
(v, f ); поэтоìу в этоì разäеëе статüи при ссыëках
на соотноøение (2) и (3) буäеì иìетü в виäу тоëüко
вторые и третüи уравнения систеì, а иìенно:

äëя систеìы (2)

 = –ηv + f, v(0) = v0;

 = –μ( f + u + T ), f (0) = f0;

äëя систеìы (3)

 = –ηv + f – T1, v(0) = v0;

 = –μ( f + u), f (0) = f0.

Есëи пробëеìа набëþäения (оöенивания) век-
тора (v, f)т реøена, то, форìируя управëение в виäе
u = μ0 f + γv, ìожно изìенятü äинаìи÷еские свой-
ства систеìы, в ÷астности, зна÷ение вреìени фор-
ìирования сиëы, äвижущей ТЕ (μ0 и γ — коэффи-
öиенты, в общеì сëу÷ае — функöии вреìени).
Наряäу с эквиваëентныìи ìоäеëяìи (2) и (3)

укажеì еще и на прибëиженнуþ ìоäеëü виäа

(4)

поëаãая ее äопустиìостü при äостато÷но боëüøоì
зна÷ении μ, т.е. весüìа ìаëоì зна÷ении τ = μ–1,
иëи, по сути, при μ > η (наприìер, äëя ëеãковоãо ав-
тоìобиëя с ìассой m = 1000 кã и ëобовой пëощаäüþ
2,6 ì2 иìеет ìесто зна÷ение η = 0,605, в то вреìя
как при τ = 0,1 с μ = 10 и, о÷евиäно, 10 . 0,605).
Иссëеäуеì теперü пробëеìу привеäения зна÷е-

ния v к зна÷ениþ v = 0 при t → 0 с öеëüþ выявитü
обëасти зна÷ений параìетра γ в управëении u = γv,
ина÷е ãоворя, пробëеìу асиìптоти÷еской устой÷и-
вости систеì (2), (3), (4) с посëеäуþщиì сравне-
ниеì усëовий устой÷ивости.
На÷неì с ìоäеëи (4). У÷итывая оäнонаправëен-

ностü äвижения ТЕ (V l 0), заìе÷аеì (поëаãая T ≡ 0),
÷то äëя асиìптоти÷еской устой÷ивости (4) необхо-
äиìо и äостато÷но, ÷тобы 

γ > –η. (5)

О вëиянии на устой÷ивостü сиëы T (напоìниì:
T = const > 0 при V l 0) буäеì суäитü по тоìу, как
ìеняется во вреìени кинети÷еская энерãия äвиже-
ния, иëи функöия Ляпунова L = v2/2, с которой
в äанноì сëу÷ае она отожäествëяется. Иìееì

= v  = –(η + γ)L – vT, откуäа виäиì ÷то наи-
боëüøий эффект от торìожения иìеет ìесто тоëü-
ко тоãäа, коãäа оно реаëизуется на вреìенных ин-
терваëах, на которых v > 0.
Проäоëжиì иссëеäование, обращаясü теперü к

ìоäеëяì (2) и (3). Возüìеì äëя них функöиþ Ляпу-
нова в виäе кваäрати÷ной форìы L = (v f )P(v f )т

с ìатриöей P = diag(1, p) = const, p > 0. Тоãäа äëя рас-
сìатриваеìых ìоäеëей äвижения поëу÷иì сëеäуþ-
щие выражения произвоäной функöии Ляпунова:

äëя (2):  = ψ(v, f ) – fT; (6)

äëя (3):  = ψ(v, f ) – vT, (7)

ãäе

ψ(v, f ) = –2ηpv2 + 2(p – μγ)vf – 2μf 2 =
= (v f )W(v f )т, (8)

W = . (9)

Пустü T ≡ 0, т.е. реаëизуется äвижение без тор-
ìожения. Тоãäа äëя тоãо ÷тобы при t → ∞ иìеëо
ìесто v → 0, с äостато÷ностüþ требуется выпоëнение
неравенства ψ(v, f ) < 0, т.е. усëовия отриöатеëüной
опреäеëенности ìатриöы W. Сна÷аëа отìетиì, ÷то
простой взãëяä на функöиþ ψ(v, f ) указывает на
возìожнуþ обëастü зна÷ений γ, а иìенно: 

γ > 0, (10)

при этоì сëеäует указатü зна÷ение p > 0, т.е. p = μγ,
и, такиì образоì, верифиöироватü ψ(v, f ) как функ-
öиþ Ляпунова.
Сравнивая теперü обëасти (5) и (10), нахоäиì их

заìетное разëи÷ие в поëüзу первой, боëее соответ-
ствуþщей физи÷еской сущности проöесса äисси-
паöии кинети÷еской энерãии при аэроäинаìи÷е-
ских сиëах сопротивëения äвижениþ.
Поäробнее усëовия выпоëнения требования

ψ(v, f ) < 0 рассìотриì, иссëеäуя опреäеëенностü
ìатриöы W (9); ее характеристи÷еское уравнение и
собственные ÷исëа иìеþт сëеäуþщий виä:

λ2 = 2(μ + ηp)λ + 4μηp – (p – μγ)2 = 0; (11)

λ1, 2=–(μ+ ηp) ± ((μ + ηp) – 4μηp + (p – μγ)2)1/2.(12)

Из соотноøения (12) нахоäиì, ÷то λ1, 2 < 0, т.е.
ìатриöа W отриöатеëüно опреäеëена, есëи 4μηp >
> (p – μγ)2, иëи π(p, γ) = p2 – 2p(2μη + μγ) + μ2γ2 < 0.
В своþ о÷ереäü, корни уравнения π(p, γ) = 0 естü

p1, 2 = μ(2η + γ) ± μ((2η + γ)2 – γ2)1/2 =

= μ(2η + γ) ± 2μ ,

а усëовие их вещественности 

γ l –η (13)

оäновреìенно опреäеëяет обëастü зна÷ений γ, на ко-
торой существуþт зна÷ения p: 0 < p < p1 = μ(2η + γ) +

 = v, r(0) = r0;

 = –ηv + f – T1, v(0) = v0;

 = –μ(f + u), f(0) = f0,

r·

v·

f·

t1

t

∫

e
μ t t1–( )–

v·

f·

v·

f·

 = –ηv – u – T, v(0) = v0, u = γv

иëи  = –(η + γ)v – T, v(0) = v0,
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+ 2μ  коãäа λ1, 2 < 0 и, сëеäоватеëüно,
ψ(v, f ) < 0.
Сравнивая теперü обëасти (5) и (13), отìе÷аеì

их практи÷еское совпаäение, ÷то впоëне оправäы-
вает ìоäеëü (4). Наконеö, обращаясü к выражени-
яì (6) и (7) при Т > 0, нахоäиì, ÷то эффект от тор-
ìожения äостиãается тоëüко тоãäа, коãäа оно ре-
аëизуется ëибо при v > 0, ëибо при f > 0; боëее тоãо,
второе выпоëняется оäновреìенно с первыì, ÷то
сëеäует из эквиваëентности уравнений (2) и (3).

Модель относительного продольного движения 
двух ТЕ

Поëаãаеì, ÷то при проäоëüноì äвижении äвух
ТЕ, впереäииäущей (ТЕ1) и сëеäуþщей за ней по-
заäи (ТЕ2), составëяþщих пару, иëи звено ТЕ, ста-
вится заäа÷а äостижения и сохранения ìежäу ниìи
заäанноãо расстояния (d0). При этоì роëü ëиäера,
иëи веäущеãо, опреäеëяþщеãо öеëи и соответствуþ-
щий иì характер äвижения пары ìожет бытü отвеäе-
на как ТЕ1, так и ТЕ2. Тоãäа в первоì сëу÷ае форìи-
рования звена из äвух ТЕ ответственностü за реøение
указанной заäа÷и возëаãается на ТЕ2, а во второì —
на ТЕ1; заìетиì, ÷то наряäу с этиì ответственностü
ìожет бытü возëожена на обе ТЕ оäновреìенно.
Рассìотриì первый сëу÷ай, наибоëее соответ-

ствуþщий реаëияì äвижения транспорта, коãäа
ТЕ1 — ëиäер.
У÷итывая, ÷то äвижение ëиäера, по сути, явëя-

ется заäанныì äëя веäоìоãо (ТЕ2), äëя описания
относитеëüноãо äвижения ТЕ ìожно воспоëüзо-
ватüся ìоäеëяìи (2), (3) иëи (4), нескоëüко аäап-
тируя их к иссëеäуеìой заäа÷е, а иìенно, ввоäя
сëеäуþщие обозна÷ения: v = V – Vd — скоростü от-
носитеëüноãо äвижения ТЕ; Vd и V — соответствен-
но скорости ТЕ1 и ТЕ2; η = k(V + Vd); k и μ — ко-
эффиöиенты ìоäеëи орäинарноãо äвижения ТЕ2;
r = R1 – R2 – d0, R1 и R2 — расстояния, прохоäи-
ìые соответственно ТЕ1 и ТЕ2, существенно, ÷то
r изìеряется бортовыìи среäстваìи ТЕ2; прини-
ìая во вниìание набëþäаеìостü (при изìерении r)
и управëяеìостü ìоäеëей (2), (3), (4), поëожиì
u = βr + γv, ãäе β и γ — коэффиöиенты, опреäеëе-
ние обëасти зна÷ений которых, обусëовëиваþщей
проöесс (r, v) → 0 при t → ∞, и явëяется основной
öеëüþ äаëüнейøеãо иссëеäования. Такиì образоì,
ре÷ü иäет об иссëеäовании асиìптоти÷еской ус-
той÷ивости ìоäеëей относитеëüноãо äвижения.
Вìесте с теì, резуëüтаты иссëеäования орäинар-

ноãо äвижения впоëне убеäитеëüно указываþт на то,
÷то и в сëу÷ае äвижения пары ТЕ возìожно обраще-
ние к аäаптированной ìоäеëи виäа (4), а иìенно

 = v, r(0) = r0;

 = –βr – (η + γ)v – T, v(0) = v0, (14)

ãäе Т — сиëа торìожения, реаëизуеìая ТЕ2, при÷еì
ëибо T ≡ 0, ëибо T l 0, есëи V l 0.
Леãко виäетü, ÷то в стаöионарноì сëу÷ае, коãäа

β = const > 0 и η + γ = const > 0, систеìа асиìп-
тоти÷ески устой÷ива (при T ≡ 0).

Покажеì, коãäа это иìеет ìесто в общеì сëу÷ае,
äоказав, ÷то поëная энерãия относитеëüноãо äвижения

E = 0,5v2 + βr2, (15)

ãäе первое сëаãаеìое — кинети÷еская энерãия, а вто-
рое — потенöиаëüная, явëяется функöией Ляпунова,
т.е. L = E äëя ìоäеëи (14). Итак, äифференöируя
уравнение (15), иìееì

 = –2D – vΤ + 0,5 r2, (16)

ãäе D = (η + γ)v2/2 — функöия рассеивания Реëея.
Пустü T ≡ 0. Тоãäа L = E, 1) есëи β = const > 0,

γ > –η; 2) есëи β(t) > 0, γ > –η, r2 < 4D.
Заìетиì, ÷то еще оäин способ орãанизаöии об-

ратной связи (по скорости), как это виäно из со-
отноøения (16), ìожет бытü реаëизован в виäе си-
туаöионноãо управëения торìожениеì ТЕ2, коãäа
торìожение "вкëþ÷ается" тоëüко на тех вреìенных
интерваëах, на которых v > 0, т.е. vT > 0, повыøая,
такиì образоì, скоростü убывания энерãии Е, ÷то
ìожет привести к расхожäениþ ТЕ по äаëüности
иëи же к автокоëебанияì, наруøаþщиì режиì
коìфортности äвижения ТЕ2.
Рассìотриì и äруãие способы форìирования

совìестноãо связанноãо äвижения äвух ТЕ (зве-
на ТЕ). Пустü роëü ëиäера в паре иãрает позаäи
иäущая ТЕ2. Тоãäа äëя ТЕ1 äвижение ТЕ2 явëяется
заäанныì. Иìенуя теперü в опреäеëении v (т.е.
v = V – Vd) скорости V и Vd как скорости, соответ-
ственно, ТЕ1 и ТЕ2, прихоäиì к теì же уравненияì
(14), ÷то и в сëу÷ае, коãäа роëü ëиäера отвоäиëасü
ТЕ1. Боëее тоãо, к этиì же уравненияì прихоäиì и
тоãäа, коãäа обе ТЕ оäновреìенно реøаþт заäа÷у фор-
ìирования звена; при этоì β = β1 + β2, γ = γ1 + γ2,
η = η1 + η2 = (k1 + k2)(V1 + V2), T = T1 + T2, ãäе
инäексы при параìетрах указываþт на их соответ-
ствие ТЕ1 и ТЕ2.
Обобщая изëоженное, отìетиì сëеäуþщее.

Простой коìбинаторный анаëиз, выпоëненный с
у÷етоì резуëüтатов иссëеäования äëя сëу÷ая, коãäа
в ка÷естве ëиäера рассìатриваëасü ТЕ1, указывает,
÷то из 15 возìожных со÷етаний параìетров из
ìножества (β1, β2, γ1, γ2) тоëüко 12 способны обес-
пе÷итü асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü относи-
теëüноãо äвижения ТЕ; назовеì оставøиеся из них
(с общиì äëя всех трех усëовиеì β = β1 = β2 = 0),
которые не обеспе÷иваþт схоäиìостü управëяеìо-
ãо проöесса к состояниþ (v = 0, r = 0), но обеспе-
÷иваþт схоäиìостü проöесса к состояниþ v = 0,
а иìенно: 1) γ = γ1 + γ2; 2) γ = γ1; 3) γ = γ2, ãäе γ > 0.
Это обобщение при T ≡ 0 ëеãко верифиöируется по
виäу уравнений (14).

Заключение

В преäставëенной работе рассìотрен ряä ìоäе-
ëей управëения относитеëüныì äвижениеì, суще-
ственныì свойствоì которых явëяется преäставëе-
ние относитеëüноãо äвижения как откëонения от
заäанноãо (проãраììноãо) äвижения. Рассìотрены
ìоäеëи äвижения оäино÷ноãо автоìобиëя и пары

η η γ+( )

r·

v·

E· β·

β·
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автоìобиëей; преäставëенная ìоäеëü äвижения
пары автоìобиëей приìениìа äëя ìоäеëирования
ëинейноãо потока автоìобиëей как посëеäоватеëü-
ности пар. В иссëеäовании испоëüзован ìетоä
функöий Ляпунова [6], ÷то обеспе÷ивает äостато÷-
ные усëовия устой÷ивости.
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Prospects for the self-driven vehicles and the existing adaptive cruise-control systems for vehicles put more and more strin-
gent requirements to the longitudinal motion control models. The authors believe that one of the key targets in the contemporary
studies is development and research of the motion models suitable for the robot-aided vehicles, showing the difference between
the piloted, semi-automated and automated control models. This article is devoted to the theoretical mechanical models of the
guided longitudinal motion of vehicles. Such models, precise and robust, are essential for analyzing and construction of complex
transportation system models. The article is mainly devoted to the design of the analytical models of the linear movement of
the vehicles’ control; theoretical and mechanical studies of the longitudinal motion of a single car and a pair of cars are carried
out, a paradigm of the constructive mathematics is used. Notably, a traffic flow is introduced as a chain of the vehicle "couples",
since their motion is longitudinal. A new approach to the coupled vehicles’ movement, taking into account the velocity, ac-
celeration and dynamic parameters of the transport units, is introduced. The article presents a concept of a predetermined (pro-
gram) motion; the relative vehicles’ motion is presented in the deviations from a predetermined motion. Possible relative motion
control models are introduced. Ways of keeping the required mode of the coupled movement for different types of control are
considered. The asymmetry of the control options for different vehicles is detected and studied.
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