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Алгоритмы скользящей аппроксимации*

Введение

В теории управëения ÷асто возникаþт заäа÷и,
связанные с аппроксиìаöией сиãнаëов, которые со-
ответствуþт выхоäныì переìенныì систеìы,
внеøниì возäействияì иëи иныì проöессаì. Не-
реäко в таких заäа÷ах аппроксиìаöиþ необхоäиìо
осуществëятü в реаëüноì режиìе вреìени. Иìенно
такоìу кëассу аëãоритìов посвящена äанная статüя.
В настоящее вреìя преäëожено äостато÷но

боëüøое ÷исëо аëãоритìов аппроксиìаöии, в ос-
нову которых заëожены конöепöии о параìетри÷е-
ской иëи непараìетри÷еской форìе преäставëения
сиãнаëа. Боëüøая ÷астü работ посвящена аппрок-
сиìаöии на базе параìетри÷еской форìы преä-
ставëения сиãнаëа [1—5], т. е. преäпоëаãается зна-
ние структуры ãенератора внеøнеãо сиãнаëа, ина÷е
называеìоãо внутренней ìоäеëüþ. Аппроксиìаöия
на базе непараìетри÷еской форìы преäставëения
сиãнаëа [6—10] основана на изìерениях сиãнаëа по
еãо преäøествуþщиì зна÷енияì.
В кëассе аппроксиìируþщих аëãоритìов, осно-

ванных на параìетри÷еской форìе преäставëения
сиãнаëа, отìетиì аëãоритìы с äискретныì вреìе-
неì [1] и аëãоритìы с непрерывныì вреìенеì [2—5].
Оãроìный пëаст работ посвящен иäентификаöии
синусоиäаëüных сиãнаëов [1—5], ãäе äинаìи÷е-
ский поряäок аëãоритìов, то÷ностü аппроксиìа-
öии и сëожностü рас÷ета параìетров аппроксиìи-
руþщеãо синусоиäаëüноãо сиãнаëа (в основноì
÷астот) зависит от ÷исëа синусоиäаëüных функöий
в исхоäноì сиãнаëе.
В работах [9, 10] рассìатриваþтся аëãоритìы,

основанные на непараìетри÷еской форìе преäстав-

ëения сиãнаëа, поëу÷енные с приìенениеì теоре-
ìы Лаãранжа о среäнеì и испоëüзуþщие коне÷ное
÷исëо скоëüзящих изìерений. Так, в статüе [9] рас-
сìатривается äискретный аëãоритì аппроксиìаöии
функöий, которые иìеþт непрерывнуþ и оãрани-
÷еннуþ произвоäнуþ n-ãо поряäка, ãäе n — это
÷исëо коне÷ных разностей в аëãоритìе аппрокси-
ìаöии. Дëя анаëоãи÷ноãо кëасса функöий, но с
ìаксиìаëüныì спектроì возìущения, не превосхо-
äящиì веëи÷ины 1/2h (ãäе h — вреìя запазäывания
в изìерении сиãнаëа), в статüе [10] преäëожен аë-
ãоритì, позвоëяþщий сократитü вреìя аппрокси-
ìаöии äо 2h. Оäнако аëãоритì, рассìотренный в
работе [10], иìеет оãрани÷ения на ÷исëо изìере-
ний, которое зависит от вреìени запазäывания.
В äанной статüе преäëаãается развитие резуëü-

татов работ [9, 10] äëя поëу÷ения аëãоритìов ап-
проксиìаöии с непараìетри÷еской форìой преä-
ставëения сиãнаëа. Буäеì рассìатриватü скаëярнуþ
функöиþ f (t), которая иìеет непрерывнуþ и оãра-
ни÷еннуþ i-þ произвоäнуþ, ãäе зна÷ение i зависит
от способа реøения и буäет конкретно указано в
статüе. Преäëожено развитие обобщенной теореìы
Лаãранжа о среäнеì äëя разностей с постоянныì и
переìенныì øаãоì. Преäëожены аëãоритìы скоëü-
зящей аппроксиìаöии на базе резуëüтатов второãо
разäеëа. Поëу÷ены аëãоритìы скоëüзящей аппрок-
сиìаöии с ÷асти÷ной коìпенсаöией оøибки ап-
проксиìаöии. Привеäены резуëüтаты ìоäеëирова-
ния, иëëþстрируþщие работоспособностü преäëо-
женных схеì аппроксиìаöии.

1. Модификация теоремы Лагранжа о среднем

Рассìотриì функöиþ f (t), опреäеëеннуþ на не-
котороì проìежутке Θ. Буäеì поëаãатü, ÷то все зна-
÷ения арãуìента функöии f, которые буäут встре-
÷атüся äаëее, принаäëежат проìежутку Θ. Заäаäиì
первуþ разностü äëя f (t) в виäе

Δ1f (t) = f (t) – f (t – k1h), (1.1)
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ãäе k1 > 0 и h > 0. Заìетиì, ÷то вывоäы äëя h < 0
буäут анаëоãи÷ныìи.
Вторуþ разностü опреäеëиì как

Δ2f (t) = Δ1f (t) – Δ1f (t – k2h), (1.2)

ãäе k2 > 0. Опреäеëиì i-þ разностü в форìе

Δif (t) = Δi – 1f (t) – Δi – 1f (t – kih), (1.3)

ãäе ki > 0, i = .
Сфорìуëируеì обобщеннуþ теореìу Лаãранжа

äëя разностей с переìенныì øаãоì.
Теорема 1. Функцию f (t) на промежутке Θ можно

представить в виде

f(t) = f(t – h) – f(t –  + )h) +

+ f (t – (  +  + )h) +

+ ... + f (t –  +  +

+ ... + )h) + R(t), (1.4)

где  l 1, j = 1, 2, ..., n.

Если f (t) имеет непрерывную и ограниченную про-
изводную первого порядка на промежутке Θ, то ос-
таток R(t) определяется как

R(t) = k1h (t – θ1k1h) – (t – h – k1h) +

+ (t – (  + )h) – k1h) +

+ ... + (t – (  +  +

+ ... + )h) – k1h) ; (1.5)

если f (t) имеет непрерывную и ограниченную произ-
водную n-го порядка на промежутке Θ, то остаток
R(t) определяется как

R(t) = hnf (n) . (1.6)

Здесь , , ..., , ϑ ∈ (0; 1), i2, i3, ...,
in = 2, 3, ..., n.
Отìетиì, ÷то θij = θji. Наприìер, θ1,2 = θ2,1, по-

скоëüку f (t – (  + )h) = f (t – (  + )h).

Доказательство. При äоказатеëüстве теореìы 1
воспоëüзуеìся теореìой Лаãранжа о среäнеì. Пе-
репиøеì первуþ разностü (1.1) в виäе

Δ1f (t) = k1h (t – θ1k1h). (1.7)

С у÷етоì выражения (1.1), перепиøеì вторуþ
разностü (1.2) как

Δ2f (t) = f (t) – f (t – k1h) –
– [ f (t – k2h) – f (t – (k1 + k2)h)]. (1.8)

Приниìая во вниìание соотноøение (1.7), пе-
репиøеì (1.8) в виäе

Δ2f(t) = k1h (t – θ1k1h) – k1h (t – k2h – θ2k1h) (1.9)

иëи

Δ2f (t) = h2 (t – ϑ1(k1 + k2)h), (1.10)

ãäе 0 < ϑ1 < 1. Запиøеì третüþ разностü как

Δ3f (t) = f (t) – f (t – k1h) – [ f (t – k2h) –
– f (t – (k1 + k2)h)] – [ f (t – k3h) –

– f (t – (k1 + k3)h)] + [ f (t – (k2 + k3)h) –
– f (t – (k1 + k2 + k3)h)]. (1.11)

Приниìая во вниìание соотноøение (1.7) и
(1.10), перепиøеì выражение (1.11) в виäе

Δ3f (t) = k1h[ (t – θ1k1h) – (t – k2h – θ2k1h) –

– (t – k3h – θ3k1h) + (t – (k2 + k3)h – θ2, 3k1h)],

иëи

Δ3f (t) = h3 (t – ϑ2(k1 + k2 + k3)h),

ãäе 0 < ϑ2 < 1. По анаëоãии со второй и третüей раз-
ностüþ, запиøеì n-þ разностü по форìуëе (1.3) в виäе

Δnf (t) = f (t) – f (t – h) +

+ f (t – (  + )h) –

– f (t – (  +  + )h) + ...

+ f(t–( + +...+ )h) –

– f(t–( + + ...+ )h).(1.12)

Приìеняя теореìу Лаãранжа к форìуëе (1.12),
поëу÷иì резуëüтаты (1.4)—(1.6).
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Следствие 1. При k1 = k2 = ... = kn = 1 имеем
обобщенную теорему Лагранжа о среднем [8, 9], где
функция f(t), определенная на промежутке Θ, может
быть представлена в виде

f (t) = (–1)i – 1 f (t – ih) + R(t), (1.13)

где  = .

Если f (t) имеет непрерывную и ограниченную про-
изводную первого порядка на промежутке Θ, то ос-
таток R(t) определяется как

R(t) = h (t – θ1h) – (t – h – h) +

+ (t – 2h – h) +

+ ... + (t – 

– (n – 1)h – h) ; (1.14)

если f (t) имеет непрерывную и ограниченную произ-
водную n-го порядка на промежутке Θ, то остаток
R(t) определяется в виде

R(t) = hnf (n)(t – ϑnh). (1.15)

Отìетиì, ÷то в теореìе 1 и сëеäствии 1 коэф-
фиöиенты ki l 1. В ÷астности, есëи t — это вреìя,
а h — запазäывание, то все переìенные в правой
÷асти выражений (1.4) и (1.13) äоступны изìере-
ниþ (за искëþ÷ениеì функöии остатка). Рассìот-
риì сëу÷ай, коãäа все иëи ÷астü коэффиöиентов ki
принаäëежит интерваëу (0; 1). Это озна÷ает, ÷то
некоторые функöии не äоступны изìерениþ. По-
кажеì, как в äанноì сëу÷ае выразитü искоìуþ
функöиþ ÷ерез изìеряеìые переìенные. Как от-
ìе÷аëосü во ввеäении, поäобная иäея быëа преä-
ëожена в работе [10]. Оäнако поëу÷енный в этой
работе резуëüтат не соäержит зна÷ение оøибки и
вреìя аппроксиìаöии, а кроìе тоãо, преäëожен-
ный аëãоритì [10] иìеет оãрани÷ения на ÷исëо
сëаãаеìых в правой ÷асти аппроксиìируþщей
функöии в зависиìости от вреìени запазäывания.
Рассìотриì реøение äанной заäа÷и.
Заìениì в выражении (1.13) h на h/k, ãäе k > 1,

и перепиøеì (1.13) в виäе

f (t) = (–1)i – 1 f  + R(t). (1.16)

Зäесü остаток R(t) опреäеëяется соãëасно фор-
ìуëаì (1.14) иëи (1.15) заìеной h на h/k.
Рассìотриì ÷исëо z, которое равно öеëой ÷асти

÷исëа k, есëи k — не öеëое ÷исëо, иëи z равно k – 1,
есëи k — öеëое ÷исëо. Сäвинеì вëево арãуìент функ-
öии f (t) в соотноøении (1.16) на веëи÷ину h/k по-
сëеäоватеëüно z раз:

(1.17)

О÷евиäно, ÷то правая ÷астü в посëеäнеì выра-
жении систеìы (1.17) соäержит сëаãаеìые, у кото-
рых запазäывание боëüøе, ÷еì h. Выразиì функ-

öиþ f (t) относитеëüно переìенных f ,

..., f . Дëя этоãо перепиøеì систеìу,

состоящуþ из уравнений (1.16) и (1.17), в ìатри÷-
ноì виäе:

A1 f (t) + A2F1(t) + A3F2(t) = (t), (1.18)

ãäе

A1 = , F1(t) = ,

F2(t) = , (t) = ,
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эëеìенты ìатриö A2 и A3 соответствуþт коэффи-
öиентаì систеìы (1.17), (1.18).
Теорема 2. Функция f (t) на промежутке Θ может

быть представлена в виде

f (t) = –(l A1)
–1l (A3F2(t) – (t)), (1.19)

где квадратная матрица  — левый делитель нуля

матрицы A2; порядок  равен числу уравнений в сис-

теме (1.17) и (1.18), l = [1 0...0]. Если f (t) имеет не-
прерывную и ограниченную производную первого по-
рядка на промежутке Θ, то первая компонента R(t)

вектора (t) определяется в виде (1.14) с заменой h
на h/k; если f (t) имеет непрерывную и ограниченную
производную n-го порядка на множестве Θ, то первая

компонента R(t) вектора (t) определяется в виде
(1.15) с заменой h на h/k.
Поä ëевыì äеëитеëеì нуëя ìатриöы A2 пониìа-

ется ìатриöа  такая, ÷то A2 = O, ãäе O — нуëе-

вая ìатриöа соответствуþщеãо поряäка [11, 12]. Раäи

простоты вывоäов в теореìе 3 ìатриöа  поëаãа-

ется кваäратной. На саìоì äеëе ÷исëо строк в ìат-

риöе  ìожно свести к еäиниöе, тоãäа в выражении

(1.19) l = 1. Это сëеäует из тоãо, ÷то систеìа (1.16),
(1.17) иìеет еäинственное реøение f(t) относитеëüно

переìенных  f , ..., f .

Доказательство. Уìножив сëева уравнение (1.18)

на ìатриöу , поëу÷иì

A1 f (t) + A3F2(t) = (t). (1.20)

Систеìа (1.20) состоит из ëинейно зависиìых
уравнений. Выäеëиì первое уравнение в (1.20), уì-
ножив сëева (1.20) на вектор l:

l A1 f (t) + l A3F2(t) = l (t). (1.21)

Так как l A1 ≠ 0, то из уравнения (1.21) поëу-
÷иì форìуëу (1.19).
Теореìа 3 сфорìуëирована äëя постоянноãо

øаãа в разностях (1.1)—(1.3). Обобщиì теореìу 3
на сëу÷ай с переìенныì øаãоì. Дëя этоãо рассìот-
риì форìуëу (1.4), ãäе все иëи ÷астü ki ìенüøе еäи-
ниöы. Даëее буäеì сäвиãатü вëево арãуìенты
функöии (1.4) äо тех пор, пока в правой ÷асти не
поëу÷иì функöии со сäвиãоì не ìенее, ÷еì h. В ре-
зуëüтате иìееì систеìу уравнений с еäинственныì
реøениеì f (t) со сäвиãоì арãуìента вëево не ìенее
÷еì h. Ввеäеì обозна÷ения в äанной систеìе:  —
ìатриöа, эëеìенты которой соответствуþт коэф-
фиöиентаì, стоящиì переä функöияìи f(t) с запаз-

äываниеì, ìенüøиì, ÷еì h;  — ëевый äеëитеëü
нуëя ìатриöы ; (t) — вектор, соäержащий
функöии, запазäывание которых не ìенее, ÷еì h;

 — ìатриöа, эëеìенты которой соäержат коэф-
фиöиенты переä функöияìи, запазäывание кото-
рых ìенее, ÷еì h.
Сфорìуëируеì теореìу, обобщаþщуþ теореìу 2

äëя разностей с переìенныì øаãоì в форìуëах
(1.1)—(1.3).
Теорема 3. Функция f (t) на промежутке Θ может

быть представлена в виде

f (t) = –(l A1)
–1l ( (t) – (t)), (1.22)

где (t) — остаток, вид которого зависит от числа
раз дифференцируемости функции f (t); первая ком-
понента R(t) вектора (t) определяется согласно
теореме 1.
Доказатеëüство теореìы 3 анаëоãи÷но äоказа-

теëüству теореìы 2, поэтоìу из-за ãроìозäких вы-
воäов, возникаþщих при испоëüзовании переìен-
ноãо øаãа, äоказатеëüство зäесü не привоäится.

2. Алгоритмы скользящей аппроксимации

Поëожиì, ÷то f (t) — это функöия вреìени, оп-
реäеëенная на интерваëе [0; ∞). Изìерениþ äо-
ступна тоëüко функöия f (t – h), ãäе h > 0 — вреìя
запазäывания. Воспоëüзуеìся резуëüтатаìи пре-
äыäущеãо разäеëа äëя поëу÷ения аëãоритìов ап-
проксиìаöии функöии f (t) со сäвиãоì на вреìя h.

Теорема 4. Функция (t), заданная формулой

(t) = f (t – h) –

– f (t – (  + )h) +

+ f (t – (  +  + )h) + ... +

+ f(t–( + +...+ )h),(2.1)

при ki l 1 является аппроксимирующей для функции f(t)
по ее предшествующим значениям. Для формулы (2.1):

1) время аппроксимации T составляет

T = kih; (2.2)

2) если f (t) имеет непрерывную и ограниченную
производную первого порядка, то ошибка аппроксимации
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e1(t) = R(t), где R(t) определяется выражением (1.5), и
для e1(t) справедлива оценка

e1(t) m k1h | (t)|, (2.3)

где  = ;

3) если f(t) имеет непрерывную и ограниченную про-
изводную n-го порядка, то ошибка аппроксимации
e1(t) = R(t), где R(t) определяется выражением (1.6),
для которого справедлива оценка

e1(t) m hn |f (n)(t)|. (2.4)

Доказательство. Доказатеëüство первой ÷асти
теореìы 5 о÷евиäно, так как T — ìаксиìаëüное за-
пазäывание в форìуëе (1.4).
Рассìотриì вторуþ ÷астü теореìы. Есëи f (t)

иìеет непрерывнуþ и оãрани÷еннуþ произвоäнуþ
первоãо поряäка, то оøибка аппроксиìаöии e1(t)
опреäеëяется выражениеì (1.5). Так как вреìя ап-
проксиìаöии равно T, то рассìотриì оöенку сверху
äëя функöии e1(t) на интерваëе (T; ∞):

e1(t) m k1h (t – θ1k1h) –

– (t – h – k1h) +

+ (t – (  + )h – k1h) + ... +

+ (t – (  +  + ... + )h –

– k1h)  m k1h | (t – θ1k1h)| +

+ (t – h – k1h)  + ... +

+ (t – (  +  + ... + )h –

– k1h)  m k1h | (t)| Ѕ

Ѕ 1 +  + ... + . (2.5)

Из соотноøения (2.5) сëеäует оöенка (2.3). Вы-
ражение (2.4) явëяется о÷евиäной оöенкой сверху
функöии (1.6).
Следствие 2. При k1 = k2 =... = kn = 1 аппрокси-

мирующая функция (t) для f (t) задается формулой

(t) = (–1)i – 1 f (t – ih). (2.6)

Время аппроксимации T определяется выражением

T = nh. (2.7)

Если f (t) имеет непрерывную и ограниченную про-
изводную первого порядка, то ошибка аппроксимации
e2(t) = R(t), где R(t) определяется выражением (1.14).
Для e2(t) справедлива оценка сверху

e2(t) m h | (t)|;

если f (t) имеет непрерывную и ограниченную произ-
водную n-го порядка, то ошибка аппроксимации
e2(t) = R(t), где R(t) определяется выражением (1.15)
и для e2(t) справедлива оценка

e2(t) m hn |f (n)(t)|.

При k1 = k2 =... = kn = 1 и äискретноì вреìени
форìуëа (2.6) привеäена в работе [9].
Теорема 5. Аппроксимирующую функцию (t) для

f (t) можно представить в виде

(t) = –(l A1)
–1l A3F2(t). (2.8)

Время аппроксимации T определяется как

T = h. (2.9)

Ошибка аппроксимации задается выражением

e3(t) = (l A1)
–1l (t). (2.10)

Если f (t) имеет непрерывную и ограниченную про-
изводную первого порядка, то для ошибки аппрокси-
мации (2.10) справедлива оценка

e3(t) m ||(l A1)
–1l || Ѕ

Ѕ | (t)|. (2.11)

Если f (t) имеет непрерывную и ограниченную про-
изводную n-го порядка, то для ошибки аппроксима-
ции справедлива оценка

e3(t) m ||(l A1)
–1l || | f (n)(t)|. (2.12)

Доказательство. Так как вектор (t) в выраже-
нии (1.19) соäержит ìаксиìаëüное запазäывание

h, то вреìя аппроксиìаöии заäается форìу-

ëой (2.9).
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Пустü f (t) иìеет непрерывнуþ и оãрани÷еннуþ
произвоäнуþ первоãо поряäка. Тоãäа первая коì-
понента вектора (t) опреäеëяется в виäе (1.14) с
заìеной h на h/k. С у÷етоì этоãо рассìотриì оöен-
ку сверху äëя e3(t) на интерваëе (T; ∞):

e3(t) m ||(l A1)
–1l ||| (t)| = ||(l A1)

–1l || Ѕ

Ѕ  m

m ||(l A1)
–1l || |R(t)|. (2.13)

Приниìая во вниìание соотноøение (2.3), по-
ëу÷иì оöенку (2.11). С у÷етоì выражений (1.15)
(с заìеной h на h/k) и (2.4) поëу÷иì оöенку (2.13).
Теорема 6. Аппроксимирующую функцию (t) для

f (t) можно представить в виде

(t) = –(l A1)
–1l (t), (2.14)

где ошибка аппроксимации e4(t) задается функцией
(t) в теореме 4.
Доказатеëüство теореìы 6 анаëоãи÷но äоказа-

теëüству теореì 3 и 5.

3. Алгоритмы скользящей аппроксимации 
с частичной компенсацией ошибки аппроксимации

То÷ностü аппроксиìаöии в аëãоритìах (2.1), (2.6),
(2.8) и (2.13) опреäеëяется соответствуþщиìи функ-
öияìи остатков. Настоящий разäеë посвящен син-
тезу аëãоритìов, испоëüзуþщих инфорìаöиþ об
остатках разëожения, ÷то ìожет позвоëитü увеëи-
÷итü то÷ностü аппроксиìаöии.
Теорема 7. Функция (t), заданная формулой

(t) = (t) + u1(t), (3.1)

при ki l 1 является оценкой функции f (t) по ее пред-
шествующим значениям, u1(t) — сигнал, несущий ин-
формацию об остатке (1.5) или (1.6). Если f (t) имеет
непрерывные и ограниченные производные первого и
второго порядков, то сигнал u1(t) и оценка ошибки
аппроксимации (t) определяются выражениями

u1(t) = k1h (t – k1h) – (t – h –

– k1h) + (t – (  + )h – k1h) +

+ ... + (t –( +  +

+ ... + )h – k1h) ; (3.2)

(t) m k1h  Ѕ

Ѕ (k1h | (t)| + |δ1(t)| . (3.3)

Если f(t) имеет непрерывные и ограниченные произ-
водные n-го и (n + 1)-го порядков, то сигнал u1(t) и
оценка ошибки аппроксимации (t) определяются в виде

u1(t) = hn , (3.4)

(t) m hn h ki | f (n + 1)(t)| + |δn(t)| .(3.5)

Здесь (t) — оценка i-й производной функции

f(t), δ1(t) = (t) – (t), δn(t) = f (n)  –

–  — ошибки оценки первой и n-й

производной соответственно, коэффициенты  =

=  и ∈ (1/k1; 1), , ...,  ∈

∈ (0; 1) выбираются разработчиком, время T опре-
делено выражением (2.2).
Отìетиì, ÷то вреìя аппроксиìаöии T в аëãо-

ритìе (3.1) не ìенüøе зна÷ения (2.2) и зависит от
набëþäатеëя, посреäствоì котороãо поëу÷ены
оöенки (t).
Доказательство. Раäи простоты изëожения äо-

казатеëüства рассìотриì сна÷аëа поëу÷ение оöен-
ки (3.5). С у÷етоì (1.6) и (3.4) найäеì разностü

(t) = R(t) – u1(t) в виäе

(t) =

= hn f (n)  –  =

= hn f (n)  – f (n)  +

+ f (n)  – . (3.6)

Пустü  = ϑ + . Тоãäа, приìеняя теореìу Лаã-
ранжа к соотноøениþ (3.6), поëу÷иì

(t) = hn h ki f
(n + 1) Ѕ

Ѕ (t – (ϑ + )h ki) + δn(t) , (3.7)

ãäе  ∈ (0; 1). Так как (ϑ + ) ∈ (0; 1), то функöиþ
(3.7) ìожно оöенитü сверху в виäе (3.5).
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Анаëоãи÷ныì образоì поëу÷иì оöенку (3.3).
Приниìая во вниìание выражения (1.5) и (3.2),
найäеì разностü (t) = R(t) – u1(t) в виäе

(t)=k1h (t – θ1k1h) – (t – h – k1h) +

+ (t – (  + )h – k1h) + ... +

+ (t –( +  + ... + )h –

– k1h) – (t – k1h) +

+ (t – h – k1h) –

– (t – (  + )h – k1h) + ... +

+ (t –(  +  + ... + )h –

– k1h)  ± k1h (t – k1h) –

– (t – h – k1h) +

+ (t – (  + )h – k1h) + ... +

+ (t –( +  + ... + )h –

– k1h) . (3.8)

Пустü =  + , ...,  =  +

+ , i2, i3, ..., in = 2, 3, ..., n. Приìеняя теоре-

ìу Лаãранжа о среäнеì к выражениþ (3.8), поëу÷иì

(t) = k1h k1h (t – (θ1 + )k1h) –

– k1h (t – h – (  + )k1h) +

+ k1h (t – (  + )h –

– (  + )k1h) + ... +

+ k1h  Ѕ

Ѕ (t – (  +  + ... + )h – (  +

+ )k1h)  + k1h (t – k1h) –

– (t – k1h) + ( (t – h – k1h) –

– (t – h – k1h)) + ... +

+ ( (t –( +  + ... + )h –

– k1h) – (t – (  +  + ... +

+ )h – k1h)) .

Зäесü , , , ...,  ∈ (0; 1). Из

посëеäнеãо выражения сëеäует оöенка (3.3).
Теорема 8. Функция (t), заданная формулой

(t) = (t) + u2(t), (3.9)

является оценкой функции f (t) по ее предшествую-
щим значениям, где u2(t) — сигнал, несущий информа-
цию об остатке (1.14) или (1.15). Если f (t) имеет не-
прерывные и ограниченные производные первого и
второго порядков, то сигнал u2(t) и оценка ошибки
аппроксимации (t) определяются выражениями

u2(t) = h[ (t – h) – (t – h – h) + (t – 2h –

– h)+ ... + (t – (n – 1)h – h)]; (3.10)

(t) m h (h | (t)| + |δ1(t)|).

Если f (t) имеет непрерывные и ограниченные про-
изводные n-го и (n + 1)-го порядков, то сигнал u2(t)
и точность аппроксимации (t) в виде

u2(t) = hn (t – nh), (3.11)

(t) m hn[nh | f (n + 1)(t)| + |δn(t)|].
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Здесь (t) — оценка i-й производной функции f(t),

δ1(t) = (t) – (t), δn(t) = f (n)(t – nh) – (t – nh),

коэффициенты  = (1/nh; 1), , , ...,  ∈ (0; 1)

выбираются разработчиком, время T определено вы-
ражением (2.7).
Доказатеëüство теореìы 8 сëеäует из äоказа-

теëüства теореìы 7.
Теорема 9. Функция (t), заданная формулой

(t) = (t) + u3(t), (3.12)

является оценкой функции f (t) по ее предшествую-
щим значениям, где

u3(t) = (l A1)
–1l Z(t); (3.13)

Z(t) = (t), , ..., ;

(t) m ||(l A1)
–1l || | (t) – Z(t)|.

Если f (t) имеет непрерывную и ограниченную про-

изводную первого порядка, то сигнал (t) задается
функцией (3.10) с заменой h на h/k, k > 1, причем, если
запаздывание в некотором слагаемом (3.10) меньше h,

то данное слагаемое заменяется на (t – h) или 0. Если
f (t) имеет непрерывную и ограниченную производную

n-го порядка, то сигнал (t) определяется функцией
(3.11) с заменой h на h/k, причем, если запаздывание в
выражении (3.11) меньше h, то (3.11) заменяется на

(t – h) или 0, время T определено выражением (2.9).

Доказатеëüство теореìы 9 сëеäует из äоказа-
теëüства теореìы 8.
Теорема 10. Функция (t), заданная формулой

(t) = (t) + u4(t), (3.14)

является оценкой функции f (t) по ее предшествую-
щим значениям, где

u4(t) = (l A1)
–1l W(t), (3.15)

(t) m ||(l A1)
–1l || | (t) – W(t)|.

Здесь W(t) — оценка сигнала (t), где первая ком-
понента W(t) задается выражением (3.2) или (3.4).
Если запаздывание некоторых компонент вектора
W(t) меньше h, то данные компоненты заменяются
на 0 или соответствующие функции с запаздыванием h.
Доказатеëüство теореìы 10 сëеäует из äоказа-

теëüства теореìы 7. 

Проäеìонстрируеì поëу÷енные резуëüтаты на
÷исëенных приìерах.

4. Алгоритмы скользящей аппроксимации

Рассìотриì аëãоритìы (2.1), (2.6), (2.8) и (2.13).
1. Пустü n = 3, k1 = 1, k2 = 2 и k3 = 3. Тоãäа аë-

ãоритì (2.1) буäет иìетü виä

(t) = f(t – h) – f(t – (  + )h) +

+ f (t – (  +  + )h). (4.1)

Вреìя аппроксиìаöии T = 6h.
2. Заäаäиì n = 3 и k1 = k2 = k3 = 1. В резуëüтате

поëу÷иì аëãоритì (2.6) в форìе

(t) = (–1)i – 1 f (t – ih). (4.2)

Вреìя аппроксиìаöии T = 3h.
3. Сфорìируеì аëãоритì (2.8). Пустü n = 3 и

k = 4. Отìетиì, ÷то äëя äанных параìетров аëãо-
ритì аппроксиìаöии, преäставëенный в работе [10],
не реаëизуеì. Остаëüные параìетры аëãоритìа
(2.8) опреäеëены в виäе

A1 = , A2 = , A3 = ,

F2(t) = .

Заäаäиì  в виäе

 = .

В резуëüтате аëãоритì (2.8) буäет иìетü виä

(t) = 15f(t – h) – 24f  + 10f . (4.3)

Вреìя аппроксиìаöии T = 1,5h.

f i( )^

f̂

.

f· ϑ̂ f n( )^ ϑ̂

ϑ̂ θ2
^ θ3

^ θn
^

fa
3~

fa
3~ fa

3

A2
L A2

L

 u~ u~ t – 1
k
--h⎝ ⎠

⎛ ⎞ u~ t – z
k
--h⎝ ⎠

⎛ ⎞

e3
~ A2

L A2
L sup

t > T
R~

u~

f̂

.
u~

f n( )^

fa
4~

fa
4~ fa

4

A2
L~ A2

L~

e4
~ A2

L~ A2
L~ sup

t > T
R̂

R̂

fa
1

i1 1=

3

∑ ki1
1
3
--

i1 i2, 1=

3

∑

i1 ≠ i2

ki1
ki2

1
6
--  

i1 i2 i3, , 1=

3

∑

i1 ≠ i2 ≠ i3

ki1
ki2

ki3

fa
2  

i 1=

3

∑ C3
i

1
0
0
0

3– 3 1–

1 3– 3
0 1 3–

0 0 1

0 0 0
1– 0 0
3 1– 0
3– 3 1–

f t h–( )

f t 5h
4
-----–⎝ ⎠

⎛ ⎞

f t 3h
2
-----–⎝ ⎠

⎛ ⎞

A2
L

A2
L

1 3 6 8–

1 3 6 8–

1 3 6 8–

1 3 6 8–

fa
3 t – 5h

4
-----⎝ ⎠

⎛ ⎞ t – 3h
2
-----⎝ ⎠

⎛ ⎞



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 3, 2017 155

4. Сфорìируеì аëãоритì (2.13). Пустü k1 = 1/2,
k2 = 3/4 и k3 = 1. Остаëüные параìетры аëãоритìа
опреäеëены в виäе

A1 = , A2 = ,

A3 = , F2(t) = .

Заäаäиì  в виäе ìатриöы третüеãо поряäка,
все эëеìенты которой равны еäиниöе. В резуëüтате
аëãоритì (2.13) приìет виä

(t) = 2f (t – h) + f  + f  –

– f – 2f(t – 2h)– f + f –

– f  + f (t – 3h). (4.4)

Вреìя аппроксиìаöии T = 3h.
Проäеìонстрируеì ка÷ество аппроксиìаöии

аëãоритìов (4.1)—(4.4). Дëя этоãо рассìотриì не-
известнуþ функöиþ f (t):

f (t) = 0,1t + 1 + sin(0,05t) + cos(0,11t) +
+ sin(0,21t + π/3) + sin(0,27t + π/4). (4.5)

Аппроксиìируеì функöиþ (4.5) с запазäыва-
ниеì h = 1 (с) в реаëüноì режиìе вреìени. На
рис. 1 преäставëены ãрафики оøибок аппроксиìа-
öии e1(t), e2(t), e3(t) и e4(t). При ìоäеëировании ei(t)

с÷итаëисü как ei(t) = (t) – f (t), i = .

На рис. 1 установивøиеся зна÷ения оøибок

ei(t), i = , не превосхоäят зна÷ений 0,66, 0,12,
0,035 и 0,126 посëе 6, 3, 1,5 и 3 с соответственно.
Рассìотриì сëу÷айнуþ функöиþ

f (t) = W(p)x(t), (4.6)

ãäе p = d/dt, W(s) = , s — коìпëексная пе-

реìенная, x(t) — кусо÷но-непрерывная функöия,
поä÷иненная норìаëüноìу закону распреäеëения
с ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì 0, äисперсией 1 и
вреìенеì äискретизаöии 0,001 с.
Аппроксиìируеì функöиþ (4.6) с запазäываниеì

h = 1 (с) в реаëüноì режиìе вреìени. На рис. 2, а
преäставëен ãрафик сëу÷айной функöии f (t), на
рис. 2, б — ãрафики e1(t) и e2(t), на рис. 2, в — ãра-
фики e3(t) и e4(t).
На рис. 2, б, в установивøиеся зна÷ения оøибок

ei(t), i = , не превосхоäят зна÷ений 0,007, 0,004,
0,005 и 0,0045 посëе 6, 3, 1,5 и 3 с соответственно.
Отìетиì, ÷то аëãоритìы [2—5], аппроксиìируþ-
щие синусоиäаëüные сиãнаëы, не ìоãут бытü при-
ìениìы к аппроксиìаöии функöий (4.5) и (4.6).

5. Алгоритмы скользящей аппроксимации с 
частичной компенсацией ошибки аппроксимации

Теперü рассìотриì аëãоритìы (3.1), (3.9), (3.12)
и (3.14) с ÷асти÷ной коìпенсаöией оøибки ап-
проксиìаöии. Дëя оöенки i-й произвоäной (t)
воспоëüзуеìся аëãоритìоì

(t) = f (t).

1. Выбереì  = 1,  = 0,5,  = 0,5,  = 0,5
и  = 5/12. Приниìая во вниìание выражение (4.1),
сфорìируеì аëãоритì (3.1), ãäе

u1(t) = h[ (t – h) – (t – 2,5h) –

– (t – 3,5h) + (t – 5,5h)]
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иëи

u1(t) = h3 (t – 2,5h). 

2. Заäаäиì  = 1,  = 1,  = 1 и  = 0,6.
С у÷етоì выражения (4.2) опреäеëиì аëãоритì
(3.9), ãäе

u2(t) = h[ (t – h) – 2 (t – 2h) + (t – 3h)]

иëи

u2(t) = h3 (t – 1,8h).

3. Выбереì  = 2,  = 1,  = 1,  = 0,1
и  = 8/9. Приниìая во вниìание выражение (4.3),
сфорìируеì аëãоритì (3.12), ãäе

u3(t) = [111][ (t) (t – 0,5h) (t – 0,75h)]т,

(t) = 0,5h[ (t – h) – (t – 1,25h) –

– (t – 1,5h) + (t – 1,8h)]

иëи

u3(t) = h3 (t – 2h). 

Аппроксиìируеì неизвестнуþ функöиþ (4.5)
с запазäываниеì h = 1 (с). На рис. 3, а—в преäстав-

ëены оøибки аппроксиìаöии ei(t) и (t), i = 1, 2, 4,

j = 1, 3, ãäе (t) = (t), есëи испоëüзуется ui(t)

с оöенкой первой произвоäной от f(t), (t) = (t),

есëи испоëüзуется ui(t) с оöенкой третüей произ-

воäной от f (t). При ìоäеëировании (t) нахоäится

как (t) = (t) – f (t).

Установивøиеся зна÷ения оøибок ei(t), (t) и
(t), преäставëенные на рис. 3, а, не превосхоäят

зна÷ений 0,66, 0,535, 0,1 посëе 6 с, на рис. 3, б не пре-
восхоäят 0,12, 0,029, 0,0095 посëе 3 с, на рис. 3, в
не превосхоäят 0,126, 0,103, 0,0145 посëе 3 с, при-
÷еì зна÷ения оøибок аппроксиìаöии существен-
но зависят от выбора  и .
Отìетиì, ÷то при вывоäе аëãоритìа (3.14),

(3.15) боëüøая ÷астü коìпонент вектора (t) соäер-
жит запазäывание, ìенüøее, ÷еì h. Поэтоìу ре-
зуëüтаты ìоäеëирования аëãоритìа (3.14) показаëи
неуäовëетворитеëüные перехоäные проöессы. Сëе-
äоватеëüно, испоëüзование аëãоритìов (3.12) и
(3.14) возìожно, есëи остатки разëожений соäер-
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жат незна÷итеëüное ÷исëо коìпонент с запазäыва-
ниеì, ìенüøиì, ÷еì h.
Анаëиз резуëüтатов ìоäеëирования показаë, ÷то

äëя ãëаäких функöий испоëüзование аëãоритìов с
÷асти÷ной коìпенсаöией оøибки аппроксиìаöии
позвоëяет уìенüøитü установивøееся зна÷ение
оøибки аппроксиìаöии по сравнениþ с аëãорит-
ìаìи аппроксиìаöии без ÷асти÷ной коìпенсаöии
оøибки аппроксиìаöии. Есëи аппроксиìируеìая
функöия иìеет разрывы в произвоäных, то реко-

ìенäуется испоëüзоватü аëãоритìы без ÷асти÷ной
коìпенсаöии оøибки аппроксиìаöии, так как
зна÷ение функöии на выхоäе набëþäатеëя в то÷ках
отсутствия произвоäной ìожет приниìатü äоста-
то÷но боëüøие зна÷ения.

Заключение

В статüе преäставëен кëасс аëãоритìов аппрок-
сиìаöии функöии в реаëüноì режиìе вреìени, ос-
нованных на резуëüтатах теореìы Лаãранжа о среä-
неì с постоянныì и переìенныì øаãоì. Синте-
зированы аëãоритìы с ÷асти÷ной коìпенсаöией
оøибки аппроксиìаöии. Поëу÷ены зна÷ения вре-
ìени и оöенки оøибки аппроксиìаöии.
Резуëüтаты ìоäеëирования показаëи, ÷то äëя

ãëаäких функöий испоëüзование аëãоритìов с ÷ас-
ти÷ной коìпенсаöией оøибки аппроксиìаöии
позвоëяет уìенüøитü установивøееся зна÷ение
оøибки аппроксиìаöии по сравнениþ с аëãорит-
ìаìи аппроксиìаöии без ÷асти÷ной коìпенсаöии
оøибки аппроксиìаöии. Есëи аппроксиìируеìая
функöия иìеет разрывы в произвоäных, то реко-
ìенäуется испоëüзоватü аëãоритìы без ÷асти÷ной
коìпенсаöии оøибки аппроксиìаöии, так как
зна÷ение функöии на выхоäе набëþäатеëя в то÷ках
разрыва произвоäной ìожет приниìатü äостато÷-
но боëüøие зна÷ения.
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The paper describes the moving approximation algorithms for the functions, which have continuous and bounded derivatives
of the first or higher orders. Firstly, Lagrange mean theorem is generalized for the equal and not equal steps. Additionally, La-
grange mean theorem is generalized for the reduced time approximation. Estimations of the residuals in the generalized Lagrange
theorems are proposed. Secondly, we consider application of the generalized Lagrange theorems for the design moving approxi-
mation algorithms. It is demonstrated, that an error approximation depends on the appropriate residual in the generalized La-
grange theorems. Thirdly, we obtain results which allow us to compensate for an error approximation with a given accuracy. This
fact is achieved due to a feedback compensation for the error approximation by using the derivative observers. The values of the
time approximation and estimates of the approximation errors are presented. Simulations demonstrate that an approximation of
the smooth functions by using algorithms with a compensation for the approximation error is better than an approximation without
a compensation for the approximation error. If an approximated function has discontinuities in derivatives, it is recommended to
use the algorithms without approximation with an error compensation, since the value of the function at the output of the observer
in the derivative points of the discontinuity can be quite large.
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