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Алгоритм оптимального по энергии разворота осесимметричного 
космического аппарата в классе конических движений

Введение

Построение управëения пространственной пере-
ориентаöией косìи÷ескоãо аппарата (КА) как твер-
äоãо теëа в траäиöионной постановке вкëþ÷ает за-
äа÷и нахожäения проãраììноãо уãëовоãо äвижения
(разворота), проãраììноãо управëения и поиска
управëения, стабиëизируþщеãо проãраììу уãëовоãо
äвижения в ìаëоì. Заäа÷а рас÷ета проãраììноãо
уãëовоãо äвижения и реаëизуþщеãо еãо управëе-

ния во ìноãих сëу÷аях реøается с поìощüþ ìето-
äов теории оптиìаëüноãо управëения. То÷ное ана-
ëити÷еское реøение этой заäа÷и äëя наибоëее ÷ас-
то испоëüзуеìых функöионаëов оптиìизаöии при
произвоëüных ãрани÷ных усëовиях по уãëовоìу
поëожениþ и уãëовой скорости КА не найäено äаже
в сëу÷ае сфери÷еской сиììетрии КА, не ãоворя
уже о еãо произвоëüной äинаìи÷еской конфиãура-
öии. Известны ëиøü некоторые ÷астные сëу÷аи ре-
øения заäа÷и (сì., наприìер, работы [1—11], среäи

Рассматривается задача оптимального в смысле минимума энергетических затрат разворота космического аппарата как
твердого тела с одной осью симметрии в кватернионной постановке. С помощью замен переменных исходная задача упрощается
(в смысле динамических уравнений Эйлера) до задачи оптимального разворота твердого тела со сферическим распределением масс,
содержащей одно дополнительное скалярное дифференциальное уравнение. Для этой задачи представлено новое аналитическое ре-
шение в классе конических движений, при этом возникают ограничения на вид начального и конечного значений вектора угловой
скорости. Дается алгоритм оптимального разворота космического аппарата. Приводится числовой пример.
Ключевые слова: оптимальное управление, космический аппарат, осесимметричное твердое тело, коническое движение
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которых по приоритету в оте÷ественных иссëеäо-
ваниях сëеäует выäеëитü работы [1, 3, 4], а также
[5—9, 11]); в общеì сëу÷ае прихоäится расс÷иты-
ватü тоëüко на прибëиженные ÷исëенные ìетоäы.
Межäу теì анаëити÷еское реøение заäа÷и оптиìаëü-
ноãо разворота КА (тверäоãо теëа) в заìкнутой форìе
иìеет не тоëüко теорети÷еский, но и боëüøой прак-
ти÷еский интерес, так как позвоëяет испоëüзоватü на
борту КА ãотовые законы проãраììноãо управëения
и изìенения оптиìаëüной траектории.
В настоящей статüе (разäеëы 1—5 и приëожение)

рассìатривается заäа÷а оптиìаëüноãо в сìысëе
ìиниìуìа энерãети÷еских затрат разворота КА как
тверäоãо теëа с оäной осüþ сиììетрии при произ-
воëüных ãрани÷ных усëовиях по уãëовоìу поëоже-
ниþ и уãëовой скорости КА без оãрани÷ения на
управëение. Вреìя переориентаöии КА произвоëü-
но и зафиксировано. С поìощüþ заìен переìенных
исхоäная заäа÷а упрощается (в сìысëе äинаìи÷е-
ских уравнений Эйëера) äо заäа÷и оптиìаëüноãо
разворота тверäоãо теëа со сфери÷ескиì распреäе-
ëениеì ìасс, соäержащей оäно äопоëнитеëüное
скаëярное äифференöиаëüное уравнение. С испоëü-
зованиеì кватернионов и принöипа ìаксиìуìа
Л. С. Понтряãина поëу÷ено новое анаëити÷еское
реøение этой заäа÷и в кëассе кони÷еских äвижений.
Преäставëено явное выражение äëя оптиìаëüноãо
управëения и постоянноãо по ìоäуëþ оптиìаëüно-
ãо вектора уãëовой скорости КА. Траектория äви-
жения осесиììетри÷ноãо КА преäставëяет собой
реãуëярнуþ преöессиþ (в этоì отëи÷ие преäëаãае-
ìоãо реøения от работы [4]). Векторы на÷аëüноãо
и коне÷ноãо зна÷ений уãëовой скорости КА äоëжны
принаäëежатü кони÷еской поверхности, порож-
äаеìой произвоëüно заäанныìи постоянныìи ус-
ëовияìи заäа÷и. В разäеëе 6 привоäится ÷исëовой
приìер реøения заäа÷и оптиìаëüной в сìысëе ìи-
ниìуìа энерãети÷еских затрат переориентаöии КА
с оäной осüþ сиììетрии в кëассе кони÷еских äви-
жений (в виäе реãуëярной преöессии).
Статüя проäоëжает иссëеäования, на÷атые в ра-

ботах [11—14]. Отìетиì, ÷то в работе [11] быëи по-
ëу÷ены анаëити÷еские реøения траäиöионной и
ìоäифиöированной заäа÷ оптиìаëüноãо в сìысëе
ìиниìуìа энерãети÷еских затрат разворота сфери-
÷ески-сиììетри÷ноãо КА в кëассах кони÷еских
и обобщенных кони÷еских äвижений. В работах
[12, 13] поëу÷ены анаëити÷еские аëãоритìы реøе-
ния заäа÷ оптиìаëüноãо по быстроäействиþ и в
сìысëе коìбинированноãо функöионаëа разворо-
тов сфери÷ески-сиììетри÷ноãо КА в кëассе кони-
÷еских äвижений. В работе [14] преäëожено ана-
ëити÷еское прибëиженное реøение заäа÷и опти-
ìаëüноãо по энерãии разворота КА (тверäоãо теëа)

произвоëüной äинаìи÷еской конфиãураöии при
произвоëüных ãрани÷ных усëовиях.

1. Постановка задачи

Движение КА с оäной осüþ сиììетрии вокруã
öентра ìасс описывается äифференöиаëüныìи
уравненияìи [1]:

2  = L é w; (1.1)

(1.2)

ãäе L(t) = l0(t) + l1(t)i1 + l2(t)i2 + l3(t)i3 (кватернион
поворота КА), w(t) = w1(t)i1 + w2(t)i2 + w3(t)i3 (век-
тор уãëовой скорости КА) — фазовые коорäинаты;

M(t) = [M1(t), M2(t), M3(t)]
т — (вектор внеøнеãо ìо-

ìента, äействуþщеãо на КА) — управëение. Кватер-

нион L(t) норìирован, т.е. ||L|| = + + +  = 1,

i1, i2, i3 — орты ãиперкоìпëексноãо пространства
(ìниìые еäиниöы Гаìиëüтона), которые ìожно
иäентифиöироватü с ортаìи трехìерноãо вектор-
ноãо пространства i1, i2, i3, сиìвоë "é" озна÷ает ква-
тернионное уìножение. Фазовые коорäинаты и
управëение поä÷инены требованияì заäа÷и понт-
ряãинскоãо типа (L(t), w(t) — функöии непрерыв-
ные, M(t) — кусо÷но-непрерывная функöия). В äи-
наìи÷еских уравнениях Эйëера (1.2) äëя тверäоãо
теëа (КА) с оäной осüþ сиììетрии (направëенной
в наøеì сëу÷ае вäоëü орта i1 связанной с КА сис-
теìы коорäинат) I1, I2 — ãëавные öентраëüные ìо-
ìенты инерöии тверäоãо теëа, I1, I2 = const > 0.

В на÷аëüный t = 0 и в коне÷ный t = T ìоìенты
вреìени заäаны произвоëüные ãрани÷ные усëовия
по уãëовоìу поëожениþ

L(0) = L0, L(T) = LT (1.3)

и уãëовой скорости КА

w(0) = w0, w(T) = wT . (1.4)

Требуется опреäеëитü оптиìаëüное управëение
Mопт(t) систеìой (1.1),(1.2) при ãрани÷ных усëови-
ях (1.3), (1.4), äоставëяþщее ìиниìуì функöионаëу

J = (  +  + )dt, (1.5)

ãäе вреìя Т произвоëüно и зафиксировано.
Сëеäуя работе [15], ìожно поëаãатü, ÷то функ-

öионаë (1.5) пропорöионаëен энерãети÷ескиì за-
тратаì на созäание управëяþщеãо ìоìента КА.

L·

I1  = M1;

I2  = M2 – (I1 – I2)w1w3;

I2  = M3 + (I1 – I2)w1w2,

w· 1

w· 2

w· 3

l0
2 l1

2 l2
2 l3

2

 
0

T

∫ M1
2 M2

2 M3
2
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2. Переход к безразмерным переменным

Перейäеì от разìерных переìенных заäа÷и к
безразìерныì по форìуëаì

t безраз = t/T, wбезраз = wT, Mбезраз = MT 2/I ìасø,

J безраз = JT 3/(I ìасø)2,  = Ik/I
ìасø, k = 1, 2,

I ìасø = ((  + 2 )/3)1/2,

при этоì виä форìуë (1.1)—(1.4) не изìенится,
а функöионаë (1.5) запиøется сëеäуþщиì образоì:

J = (  +  + )dt. (2.1)

Даëее буäеì иìетü в виäу постановку заäа÷и
(1.1)—(1.4) (ãäе Т = 1), (2.1) в безразìерных пере-
ìенных, и верхние инäексы у них буäут опущены.

2. Замены переменных

В öеëях упрощения (в сìысëе äинаìи÷еских
уравнений Эйëера) заäа÷и (1.1)—(1.4), (2.1) осуще-
ствиì заìены переìенных анаëоãи÷но выпоëнен-
ныì в работах [16, 17], своäящие исхоäнуþ заäа÷у
к заäа÷е оптиìаëüноãо разворота тверäоãо теëа со
сфери÷ескиì распреäеëениеì ìасс. Дëя этоãо пе-
репиøеì уравнения (1.2) в виäе

 = m1;

 = b1m1 – bw1w3;

 = b1m3 – bw1w2,

ãäе m1 = M1/I1, m2 = M2/I1, m3 = M3/I1, b = (I1 – I2)/I2,

b1 = I1/I2.

Заìениì переìенные w1, w2, w3 на новые пере-
ìенные ω1, ω2, ω3:

 = , (3.1)

тоãäа уравнения (1.2) преобразуþтся сëеäуþщиì
образоì:

 = , (3.2)

иëи в кватернионной записи

 =  é b1m é B; (3.3)

B(t) = exp{i1θ(t)/2}, (3.4)

ãäе "~" — сопряжение кватерниона, "exp{.}" — ква-
тернионная экспонента,

θ(t) = b2 ω1(τ)dτ, (3.5)

b2 = b  = 1 – I2/I1 = 1 – . Отìетиì, ÷то

|B(t)| = 1, ∀t.
Кватернионное уравнение уãëовоãо äвижения

КА (1.1) при этоì запиøется в виäе

2  = L é B é ( ω1i1 + ω2i2 + ω3i3) é , (3.6)

ãäе кватернион B опреäеëяется соотноøениеì (3.4).
С у÷етоì первоãо уравнения систеìы (3.2) и на-

÷аëüноãо усëовия по уãëовой скорости КА (1.4)
уравнение (3.3) ìожно переписатü сëеäуþщиì об-
разоì:

 =  é b1m é b; (3.7)

b(t) = exp i1b2 m1(ξ)dξ + dτ/2 . (3.8)

Неëинейное выражение, стоящее в правой ÷асти
уравнения (3.7) и зависящее тоëüко от переìенных
mk(t), k = , приìеì за новое управëение u(t):

u =  é b1m é b, (3.9)

ãäе b опреäеëяется выражениеì (3.8). Отìетиì, ÷то
u1(t) = b1m1(t), и, поэтоìу, в заìене переìенных
(3.9) всеãäа ìожно соверøитü обратный хоä: по но-
вой векторной переìенной u(t) (коãäа она буäет из-
вестна) восстановитü управëение m(t) заäа÷и (1.1)—
(1.4), (2.1).
Моäуëü вектора новоãо управëения связан с ìо-

äуëеì вектора управëяþщеãо ìоìента КА сëеäуþ-
щиì образоì:

|u| = |  é b1m é b| =

= b1| ||m||b| = b1|m| = b1|M|/I1 = |M|/I2.

Исхоäя из (3.6) осуществиì еще оäну заìену пе-
реìенных:

L = L é , (3.10)

ãäе L = L(t) — новая кватернионная переìенная,
описываþщая уãëовое поëожение КА.

Ik
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2

 
0

1

∫ M1
2 M2

2 M3
2

w· 1

w· 2

w· 3

w1

w2

w3

b1
1– 0 0

0 cosθ t( ) sinθ t( )–

0 sinθ t( ) cosθ t( )

ω1

ω2

ω3

ω· 1

ω· 2

ω· 3

b1 0 0

0 b1cosθ t( ) b1sinθ t( )

0 b1sinθ t( ) b1cosθ t( )

m1

m2

m3

w· B~

 
0

t

∫

b1
1– b1

1–

L· b1
1– B~

w· b~

⎩
⎨
⎧

 
0

t

∫  
0

τ

∫⎝
⎜
⎛

w01 ⎠
⎟
⎞

⎭
⎬
⎫

1 3,

b~

b~

b~

B~



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 2, 2017 137

С у÷етоì всех указанных выøе заìен переìен-
ных заäа÷а оптиìаëüноãо разворота КА (1.1)—
(1.4), (2.1) приìет виä

2  = L é w; (3.11)

 = u; (3.12)

 = b2ω1; (3.13)

θ(0) = 0; (3.14)

w(0) = w0 = b1 i1 + i2 + i3;

w(T)=wT =

= (θ(T))é(b1 i1+ i2 + i3) é B(θ(T));(3.15)

L(0)=L0=L0, L(T)=LT =LT é B(θ(T)), Т = 1; (3.16)

J = u2dt → min, (3.17)

ãäе , , , , ,  — коìпоненты

вектора w(t) = [w1(t), w2(t), w3(t)]
т в на÷аëüный и ко-

не÷ный ìоìенты вреìени соответственно, а ква-
тернион B(θ(T)) опреäеëяется по форìуëе (3.4).
Из этой заäа÷и найäеì оптиìаëüные управëение

uопт и траекториþ Lопт, wопт. Как виäно, векторное
äифференöиаëüное уравнение (3.12) иìеет структуру,
соответствуþщуþ äинаìи÷ескиì уравненияì Эй-
ëера äëя сфери÷ески сиììетри÷ноãо тверäоãо теëа.
Это существенно обëеã÷ает иссëеäование заäа÷и.
Даëее буäеì рассìатриватü заäа÷у (3.11)—(3.17).

4. Применение принципа максимума

Выпоëниì проöеäуру принöипа ìаксиìуìа
Л. С. Понтряãина [1, 18]. Ввеäеì вспоìоãатеëüные
функöии Y(t) (кватернион), j(t) (вектор) и ρ(t), со-
пряженные к фазовыì коорäинатаì L(t), w(t) и
θ(t). Составиì функöиþ Гаìиëüтона—Понтряãина

H = –ψ* u2 + (Y, L é w)/2 + (j, u) + b2ω1ρ,(4.1)

ãäе постоянная ψ* l 0, а (.,.) — скаëярное произ-
веäение векторов.
Буäеì рассìатриватü невырожäенные реøения

краевой заäа÷и принöипа ìаксиìуìа, äëя которых
ψ* > 0. В сиëу оäнороäности функöии Гаìиëüто-
на—Понтряãина Н [18] в форìуëе (4.1) поëожиì
ψ*  = 1.
Сопряженная систеìа иìеет виä

(4.2)

ãäе vect(.) обозна÷ает векторнуþ ÷астü кватерниона.

Как виäно, уравнения äëя переìенных Y и L
совпаäаþт с то÷ностüþ äо константы. Испоëüзуя
этот факт и ввеäя обозна÷ение [1]

p = vect(  é Y) =  é cv é L, (4.3)

ãäе cv — произвоëüная векторная постоянная, со-
пряженнуþ систеìу запиøеì в виäе

(4.4)

Сëеäует отìетитü, ÷то приìенение этоãо приеìа
[1], основанноãо на саìосопряженности äиффе-
ренöиаëüной кватернионной систеìы уравнений
(3.11) (заìена кватернионной сопряженной пере-
ìенной Y на векторнуþ переìеннуþ p (3.3)), по-
звоëяет понизитü разìерностü краевой заäа÷и, поëу-
÷аеìой посëе приìенения принöипа ìаксиìуìа,
на ÷етыре.
Усëовие ìаксиìуìа функöии Гаìиëüтона—Понт-

ряãина (4.1) äает сëеäуþщуþ структуру опти-
ìаëüноãо управëения:

uопт = j/2. (4.5)

Как виäно, вектор-функöия управëения в заäа÷е
носит непрерывный характер.
Из соотноøений (3.11), (3.12), (4.4), (4.5) иìееì:

 = [p, w]; (4.6)

p = –4  + 2b2ρ0i1, (4.7)

ãäе [.,.] озна÷ает векторное произвеäение.
Поäставëяя выражение (4.7) в (4.6), поëу÷иì

 = [  – b2ρ0i1/2, w]. (4.8)

Такиì образоì, оптиìаëüная уãëовая скоростü
тверäоãо теëа на всеì интерваëе вреìени äвижения
уäовëетворяет векторноìу äифференöиаëüноìу
уравнениþ третüеãо поряäка (4.8). Реøение постав-
ëенной заäа÷и оптиìаëüноãо управëения своäится,
теì саìыì, к реøениþ краевой заäа÷и (3.11), (4.8),
(3.13)—(3.16).
Из постановки заäа÷и виäно, ÷то коне÷ные зна-

÷ения фазовых коорäинат L(t), w(t) не явëяþтся фик-
сированныìи веëи÷инаìи, а принаäëежат ìноãо-
образиþ, опреäеëяеìоìу выраженияìи (3.5),
(3.15), (3.16). Поэтоìу äëя фазовых коорäинат L(t),
w(t), θ(t) и сопряженных переìенных Y(t), j(t), ρ0
в ìоìент вреìени t = T = 1 выпоëняþтся усëовия
трансверсаëüности:

scal(  é Y(t)) = 0, (4.9)

ãäе scal(.) обозна÷ает скаëярнуþ ÷астü кватерни-
она, и

ρ0 + p1(T)/2 + ϕ2(T)ω3(T) – ϕ3(T)ω2(T) = 0, (4.10)

построение которых привеäено в Приëожении.

L·

w·

θ·

w01
w02

w03

B~ wT1
wT2

wT3

I 2
2  

0

1

∫

w01
w02

w03
wT1

wT2
wT3

I 2
2

I 2
2

2  = Y é w;

 = 0;

 = –vect(  é Y)/2 – b2ρi1,

Y·

ρ·

j· L~

L~ L~

p =  é cv é L, ρ = ρ0 = const;

 = –p/2 – b2ρ0i1.

L~

j·

p·

w··

w··· w··

L~



138 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 2, 2017

Относитеëüно усëовия (4.9) отìетиì, ÷то оно
выпоëняется автоìати÷ески при перехоäе к векто-
ру сопряженных переìенных p (4.3). Усëовие (4.10)
вытекает из первоãо интеãраëа заäа÷и (3.11)—(3.17),
(4.2)—(4.8), который справеäëив äëя оптиìаëüноãо
управëения и оптиìаëüной траектории и поëу÷а-
ется на основе выражений (3.12), (4.4)—(4.6). По-
кажеì это.
Из соотноøений (3.12), (4.5) сëеäует, ÷то [ , j] = 0,

∀t ∈ [0, T]. Тоãäа с у÷етоì выражения äëя  (4.4)
и  (4.6) ìожеì записатü

ϕ3 – ϕ2 + ω2  – ω3  = /2

иëи

p1(t)/2 + ω3(t)ϕ2(t) – ω2(t)ϕ3(t) =
= const = ρ0, ∀t ∈ [0, T]. (4.11)

Это выражение и естü первый интеãраë заäа÷и
(3.11)—(3.17), (4.2)—(4.8).

5. Аналитическое решение задачи оптимального 
разворота КА в классе конических движений

Буäеì искатü реøение уравнений (3.11), (4.8) в
кëассе кони÷еских äвижений. Дëя этоãо оптиìаëü-
нуþ уãëовуþ скоростü КА преäставиì в виäе

w(t) = i1γ + α  é (i2sinΩt + i3cosΩt) é eδ, (5.1)

ãäе α, δ, γ, Ω — неопреäеëенные постоянные, а eδ =
= exp{i1δ/2}.
Посëеäоватеëüно äифференöируя уравнение (5.1)

три раза по переìенной t, поëу÷иì:

 = αΩ  é (i2cosΩt – i3sinΩt) é eδ; (5.2)

 = –αΩ2  é (i2sinΩt – i3cosΩt) é eδ; (5.3)

 = –αΩ3  é (i2cosΩt – i3sinΩt) é eδ. (5.4)

Поäставëяя выражения (5.1)—(5.4) в (4.8) и у÷и-
тывая выражения (3.12), (4.5), (4.11), убеäиìся в
выпоëнении равенства в (4.8); при этоì

γ = Ω – b2α2/((1 + b2)Ω), ρ0 = 2α2Ω/(1 + b2). (5.5)

Отìетиì, ÷то

 = [  – b2ρ0i1/2, w] =

= ((  – b2ρ0i1/2) é w – w é (  – b2ρ0i1/2))/2.

Траектория äвижения КА при уãëовой скорости
(5.1) из соотноøений (3.11), (3.16) нахоäится явно
и иìеет виä реãуëярной преöессии:

L(t) = L0 é  é exp{(i3α + i1(γ – Ω))t/2} é

é exp{i1(Ωt + δ)/2}. (5.6)

Вектор оптиìаëüноãо управëения u опреäеëяется
из форìуë (3.12), (5.2).

Возвращаясü к исхоäныì безразìерныì пере-
ìенныì заäа÷и (1.1)—(1.4), (2.1), запиøеì окон÷а-
теëüные выражения äëя вектора оптиìаëüной уã-
ëовой скорости:

w(t) = i1 γ + α(i2sin((Ω – b2γ)t + δ) +

+ i3cos((Ω – b2γ)t + δ)), (5.7)

кватерниона оптиìаëüной траектории

L(t) = L0 é  é exp{(i3α + i1(γ – Ω))t/2} é

é exp{i1(b2γ + Ω)t + δ))/2} (5.8)

и вектора оптиìаëüноãо управëяþщеãо ìоìента КА

M(t) = I2αΩ(i2cos((Ω + b2ω1)t – δ) –
– i3sin((Ω + b2ω1)t – δ)), (5.9)

ãäе γ опреäеëяется первыì из выражений (5.5).
При t = 0 из соотноøения (5.7) иìееì

w(0) = i1 (Ω – b2α2/((1 + b2)Ω)) +

+ α(i2sinδ + i3cosδ). (5.10)

При t = Т = 1 из выражений (5.7), (5.8), (1.3)
иìееì:

w(T ) = i1 (Ω – b2α2/((1 + b2)Ω)) +

+α(i2sin((Ω–b2γ)T + δ))+ i3cos((Ω– b2γ)T +δ)),(5.11)

vect(  é exp{(i3α + i1b2α2/((1 + b2)Ω))T/2} é

é exp{i1(ΩT(1 + b2) –b2α2T/((1 + b2)Ω)) + δ)/2} é

é  é L0) = 0. (5.12)

В выражения (5.10)—(5.12) вхоäят три произ-
воëüные постоянные α, δ, Ω. Опреäеëяя их из сис-
теìы трех неëинейных аëãебраи÷еских уравнений
(5.12), уäовëетвориì ãрани÷ные усëовия по уãëо-
воìу поëожениþ КА (1.3) (α, δ, Ω буäут зависетü от
коìпонент кватернионов L0, LT, ãëавных öентраëü-
ных ìоìентов инерöии КА (тверäоãо теëа) I1, I2 и
вреìени переориентаöии Т = 1). Из-за неäостато÷-
ноãо ÷исëа произвоëüных постоянных в реøении
заäа÷и на веëи÷ины w0, wT (1.4) наëаãаþтся требо-
вания виäа (5.10), (5.11).
Такиì образоì, в сëу÷аях, коãäа на ãрани÷ные

усëовия по уãëовой скорости КА наëожены оãрани-
÷ения виäа (5.10), (5.11) (это озна÷ает, ÷то вектор
уãëовой скорости w(t) на всеì интерваëе вреìени
äвижения принаäëежит некоторой кони÷еской по-
верхности, опреäеëяеìой в пространстве заäанны-
ìи постоянныìи заäа÷и I1, I2, Т = 1, L0, LT), тра-
ектория уãëовоãо äвижения осесиììетри÷ноãо КА
нахоäится в кëассе кони÷еских äвижений и опре-
äеëяется явныìи анаëити÷ескиìи выраженияìи
(5.7), (5.8), управëяþщий ìоìент КА опреäеëяется
выражениеì (5.9).
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Оптиìаëüное зна÷ение функöионаëа ка÷ества в
безразìерных переìенных (2.1) равно

J = |M|2dt = α2Ω2. (5.13)

Из выражений разäеëов 3—5 ((3.4), (3.6), (3.9),
(3.10), (4.3), (4.5), (4.7), (5.5), (5.7) и (5.8)) ìожно най-
ти сопряженные переìенные. Теì саìыì, заäа÷а при
существуþщих оãрани÷ениях реøена поëностüþ.
Привеäеì аëãоритì реøения заäа÷и оптиìаëü-

ноãо разворота осесиììетри÷ноãо КА (1.1)—(1.4),
(2.1) в безразìерных переìенных в кëассе кони÷е-
ских äвижений.
Ша ã  1. По заäанныì кватернионаì L0, LT (1.3),

ãëавныì öентраëüныì ìоìентаì инерöии КА
(тверäоãо теëа) I1, I2, вреìени переориентаöии Т = 1
и форìуëе (5.12) опреäеëяþтся веëи÷ины α, δ, Ω.
Ша ã  2. Испоëüзуя α, δ, Ω, I1, I2, Т = 1, по фор-

ìуëе (5.10)

 = i1(Ω – b2α2/((1 + b2)Ω))I2/I1 +

+ α(i2sinδ + i3cosδ)

и форìуëе (5.11)

 = i1(Ω – b2α2/((1 + b2)Ω))I2/I1 +

+ α(i2sin((Ω – b2γ)T + δ)) + i3cos((Ω – b2γ)T + δ)),
b2 = 1 – I2/I1

вы÷исëяþтся зна÷ения векторов , .

Ша ã  3. Поëу÷енные зна÷ения , 
сравниваþтся с заäанныìи в выражении (1.4) ве-
ëи÷инаìи w0, wT.
Ша ã  4. Есëи равенство на øаãе 3 аëãоритìа

выпоëняется, то оптиìаëüное реøение заäа÷и на-
хоäится в кëассе кони÷еских äвижений; при этоì
уãëовая скоростü КА, траектория еãо уãëовоãо äви-
жения, вектор управëяþщеãо ìоìента и зна÷ение
функöионаëа оптиìизаöии вы÷исëяþтся по фор-
ìуëаì (5.7)—(5.9), (5.13) и øаãу 1 аëãоритìа.
Ша ã  5. Сопряженные переìенные заäа÷и на-

хоäятся по форìуëаì (3.4), (3.6), (3.9), (3.10), (4.3),
(4.5), (4.7), (5.5), (5.7) и (5.8).

6. Числовой пример

В äанноì разäеëе на приìере КА "Спейс Шаттë"
[19] привоäятся резуëüтаты ÷исëенноãо реøения
заäа÷и оптиìаëüноãо разворота осесиììетри÷ноãо
КА в кëассе кони÷еских äвижений по форìуëаì
разäеëа 5. Ниже на рисунке преäставëены ãрафики
изìенения во вреìени коìпонент уãëовой скорос-
ти wi(t), i = , векторной ÷асти кватерниона ори-
ентаöии Li(t), i = , и коìпонент вектора управ-
ëяþщеãо ìоìента Mi(t), i =  КА.

Рас÷еты провоäиëи äëя сëеäуþщих зна÷ений:

I1 = 3 400 648 кã•ì2, I2 = 21 041 672 кã•ì2,

I3 = I2 = 21 041 672 кã•ì2

иëи I1 = 0,1967, I2 = 1,2168, I3 = I2
(безразìерные ìоìенты инерöии);

L0 = [0,79505, 0,29814, –0,39752, 0,34783]т,

LТ = [0,84434, 0,39846, –0,3260, 0,14848]т, (6.1)

w0 = [0,03268, 0,10119, –0,47492]т,

wТ = [0,03268, –0,17132, –0,45435]т,

ãäе ãрани÷ные усëовия по уãëовой скорости КА
уäовëетворяþт оãрани÷енияì разäеëа 5.
Вна÷аëе по форìуëаì (5.12) нахоäиëи веëи÷ины

α, δ, Ω (α = 0,48558, δ = –3,35152, Ω = 0,54311), за-
теì по форìуëаì (5.7)—(5.9), (5.13) опреäеëяëи
векторы w, M и кватернион L.
Отìетиì, ÷то кватернион ориентаöии КА L(t)

ìожет бытü äвузна÷ныì [1], т.е. L и –L соответст-
вуþт оäноìу и тоìу же уãëовоìу поëожениþ КА в
пространстве.

Заключение

Преäставëенное в статüе анаëити÷еское реøе-
ние заäа÷и оптиìаëüноãо разворота осесиììетри÷-
ноãо КА (тверäоãо теëа) в кëассе кони÷еских äви-
жений (в виäе реãуëярной преöессии) ìожет найти
свое приìенение при построении систеì управëе-
ния КА, как и известное анаëити÷еское реøение
заäа÷и оптиìаëüноãо разворота сфери÷ески-сиì-
ìетри÷ноãо КА, поëу÷енное в кëассе пëоских эй-
ëеровых разворотов.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Построение условий трансверсальности

При построении усëовий трансверсаëüности
воспоëüзуеìся работой [18] и поäхоäоì, преäстав-
ëенныì в статüе [20]. Дëя этоãо перепиøеì коне÷-
ные усëовия (3.15), (3.16) (θ(T) = θT):

(П. 1)

иëи, записывая кватернион (θT) в явноì виäе,

(П. 2)
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Фазовые коорäинаты w, L, θ äоëжны уäовëет-
ворятü усëовияì трансверсаëüности

ϕi + ak  = 0, t = T; i = ;

ψi + ak  = 0, t = T; j = ;

ρ0 + ak  = 0, t = T, 

ãäе ak (k = ) — ìножитеëи Лаãранжа, поäëежа-
щие опреäеëениþ; соотноøения

Gk(t; ω1, ω2, ω3; λ1, λ2, λ3; θ) = 0 (t = T; k = )

заäаþт ìноãообразие коне÷ноãо состояния и соот-
ветствуþт усëовияì (П. 1):

G1 = ω1 – wT1b1 = 0;

G2 = ω2 – wT2cosθT – wT3sinθT = 0;

G3 = ω3 + wT2sinθT – wT3cosθT = 0;

G4 = F1cos(θT/2) + F0sin(θT/2);

G5 = F2cos(θT/2) + F3sin(θT/2);

G6 = F3cos(θT/2) + F2sin(θT/2),

ãäе

F0 = LT0λ0 + LT1λ1 + LT2λ2 + LT3λ3;

F1 = LT1λ0 – LT0λ1 – LT3λ2 + LT2λ3;

F2 = LT2λ0 + LT3λ1 – LT0λ2 – LT1λ3;

F3 = LT3λ0 – LT2λ1 + LT1λ2 – LT0λ3.

Усëовия трансверсаëüности приìут виä

ϕ1 + a1 = 0, ϕ2 + a2 = 0, ϕ3 + a3 = 0, (П. 3)

y(T) – LT é (cos(θT/2) + i1sin(θT/2)) é
é (a4i1 + a5i2 + a6i3) = 0, (П. 4)

ρ0 + a2(wT2sinθT – wT3cosθT) + a3(wT2cosθT +
+ wT3sinθT) + a4[F0cos(θT/2) – F1sin(θT/2)]/2 +

+ a5[F3cos(θT/2) – F2sin(θT/2)]/2 –
– a6[F2cos(θT/2) + F3sin(θT/2)]/2 = 0. (П. 5)

Искëþ÷иì из поëу÷енных усëовий трансверсаëü-
ности ìножитеëи Лаãранжа ak (k = ). Из усëо-
вий (П. 3) иìееì

a1 = –ϕ1, a2 = –ϕ2, a3 = –ϕ3. (П. 6)

У÷итывая (3.9), (П. 4) перепиøеì в виäе

(a4i1 + a5i2 + a6i3) = (T) é y(T).

Поскоëüку в ëевой ÷асти равенства стоит ква-
тернион с нуëевой скаëярной ÷астüþ (вектор), то

scal( (T) é y(T)) = 0,

(a4i1 + a5i2 + a6i3) = vect( (T) é y(T)). (П. 7)

Такиì образоì, иìееì первое усëовие транс-
версаëüности, не соäержащее неизвестных конс-
тант. Запиøеì еãо в кватернионной и скаëярной
форìах:

scal( (T) é y(T)) = 0 (П. 8)

иëи (П.8)

λ0(T)ψ0(T) + λ1(T)ψ1(T) +
+ λ2(T)ψ2(T) + λ3(T)ψ3(T) = 0.

Испоëüзуя соотноøения (3.1), (3.9), (3.10), (П. 7),
а также выражения äëя первой коìпоненты векто-
ра p (4.3) p1 = ψ1λ0 – ψ0λ1 + ψ2λ3 – ψ3λ2, второе ус-
ëовие трансверсаëüности (П. 5) преобразуеì в вы-
ражение

ρ0 + p1(T)/2 + ϕ2(T)ω3(T) – ϕ3(T)ω2(T) = 0. (П. 9)

Такиì образоì, усëовия трансверсаëüности, свя-
зываþщие основные фазовые и сопряженные пере-
ìенные заäа÷и (3.11)—(3.17) (искëþ÷ена переìен-
ная θ), преäставëяþтся выраженияìи (П. 8), (П. 9).
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The problem of the optimal turn in the sense of minimum of energy loss of a spacecraft as a rigid body with one axis of
symmetry is considered in the quaternion statement. For simplifying problem (concerning dynamic Euler equations), we change
the variables reducing the original optimal turn problem of axially symmetric spacecraft to the problem of optimal turn of the
rigid body with spherical mass distribution including one new scalar equation. Using the Pontryagin maximum principle, a new
analytical solution of this problem in the class of conical motions is obtained. Algorithm of the optimal turn of a spacecraft
is given. An explicit expression for the constant in magnitude optimal angular velocity vector of a spacecraft is found. The mo-
tion trajectory of a spacecraft is regular precession. The conditions for the initial and terminal values of a spacecraft angular
velocity vector are formulated, which make it possible to solve the problem analytically in the class of conical motions. The
initial and the terminal vectors of spacecraft angular velocity must be on the conical surface generated by arbitrary given con-
stant conditions of the problem. The numerical example is presented. The example contain reorientation of the Space Shuttle
in the class of conical motions.
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