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guage was Visual C#. The graphical interface was built using the library component Net Framework 4. The authors' program
for searching of the contours’ mechanism applied to the graph algorithm is based on the search of "the depth". According to
the formulas proposed by the authors, for each contour the program finds the number of the redundant ties, extra mobility,
extra links, and metric connections. The calculation results of the program present the number of the circuits of the mechanism,
their composition, the number of the redundant links or redundant mobility of the contours, the number of extra units and met-
ric relations, as well as the number of the degrees of freedom of the mechanism and its mobility. The article presents an analysis
of the mechanism of the mechatronic device with the developed program. Application of this method of analysis of the mechanisms
ensures a rational construction of the mechanisms leading to reduction of friction and wear in the kinematics pairs, and im-
provement of the conditions of their functioning and the quality of operation of the mechanisms.
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Параметрические структурные схемы пьезоактюаторов
нано- и микроперемещений при продольном пьезоэффекте

Введение

Приìенение пüезоактþаторов (пüезоäвиãатеëей,
пüезопреобразоватеëей), работаþщих на проäоëü-
ноì пüезоэффекте и развиваþщих высокие усиëия,
перспективно äëя реаëизаöии нано- и ìикропере-
ìещений в обëасти нанотехноëоãий, нанобиоëо-

ãии, фотонике, энерãетике, ìикроэëектроникe и
астроноìии [1—11]. Пüезоактþатор — пüезоìеха-
ни÷еское устройство, преäназна÷енное äëя приве-
äения в äействие ìеханизìов, систеì иëи управëе-
ния иìи на основе пüезоэëектри÷ескоãо эффекта,
которое преобразовывает эëектри÷еские сиãнаëы в
ìехани÷еское переìещение иëи сиëу [1].

Исследованы параметрические структурные схемы пьезоактюаторов нано- и микроперемещений, получены структур-
но-параметрические модели пьезоактюаторов при продольном пьезоэффекте с учетом противоэлектродвижущей силы, опре-
делены передаточные функции.
Ключевые слова: пьезоактюатор, деформация, нано- и микроперемещения, параметрическая структурная схема, струк-

турно-параметрическая модель, продольный пьезоэффект, противоэлектродвижущая сила, передаточная функция
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При испоëüзовании пüезоактþаторов в то÷ных
эëектроìехани÷еских систеìах необхоäиìо у÷иты-
ватü особенности эëектроìехани÷ескоãо преобразо-
вания энерãии пüезоактþатороì при проäоëüноì и
попере÷ноì пüезоэффектах и соответствуþщие ко-
эффиöиенты поëезноãо äействия. Пüезоактþатор
нано- и ìикропереìещений из пüезоэëектри÷е-
ской кераìики на основе öирконата и титаната
свинöа ìарок ЦТС иëи PZT, наприìер, ЦТС-19,
ЦТС-21, ЦТС-23, ЦТС-26, ЦТБС-3, ПКР-7,
ПКР-7М иëи PZT-4, PZT-5H, обеспе÷ивает äиа-
пазон переìещения от еäиниö наноìетров äо еäи-
ниö ìикроìетров с то÷ностüþ äо äесятых äоëей
наноìетров в стати÷еских и квазистати÷еских ре-
жиìах экспëуатаöии. В фотонике испоëüзуþтся
пüезоактþаторы äëя нано- и ìикропереìещений
зеркаë ëазеров при приìенении опти÷еских ìето-
äов переäа÷и инфорìаöии и энерãии. Пüезоактþ-
аторы нано- и ìикропереìещений приìеняþтся
äëя þстировки зеркаë ëазерных коëüöевых ãирос-
копов, äëя совìещения и сканирования в эëек-
тронных, зонäовых, атоìно-сиëовых ìикроскопах
[1—11]. Дëя синтеза систеìы управëения прово-
äится ìатеìати÷еское ìоäеëирование и постро-
ение структурно-параìетри÷еских ìоäеëей пüезо-
актþаторов.
В рас÷етах по анаëоãии с кëасси÷ескиì эëектро-

привоäоì нужно у÷итыватü противоЭДС пüезоак-
тþатора, соответствуþщуþ противоЭДС якоря
äвиãатеëя постоянноãо тока. Дëя этоãо в структур-
но-параìетри÷еских ìоäеëях и параìетри÷еских
структурных схеìах пüезоактþатора при проäоëüноì
пüезоэффекте ввоäятся отриöатеëüные обратные
связи, у÷итываþщие пряìой пüезоэффект в пüезо-
актþаторе, и рассìатривается их вëияние в статике
и äинаìике на характеристики пüезоактþатора.
В резуëüтате совìестноãо реøения воëновоãо

уравнения пüезоактþатора при проäоëüноì пüезо-
эффекте, уравнений обратноãо и пряìоãо пüезоэф-
фекта и ãрани÷ных усëовий на äвух наãруженных
рабо÷их поверхностях пüезоактþатора опреäеëяет-
ся еãо структурно-параìетри÷еская ìоäеëü и соот-
ветствуþщая параìетри÷еская структурная схеìа
пüезоактþатора при проäоëüноì пüезоэффекте. Из
этой структурно-параìетри÷еской ìоäеëи пüезо-
актþатора опреäеëяþтся переäато÷ные функöии
пüезоактþатора нано- и ìикропереìещений. В за-
висиìости от ãрани÷ных усëовий, ÷астотноãо äиа-
пазона работы, виäа управëения показано преоб-
разование параìетри÷еских структурных схеì пüе-
зоактþатора с у÷етоì противоЭДС из-за пряìоãо
пüезоэффекта.
Из-за реакöии пüезоактþатора при проäоëüноì

пüезоэффекте с у÷етоì противоЭДС пüезоактþ-
атора в зависиìости от виäа управëения по напря-
жениþ иëи току изìеняþтся упруãая поäатëивостü
и жесткостü пüезоактþатора, которые наряäу с
пüезоìоäуëеì явëяþтся основныìи параìетраìи
пüезоактþатора. Дëя у÷ета вëияния наãрузки на ха-
рактеристики пüезоактþатора необхоäиìо иссëе-

äоватü изìенение упруãой поäатëивости пüезоак-
тþатора. При высокой скорости переìещения тор-
öа пüезоактþатора при проäоëüноì пüезоэффекте
также необхоäиìо у÷итыватü вëияние противоЭДС
пüезоактþатора на ток ÷ерез пüезоактþатор.
Дëя рас÷етов и практи÷ескоãо испоëüзования

пüезоактþаторов в систеìах управëения требуется
реøатü воëновое уравнение при проäоëüноì пüе-
зоэффекте при разëи÷ных ãрани÷ных усëовиях и
провоäитü построение соответствуþщих структур-
но-параìетри÷еских ìоäеëей пüезоактþатора и еãо
переäато÷ных функöий в разëи÷ных ÷астотных
äиапазонах работы.
Поëу÷енные в äанной работе параìетри÷еские

структурные схеìы пüезоактþатора при проäоëü-
ноì пüезоэффекте наãëяäно отображаþт преобра-
зование эëектри÷еской энерãии в ìехани÷ескуþ при
проäоëüноì пüезоэффекте и взаиìнуþ зависиìостü
эëектроìехани÷еских параìетров пüезоактþатора.

Структурно-параметрическая модель 
пьезоактюатора при продольном пьезоэффекте

Пüезоактþатор при проäоëüноì пüезоэффекте
преäставëяет собой пüезопëастину (рис. 1) тоëщи-
ной δ с эëектроäаìи, нанесенныìи на ãрани, пер-
пенäикуëярные оси 3, пëощаäü которых равна S0.
Уравнение эëектроупруãости äëя обратноãо

проäоëüноãо пüезоэффекта при управëении пüезо-
актþатора по напряжениþ [2, 3] иìеет виä

S3 = d33E3(t) + T3(x, t), (1)

ãäе S3 =  — относитеëüное сìещение се÷ения

пüезоактþатора по оси 3; d33 — пüезоìоäуëü при
проäоëüноì пüезоэффекте; E3(t) = U(t)/δ — напря-
женностü эëектри÷ескоãо поëя; U(t) — напряжение

на эëектроäах пüезоактþатора;  — упруãая поäат-

ëивостü по оси 3; T3 — ìехани÷еское напряжение
по оси 3; δ — тоëщина пüезоактþатора.
Рассìотриì вëияние реакöии пüезоактþатора

из-за созäания пüезоактþатороì противоЭДС за
с÷ет пряìоãо пüезоэффекта при стати÷еской äе-

Рис. 1. Структурная схема пьезоактюатора нано- и микропере-
мещений при продольном пьезоэффекте
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форìаöии пüезоактþатора. В стати÷ескоì режиìе
при зажатоì пüезоактþаторе (при непоäвижных тор-
öах пüезоактþатора) äефорìаöия пüезоактþатора
равна нуëþ, а сиëа, развиваеìая иì, ìаксиìаëüна.
Упруãие поäатëивости пüезоактþаторов  > ,

при÷еì /  m 1,2. Инäекс E соответствует из-
ìеренияì при постоянной напряженности эëект-
ри÷ескоãо поëя в пüезоактþаторе иëи изìерениях
с заìкнутыìи эëектроäаìи. Инäекс D соответству-
ет изìеренияì при постоянной инäукöии при уп-
равëении от исто÷ника тока иëи при изìерениях с
разоìкнутыìи эëектроäаìи пüезоактþатора. Из-
ìерения провоäиëи на прессе ìарки УММ-5 в äиа-
пазоне рабо÷их наãрузок при ìехани÷еских напря-
жениях в пüезоактþаторе äо 50 МПа.

Соответственно иìееì =S0/( δ)— жесткостü

пüезоактþатора с управëениеì по напряжениþ при
проäоëüноì пüезоэффекте, S0 — пëощаäü попере÷-

ноãо се÷ения пüезоактþатора,  = S0/( δ) —

жесткостü пüезоактþатора с управëениеì по току
при проäоëüноì пüезоэффекте. При разоìкнутых
эëектроäах жесткостü пüезоактþатора возрастает
по сравнениþ с еãо жесткостüþ при заìкнутых
эëектроäах. Увеëи÷ение сопротивëения исто÷ника
питания и соãëасуþщих öепей привоäит к уìенü-
øениþ упруãой поäатëивости пüезоактþатора [6].
При управëении пüезоактþатора при проäоëü-

ноì пüезоэффекте от исто÷ника питания с коне÷-
ныì сопротивëениеì исто÷ника с у÷етоì пряìоãо
пüезоэффекта поëу÷аеì в статике выражение

Fmax=U d33 +Fmax d33S0 ku d33 ,(2)

откуäа

Fmax  = E3d33

иëи

T3(1 – ku)  = E3d33,

ku — коэффиöиент управëения от эëектри÷ескоãо
исто÷ника питания 0 m ku m 1.
При управëении от исто÷ника тока с бесконе÷-

но боëüøиì сопротивëениеì исто÷ника

ku|R → ∞ = 1,

при управëении от исто÷ника напряжения с бес-
коне÷но ìаëыì сопротивëениеì исто÷ника

ku|R → ∞ = 0.

Соответственно, иìееì ks — коэффиöиент из-
ìенения упруãой поäатëивости:

s33 = (1 – ku)  = ks , (3)

ks = 1 – ku, ks > 0,

(1 – )|R → ∞ m ks m 1|R → 0,

ks|R → ∞ = 1 – ,

ks|R → 0 = 1.

Запиøеì уравнение сиë, äействуþщих на пüе-
зоактþатор, с у÷етоì рабо÷ей наãрузки:

T3S0 = F + M ,

ãäе F — внеøняя сиëа, приëоженная к пüезоактþ-
атору; M — переìещаеìая ìасса; ξ — переìещение
торöа пüезоактþатора.
Дëя составëения структурно-параìетри÷еской

ìоäеëи пüезоактþатора с управëениеì по напряже-
ниþ реøиì совìестно воëновое уравнение, урав-
нение обратноãо проäоëüноãо пüезоэффекта и
уравнения сиë на ãранях пüезоактþатора.
При рас÷ете пüезоактþаторов с управëениеì по

напряжениþ испоëüзуется воëновое уравнение
[2—5], описываþщее распространение воëны в
äëинной ëинии с затуханиеì без искажений:

+ +α2ξ(x, t)= , (4)

ãäе cE — скоростü распространения упруãой воëны
при E = const (наприìер, при распространении
воëны в пüезоактþаторе при проäоëüноì пüезоэф-
фекте с управëениеì по напряжениþ по оси 3 иìееì
cE = ); α — коэффиöиент затухания коëебаний
из-за рассеивания энерãии на тепëовые потери при
распространении воëны.
С поìощüþ преобразования Лапëаса [7] исхоäная

заäа÷а äëя уравнения с ÷астныìи произвоäныìи
ãипербоëи÷ескоãо типа — воëновоãо уравнения (4) —
своäится к боëее простой заäа÷е äëя ëинейноãо
обыкновенноãо äифференöиаëüноãо уравнения с
параìетроì p, ãäе p — параìетр преобразования.
Приìениì к воëновоìу уравнениþ (4) преобра-

зование Лапëаса [7]:

Ξ(x, p) = L{ξ(x, t)} = ξ(x, t)e–ptdt, (5)

поëаãая на÷аëüные усëовия нуëевыìи, т. е.

ξ(x, t)|t = 0 =  = 0.

В резуëüтате поëу÷иì ëинейное обыкновенное
äифференöиаëüное уравнение второãо поряäка 

 – Ξ(x, p) = 0, (6)
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иëи

 – γ2Ξ(x, p) = 0,

реøениеì котороãо буäет функöия

Ξ(x, p) = Ce–x γ + Be x γ, (7)

ãäе Ξ(x, p) — преобразование Лап-
ëаса сìещения се÷ения пüезоактþ-
атора; γ = p/cE + α — коэффиöиент
распространения воëны в пüезоактþ-
аторе при проäоëüноì пüезоэффекте
с управëениеì по напряжениþ.
Постоянные С и B опреäеëиì из

ãрани÷ных усëовий:

Ξ(0, p) = Ξ1(p) при x = 0;

Ξ(δ, p) = Ξ2(p) при x = δ.

Сëеäоватеëüно, постоянные

C = (Ξ1e
δγ – Ξ2)/[2sh(δγ)],

B = (Ξ1e
–δγ – Ξ2)/[2sh(δγ)].

Реøение (7) запиøется в виäе

Ξ(x, p) = {Ξ1(p)sh[(δ – x)γ] +
+ Ξ2(p)sh(xγ)}/sh(δγ). (8)

Уравнения äëя сиë, äействуþ-
щих на торöах пüезоактþатора, бу-
äут иìетü виä

(9)

ãäе соответствуþщие преобразования Лапëаса äëя
выражений ìехани÷еских напряжений T3(0, p) и
T3(δ, p) опреäеëяþтся из уравнения обратноãо пüе-
зоэффекта.
Сëеäоватеëüно, поëу÷аеì систеìу уравнений äëя

ìехани÷еских напряжений в пüезоактþаторе с уп-
равëениеì по напряжениþ при x = 0 и x = δ:

(10)

Из соотноøений (9) и (10) найäеì уравнения
äëя структурно-параìетри÷еской ìоäеëи пüезоак-
тþатора с управëениеì по напряжениþ

(11)

при÷еì  = /S0 = δ/[m(cE)2], ãäе m — ìасса
пüезоактþатора.

Систеìе уравнений (11) соответствует параìет-
ри÷еская структурная схеìа пüезоактþатора с уп-
равëениеì по напряжениþ (рис. 2, 3).
Анаëоãи÷но поëу÷аеì уравнения äëя структур-

но-параìетри÷еской ìоäеëи пüезоактþатора с управ-
ëениеì по току и параìетри÷ескуþ структурнуþ схе-
ìу (рис. 4) пüезоактþатора с управëениеì по току:

(12)

при÷еì  = /S0; γ = p/cD + α — коэффиöиент
распространения воëны в пüезоактþаторе при про-
äоëüноì пüезоэффекте с управëениеì по току; cD —
скоростü распространения упруãой воëны по оси 3
при D = const в пüезоактþаторе, cD = .
В резуëüтате преобразований поëу÷аеì систеìу

уравнений структурно-параìетри÷еской ìоäеëи и
преобразованнуþ параìетри÷ескуþ структурнуþ
схеìу (сì. рис. 3) пüезоактþатора при проäоëüноì
пüезоэффекте с управëениеì по напряжениþ:

(13)

d2Ξ x p,( )

x2∂
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T3(0, p)S0 = F1(p) + M1p
2Ξ1(p) при x = 0;

T3(δ, p)S0 = –F2(p) + M2p2Ξ1(p) при x = δ,

T3(0, p) =  – E3(p);

T3(δ, p) =  – E3(p).

1

s33
E

----- dΞ x p,( )
x∂

----------------
x 0=

d33

s33
E

------

1

s33
E

----- dΞ x p,( )
x∂

----------------
x δ=

d33

s33
E

------

Ξ1(p) = [1/(M1p
2)]{–F1(p) + (1/ )[d33E3(p) –

– [γ/sh(δγ)][ch(δγ)Ξ1(p) – Ξ2(p)]]};

Ξ2(p) = [1/(M2p
2)]{–F2(p) + (1/ )[d33E3(p) –

– [γ/sh(δγ)][ch(δγ)Ξ2(p) – Ξ1(p)]]},

χ33
E

χ33
E

χ33
E s33

E

Ξ1(p) = [1/(M1p
2)]{–F1(p) + (1/ )[d33E3(p) –

– [γ/sh(δγ)][ch(δγ)Ξ1(p) – Ξ2(p)]]};

Ξ2(p) = [1/(M2p
2)]{–F2(p) + (1/ )[d33E3(p) –

– [γ/sh(δγ)][ch(δγ)Ξ2(p) – Ξ1(p)]]},

χ33
D

χ33
D

χ33
D s33

D

c33
D

Ξ1(p) = [1/(M1p
2)]{–F1(p) + (1/ )[d33E3(p) –
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Рис. 2. Параметрическая структурная схема пьезоактюатора при продольном пьезо-
эффекте с управлением по напряжению
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Анаëоãи÷но поëу÷аеì систеìу уравнений струк-
турно-параìетри÷еской ìоäеëи и преобразован-
нуþ параìетри÷ескуþ структурнуþ схеìу (рис. 4)
пüезоактþатора при проäоëüноì пüезоэффекте с
управëениеì по току:

(14)

Параìетри÷еская структурная схеìа пüезоактþ-
атора äопоëнена уравненияìи внеøней öепи, напри-
ìер, U(p) = U0(p)/(RC0p + 1) иëи U(p) = I(p)/C0p,
ãäе U(p), U0(p), I(p) — соответственно преобразо-
вания Лапëаса äëя выражений напряжения на об-
кëаäках пüезоактþатора, напряжения исто÷ника и
тока пüезоактþатора; R — сопротивëение внеøней

öепи; C0 — стати÷еская еìкостü пüезоактþатора
(рис. 3, 4).
Уравнения (11) äëя структурно-параìетри÷еской

ìоäеëи пüезоактþатора при проäоëüноì пüезоэф-
фекте с управëениеì по напряжениþ преобразу-
þтся к сëеäуþщеìу виäу:

(15)

ãäе  = S0/( δ) = 1/( δ) — жесткостü пüезо-

актþатора при проäоëüноì пüезоэффекте с управ-
ëениеì по напряжениþ.
Анаëоãи÷но уравнение (12) äëя структурно-па-

раìетри÷еской ìоäеëи пüезоактþатора при про-

Ξ1(p) = [1/(M1p
2)]{–F1(p) + (1/ )[d33E3(p) –

– γΞ1(p)/th(δγ) + γΞ2(p)/sh(δγ)]};

Ξ2(p) = [1/(M2p
2)]{–F2(p) + (1/ )[d33E3(p) –

– γΞ2(p)/th(δγ) + γΞ1(p)/sh(δγ)]}.
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Рис. 3. Параметрическая структурная схема пьезоактюатора при продольном пьезоэффекте с управлением по напряжению при конеч-
ном сопротивлении источника

Ξ1(p) = [1/(M1p
2)]{–F1(p) + δ[d33E3(p) –

– [γ/sh(δγ)][ch(δγ)Ξ1(p) – Ξ2(p)]]};

Ξ2(p) = [1/(M2p
2)]{–F2(p) + δ[d33E3(p) –

– [γ/sh(δγ)][ch(δγ)Ξ2(p) – Ξ1(p)]]},
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äоëüноì пüезоэффекте с управëениеì по току пре-
образуþтся к сëеäуþщеìу виäу:

(16)

ãäе  = S0/( δ) = 1/( δ) — жесткостü пüезо-

актþатора при проäоëüноì пüезоэффекте с управ-
ëениеì по току.
Структурно-параìетри÷еская ìоäеëü пüезоактþ-

атора позвоëяет поëу÷итü еãо переäато÷ные функ-
öии как отноøение преобразованных по Лапëасу
переìещений торöов пüезоактþатора к выраже-
ниþ соответствуþщеãо вхоäноãо эëектри÷ескоãо
параìетра иëи соответствуþщей сиëы при нуëевых
на÷аëüных усëовиях. Совìестное реøение выøе-

привеäенных уравнений (11) äëя переìещений
äвух ãраней пüезоактþатора при проäоëüноì пüе-
зоэффекте с управëениеì по напряжениþ äает

(17)

ãäе обобщенные переäато÷ные функöии

W11(p) = Ξ1(p)/E3(p) =

= d33[M2 p2 + γth(δγ/2)]/A33,  = /S0;

A33 = M1M2( )2p4 + {(M1 + M2) /[cEth(δγ)]}p3 +

+ [(M1 + M2) α/th(δγ) + 1/(cE)2]p2 + 2αp/cE + α2;

W21(p) = Ξ2(p)/Ψm(p) = d33[M1 p2 + γth(δγ/2)]/A33;

W12(p) = Ξ1(p)/F1(p) = – [M2 p2 + γ/th(δγ)]/A33;

Ξ1(p) = [1/(M1p
2)]{–F1(p) + δ[d33E3(p) –

– [γ/sh(δγ)][ch(δγ)Ξ1(p) – Ξ2(p)]]};

Ξ2(p) = [1/(M2p
2)]{–F2(p) + δ[d33E3(p) –

– [γ/sh(δγ)][ch(δγ)Ξ2(p) – Ξ1(p)]]},
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Рис. 4. Параметрическая структурная схема пьезоактюатора при продольном пьезоэффекте с управлением по току

Ξ1(p) = W11(p)E3(p) + W12(p)F1(p) + W13(p)F2(p);
Ξ2(p) = W21(p)E3(p) + W22(p)F1(p) + W23(p)F2(p),
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W13(p) = Ξ1(p)/F2(p) = W22(p) = Ξ2(p)/F1(p) =

= [ γ/sh(δγ)]/A33;

W23(p) = Ξ2(p)/F2(p) = – [M1 p2 + γ/th(δγ)]/A33.

В своþ о÷ереäü, из соотноøения (16) поëу÷аеì
параìетри÷ескуþ структурнуþ схеìу пüезоактþ-
атора (сì. рис. 2) и ìатри÷ное уравнение

 = . (18)

При поäа÷е напряжения U(t) = U0•1(t) на об-
кëаäки пüезоактþатора, напряженности эëектри-
÷ескоãо поëя по оси 3 E3(t) = E30•1(t) = (U0/δ)•1(t)
и F1(t) = F2(t) = 0 опреäеëиì в установивøеìся ре-
жиìе и инерöионной наãрузке пüезоактþатора при
проäоëüноì пüезоэфекте стати÷еское переìеще-
ние еãо торöов

ξ1(∞) = ξ1(t) = pW11(p)(U0/δ)/p =

= d33U0(M2 + m/2)/(M1 + M2 + m); (19)

ξ2(∞) = ξ2(t) = pW21(p)(U0/δ)/p =

= d33U0(M1 + m/2)/(M1 + M2 + m); (20)

ξ(∞) + ξ2(∞) = (ξ1〈t〉 + ξ2(t)) = d33U0. (21)

При m n M1 и m n M2 стати÷еское переìеще-
ние торöов пüезоактþатора при проäоëüноì пüе-
зоэффекте в зависиìости от напряжения иìеет виä

ξ1(∞) = ξ1(t) = pW11(p)(U0/δ)/p =

= d33U0M2/(M1 + M2); (22)

ξ2(∞) = ξ2(t) = pW21(p)(U0/δ)/p =

= d33U0M1/(M1 + M2), (23)

ãäе m — ìасса пüезоактþатора, M1, M2 — ìассы на-
ãрузки.
Дëя пüезоактþатора из пüезокераìики ЦТС-19

при проäоëüноì пüезоэффекте при m n M1 и m n M2
в сëу÷ае d33 = 4•10–10 ì/В, U0 = 500 В, M1 = 10 кã
и M2 = 40 кã поëу÷аеì стати÷еское переìещение
торöов ξ1(∞) = 160 нì, ξ2(∞) = 40 нì, ξ1(∞) + ξ2(∞) =
= 200 нì.

Передаточные функции пьезоактюатора, 
закрепленного одним торцом,
при продольном пьезоэффекте

Рассìотриì опреäеëение переäато÷ных функ-
öий пüезоактþатора при проäоëüноì пüезоэффекте,
коãäа оäин тореö жестко закрепëен, наприìер при
x = 0, M1 → ∞, тоãäа при проäоëüноì пüезоэффекте

из соотноøения (18) поëу÷аеì переäато÷ные функ-
öии пüезоактþатора в виäе

W21(p) = Ξ2(p)/E3(p) =

= d33δth(δγ)/[M2δ th(δγ)p2 + δp/cE + δα]; (24)

W23(p) = Ξ2(p)/F2(p) =

= –δ th(δγ)/[M2δ th(δγ)p2 + δp/cE + δα]. (25)

Из выражения (24) сëеäует

W21(p) = Ξ2(p)/E3(p) =

= d33δ/[M2δ p2 + δγcth(δγ)], (26)

откуäа при M2 = 0 иìееì переäато÷нуþ функöиþ
ненаãруженноãо пüезоактþатора

W21(p) = Ξ2(p)/E3(p) = d33/[γcth(δγ)]. (27)

Опреäеëиì при проäоëüноì пüезоэффекте и с оä-
ниì жестко закрепëенныì торöоì пüезоактþатора
переìещение ξ2(∞) в установивøеìся режиìе при
U(t) = U0•1(t) и F2(t) = 0 иëи F1(t) = F0•1(t) и U(t) = 0.
Соответственно, стати÷еское переìещение ξ2(∞)

пüезоактþатора в зависиìости от напряжения иëи
сиëы иìеет виä

ξ2(∞) = ξ2(t) = pW2(p)U0/p =

= d33U0th(αδ)/(αδ) = d33U0; (28)

ξ2(∞) = pW23(p)F0/p =

= – [δ2F0th(αδ)]/[m(cE)2αδ] = –δ F0/S0. (29)

Дëя пüезоактþатора из пüезокераìики ЦТС-19
при проäоëüноì пüезоэффекте в сëу÷ае d33 =

= 4•10–10 ì/В, U0 = 500 В поëу÷аеì стати÷еское пе-

реìещение ξ2(∞) = 200 нì. При δ = 6•10–4 ì,  =

= 3,5•10–11 ì2/Н, F0 = 1000 Н, S0 = 1,75•10–4 ì2

зна÷ение ξ2(∞) = –120 нì. Экспериìентаëüные и
рас÷етные характеристики пüезоактþатора совпа-
äаþт с поãреøностüþ 5 %.
Рассìотриì работу пüезоактþатора на низких

÷астотах при жестко закрепëенноì торöе при x = 0,
коãäа M1 → ∞ и m n M2. Переäато÷ные функöии
W21(p) и W23(p) иìеþт виä

W21(p) = Ξ2(p)/E3(p) =

= d33δ/[M2δ p2 + δγcth(δγ)]; (30)

W23(p) = Ξ2(p)/F2(p) =

= –δ /[M2δ p2 + δγcth(δγ)]. (31)

Дëя у÷ета вëияния реакöии пüезоактþатора за
с÷ет возникновения противоЭДС из-за пряìоãо
пüезоэффекта необхоäиìо äопоëнитü еãо параìет-
ри÷ескуþ структурнуþ схеìу обратныìи связя-
ìи с у÷етоì пряìоãо пüезоэффекта (рис. 3, 4),

χ33
E

χ33
E χ33

E

Ξ1 p( )

Ξ2 p( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ W11 p( ) W12 p( ) W13 p( )

W21 p( ) W22 p( ) W23 p( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

E3 p( )

F1 p( )

F2 p( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

lim
t → ∞

lim
p → 0
α → 0

lim
t → ∞

lim
p → 0
α → 0

lim
t → ∞

lim
t → ∞

lim
p → 0
α → 0

lim
t → ∞

lim
p → 0
α → 0

χ33
E

χ33
E χ33

E

χ33
E

lim
t → ∞

lim
p → 0

lim
p → 0
α → 0

lim
p → 0

lim
p → 0
α → 0

s33
E

s33
E

χ33
E

χ33
E χ33

E



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 2, 2017 119

соответствуþщиìи сëеäуþщиì урав-
ненияì

Ui(p) = d33S0 Fi(p) = Fi(p),(32)

ãäе i = 1, 2 — ноìер торöа пüезоактþ-
атора, Ui(p) — изображение Лапëаса
противоЭДС напряжения обратной
связи. Есëи за вхоäнуþ веëи÷ину при-
нятü напряжение U0(t), то с у÷етоì внеø-
ней öепи переäато÷ные функöии пüе-
зоактþатора W11(p), W21(p) необхоäи-
ìо уìножитü на выражение

W0(p) =  = . (33)

Дëя у÷ета вëияния усиëия, развиваеìоãо пüезо-
актþатороì, за с÷ет возникновения противоЭДС
из-за пряìоãо пüезоэффекта при проäоëüноì пüе-
зоэффекте и управëении от исто÷ника тока необ-
хоäиìо äопоëнитü структурно-параìетри÷ескуþ
ìоäеëü и параìетри÷ескуþ структурнуþ схеìу пüезо-
актþатора с у÷етоì пряìоãо пüезоэффекта обрат-
ныìи связяìи, соответствуþщиìи уравненияì

Ui(p) = d33S0 Fi(p) = Fi(p); (34)

C0 = , Sp = S0 = bδ,

ãäе i = 1,2 — ноìер торöа пüезоактþатора, Ui(p) —
изображение Лапëаса противоЭДС напряжения
обратной связи.
При управëении пüезоактþатороì при про-

äоëüноì пüезоэффекте от исто÷ника питания с ко-
не÷ныì сопротивëениеì исто÷ника поëу÷аеì вы-
ражения äëя обратных связей по усиëиþ в виäе

Ui(p) = d33S0 kuFi(p) = kuFi(p). (35)

Дëя у÷ета вëияния скорости пüезоактþатора за
с÷ет возникновения противоЭДС из-за пряìоãо
пüезоэффекта при проäоëüноì пüезоэффекте не-
обхоäиìо äопоëнитü структурно-параìетри÷ескуþ
ìоäеëü и параìетри÷ескуþ структурнуþ схеìу пüезо-
актþатора обратныìи связяìи:

Ui(p) = (p). (36)

Рассìотриì разëи÷ные режиìы работы пüезо-
актþатора, есëи оäин из торöов пüезоактþатора
жестко закрепëен, наприìер, при x = 0, при÷еì
W11(p) = 0, Ξ1(p) = 0. Тоãäа при инерöионной на-
ãрузке и проäоëüноì пüезоэффекте поëу÷аеì пере-
äато÷ные функöии при питании пüезоактþатора от

исто÷ника напряжения (рис. 5) с бесконе÷но ìа-
ëыì сопротивëениеì исто÷ника:

W21(p) =  = ; (37)

W23(p) =  = – . (38)

Есëи за вхоäнуþ веëи÷ину принятü изображе-
ние Лапëаса напряжения U(p), то

W2(p) =  = . (39)

Соответственно äëя у÷ета вëияния реакöии
пüезоактþатора за с÷ет возникновения противо-
ЭДС из-за пряìоãо пüезоэффекта необхоäиìо äо-
поëнитü параìетри÷ескуþ структурнуþ схеìу пüезо-
актþатора, закрепëенноãо оäниì торöоì, при про-
äоëüноì пüезоэффекте обратной связüþ,
описываþщейся сëеäуþщиì уравнениеì:

U2(p) = d33S0 F2(p) = F2(p). (40)

Тоãäа при инерöионной наãрузке и проäоëüноì
пüезоэффекте поëу÷аеì еãо переäато÷ные функ-
öии при питании от исто÷ника тока с бесконе÷но
боëüøиì сопротивëениеì исто÷ника

W21(p) =

=  = ; (41)

W23(p) =

=  = – ,(42)
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Рис. 5. Параметрическая структурная схема пьезоактюатора, закрепленного одним
торцом, при продольном пьезоэффекте и инерционной нагрузке с управлением по
напряжению
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ãäе  =  = .

Есëи за вхоäнуþ веëи÷ину принятü изображе-
ние Лапëаса напряжения U(p), то

W2(p) =

=  = .(43)

Рассìотриì работу пüезоактþатора при инер-
öионной наãрузке на низких ÷астотах при ω → 0
äëя пüезоактþатора при M1 → ∞ и M2/m . 1. При
управëении по напряжениþ преäставиì W21(p) и
W23(p) в уäобноì äëя преобразования виäе:

W21(p) =  = ; (44)

W23(p) =  = – .(45)

Испоëüзуя аппроксиìаöиþ ãипербоëи÷ескоãо ко-
танãенса äвуìя ÷ëенаìи степенноãо ряäа, поëу÷аеì
в äиапазоне ÷астот 0 < ω < 0,01cE/δ при M2/m . 1
и инерöионной наãрузке сëеäуþщие выражения
переäато÷ных функöий при управëении по напря-
жениþ и при питании пüезоактþатора (рис. 5) от
исто÷ника напряжения с бесконе÷но ìаëыì со-
противëениеì исто÷ника:

W21(p) =  = ; (46)

W23(p) =  = – ; (47)

W2(p) =  = , (48)

ãäе  =  — постоянная вреìени;  =

= αδ /3 = αδ2 /(3cE ) — коэффи-

öиент затухания;  = S0/( δ) = m(cE)2/δ2 —

жесткостü пüезоактþатора; при÷еì при упруãо-

инерöионной наãрузке постоянная вреìени  =

= .

При питании пüезоактþатора от исто÷ника на-
пряжения с коне÷ныì сопротивëениеì поëу÷аеì
упруãуþ поäатëивостü s33 = ks  и выражения
(46)—(48) переäато÷ных функöий при управëении
по напряжениþ в виäе

W21(p) =  = ; (49)

W23(p) =  = – ; (50)

W2(p) =  = , (51)

ãäе T33 =  — постоянная вреìени; ξ33 =

= αδ /3 = αδ2C33/(3cE ) — коэффи-

öиент затухания; C33 = S0/(s33δ) = S0/(ks δ) —

жесткостü пüезоактþатора, при÷еì при упруãо-
инерöионной наãрузке постоянная вреìени T33 =

= .

Заключение

Поëу÷енные структурно-параìетри÷еские ìо-
äеëи, параìетри÷еские структурные схеìы и переäа-
то÷ные функöии пüезоактþатора при проäоëüноì
пüезоэффекте опреäеëяþт äинаìи÷еские и стати-
÷еские характеристики пüезоактþатора нано- и
ìикропереìещений с у÷етоì ãрани÷ных усëовий,
виäа управëения, физи÷еских параìетров пüезоак-
тþатора, внеøней наãрузки и эëектри÷ескоãо со-
противëения соãëасуþщих öепей.
Реøение воëновоãо уравнения äает структур-

но-параìетри÷ескуþ ìоäеëü пüезоактþатора при
проäоëüноì пüезоэффекте в систеìе управëения при
разëи÷ных ãрани÷ных усëовиях и описывает еãо äи-
наìи÷еские и стати÷еские характеристики с у÷етоì
физи÷еских параìетров, внеøней наãрузки и эëект-
ри÷ескоãо сопротивëения при работе в составе
эëектроìехани÷еской систеìы нанопереìещений.
Из-за реакöии пüезоактþатора при проäоëüноì

пüезоэффекте с у÷етоì противоэëектроäвижущей
сиëы пüезоактþатора уìенüøается упруãая поäат-
ëивостü и повыøается жесткостü пüезоактþатора.
Увеëи÷ение сопротивëения исто÷ника питания и
соãëасуþщих öепей привоäит к уìенüøениþ упру-
ãой поäатëивости пüезоактþатора. При высокой
скорости переìещения пüезоактþатора при про-
äоëüноì пüезоэффекте у÷итываеì вëияние этой
скорости на ток пüезоактþатора.

Список литературы

1. Панич А. Е. Пüезокераìи÷еские актþаторы. Ростов-на-
Дону: Южный феäераëüный университет, 2008. 159 с.

m cE( )
2

δ 1 k33
2

–( )
-------------------

S0

s33
E 1 k33

2
–( )

----------------------
S0

s33
D

-----

Ξ2 p( )
U p( )
-----------

d33th δγ( )

M2δ2 1 k33
2

–( )th δγ( )p2/ m cE( )
2

⎝ ⎠
⎛ ⎞ δγ+

--------------------------------------------------------------------------

Ξ2 p( )
E3 p( )
-----------

d33

M2δp2/ m cE( )
2

⎝ ⎠
⎛ ⎞ γcth δγ( )+

-------------------------------------------------------

Ξ2 p( )
F2 p( )
-----------

δ/ m cE( )
2

⎝ ⎠
⎛ ⎞

M2δp2/ m cE( )
2

⎝ ⎠
⎛ ⎞ γcth δγ( )+

-------------------------------------------------------

Ξ2 p( )
E3 p( )
-----------

d33δ

T33
E( )

2
p2 2T33

E ξ33
E p 1+ +

-----------------------------------------------

Ξ2 p( )
F2 p( )
-----------

1/C33
E

T33
E( )

2
p2 2T33

E ξ33
E p 1+ +

-----------------------------------------------

Ξ2 p( )
U p( )
-----------

d33

T33
E( )

2
p2 2T33

E ξ33
E p 1+ +

-----------------------------------------------

T33
E M2/C33

E ξ33
E

m/M2 C33
E M2C33

E

C33
E s33

E

T33
E

M2/ C33
E Ce+( )

s33
E

Ξ2 p( )
E3 p( )
-----------

d33δ

T33
2 p2 2T33ξ33p 1+ +

-----------------------------------------

Ξ2 p( )
F2 p( )
-----------

1/C33

T33
2 p2 2T33ξ33p 1+ +

-----------------------------------------

Ξ2 p( )
U p( )
-----------

d33

T33
2 p2 2T33ξ33p 1+ +

-----------------------------------------

M2/C33

m/M2 M2C33

s33
E

M2/ C33 Ce+( )



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 2, 2017 121

2. Физическая акустика. Т. 1. Частü А. Метоäы и приборы
уëüтразвуковых иссëеäований / Поä реä. У. Мэзона. М.: Мир,
1966. 592 с.

3. Афонин С. М. Реøение ìатри÷ных уравнений в заäа÷ах
эëектроупруãости äëя ìноãосëойных актþаторов нанопереìе-
щений // Мехатроника, автоìатизаöия, управëение. 2010. № 8.
С. 39—45.

4. Афонин С. М. Иссëеäование стати÷еских и äинаìи÷еских
характеристик пüезоäвиãатеëя нано- и ìикропереìещений // Изв.
РАН. Теория и систеìы управëения. 2008. № 5. С. 114—121.

5. Afonin S. M. Structural-parametric model and transfer func-
tions of electroelastic actuator for nano- and microdisplacement //
Chapter 9 in: Piezoelectrics and Nanomaterials: Fundamentals,
Developments and Applications. Editor: Parinov I. A. New York:
Nova Science Publisher. 2015. P. 225—242.

6. Афонин С. М. Стати÷еские характеристики и упруãие поä-
атëивости ìноãосëойных пüезоактþаторов нано- и ìикропереìе-

щений // Нано- и ìикросистеìная техника. 2016. Т. 18, № 1.
С. 40—48.

7. Полянин А. Д. Справо÷ник по ëинейныì уравненияì ìа-
теìати÷еской физики. М.: Физìатëит. 2001. 576 с.

8. Estanbouli Y., Hayward G., Radamas S., Barbenel J. A block
diagram model of the thickness mode piezoelectric transducer
containing dual oppositely polarized piezoelectric zones // IEEE
Transactions on Ultrasonics, Ferroelectrics, and Frequency Control.
2006. Vol. 53. № 5. P. 1028—1036.

9. Smyth K., Kim S.-G. Experiment and simulation validated
analytical equivalent circuit model for piezoelectric micromachined
ultrasonic transducers // IEEE Transactions on Ultrasonics, Ferro-
electrics, and Frequency Control, 2015. Vol. 62, № 4, P. 744—765.

10. Uchino K. Piezoelectric actuator and ultrasonic motors.
Boston, MA: Kluwer Academic Publisher, 1997. 347 p.

11. Borboni A. Meso- to micro-actuators: a theoretical and prac-
tical approach. New York: CRC Press. 2008. 400 p.

Parametric Structural Schemes of Piezoactuators for Nano- 
and Micrometric Movements at a Longitudinal Piezoeffect

S. M. Afonin, eduems@mail.ru ,
National Research University of Electronic Technology MIET, Moscow, Zelenograd, 124498, Russian Federation,

Corresponding author: Afonin Sergey M., Ph. D., Senior Researcher,
National Research University of Electronic Technology MIET, Moscow, Zelenograd, 124498, Russian Federation,

e-mail:: eduems@mail.ru

Received on June 23, 2016
Accepted on July 11, 2016

Solutions to the wave equation and structural-parametric models of piezoactuators at a longitudinal piezoeffect were obtained.
Effects of the geometric and physical parameters of the piezoactuators and external load on its static and dynamic characteristics
were determined. The parametric structural schemes for piezoactuators for nano- and micrometric movements at a longitudinal pie-
zoeffect were obtained. The transfer functions were determined. The parametric structural schemes and the transfer functions of the
piezoactuators were obtained for calculation of the automatic control systems for nano- and micrometric movements with piezoac-
tuators at a longitudinal piezoeffect. The static and dynamic characteristics of the piezoactuators were determined. Application of
the piezoactuators solves the problems of precise matching in microelectronics and nanotechnology, compensation for the temperature
and gravitational deformations, atmospheric turbulence by a wave front correction. By solving the wave equation with allowance for
the corresponding equations of the piezoelectric effect, the boundary conditions on the loaded working surfaces of a piezoactuator,
the strains along the coordinate axes, it is possible to construct a structural parametric model of a piezoactuator. The transfer func-
tions and the parametric structural schemes of the piezoelectric actuator were obtained from the equations describing the corre-
sponding structural parametric models of the piezoactuators for nano- and micrometric movements at a longitudinal piezoeffect.

Keywords: piezoactuator, deformation, nano- and micrometric movements, parametric structural scheme, structural-para-
metric model, longitudinal piezoelectric effect, transfer function
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