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Исследование механизмов мехатронных устройств
с помощью графов

Введение

Мехатронные устройства преäназна÷ены äëя
преобразования энерãии, ìатериаëов и инфорìа-
öии в öеëях заìены иëи обëеã÷ения физи÷ескоãо и
уìственноãо труäа ÷еëовека. Они построены на
принöипах синерãети÷еской интеãраöии ìехани÷е-
ских, эëектротехни÷еских, эëектронных и коìпüþ-
терных коìпонентов [1—3]. Механи÷ескиìи коì-
понентаìи явëяþтся ìеханизìы — это систеìы
тверäых теë, поäвижно соеäиненных ìежäу собой
разëи÷ныìи виäаìи связей, реаëизуþщие управ-
ëяеìые äвиãатеëüные функöии, т.е. осуществëяþ-
щие преобразования управëяеìоãо äвижения оä-
ноãо иëи нескоëüких теë систеìы в требуеìые уп-
равëяеìые äвижения äруãих теë.
Структурный анаëиз ìеханизìа — иссëеäова-

ние еãо свойств по структурной схеìе. Основная
заäа÷а анаëиза состоит в опреäеëении ÷исëа степе-
ней поäвижности ìеханизìа и собственно еãо поä-
вижности, а также ÷исëа заìкнутых контуров, ÷ис-
ëа избыто÷ных контурных связей (ИКС) и ëиøних
контурных поäвижностей (ЛКП), ìетри÷еских
связей (МС) и ëиøних звенüев (ЛЗ).
ИКС обращаþт ìеханизì в стати÷ески неопре-

äеëиìуþ систеìу [4], ÷то вызывает увеëи÷ение тре-
ния и износа в кинеìати÷еских парах [5]. Наëи÷ие
ЛКП äает возìожностü звенüяì ìеханизìа пово-
ра÷иватüся вокруã своих проäоëüных осей, не ока-
зывая вëияния на еãо функöионаëüные возìож-
ности, ÷то привоäит к усëожнениþ конструкöии
ìеханизìа. МС — связи, которые повторяþт оãрани-
÷ения на относитеëüные äвижения звенüев в ìеха-
низìе [6]. Наëи÷ие МС ìожет привести к закëини-
ваниþ ìеханизìа в сëу÷ае нето÷ности изãотовëения
еãо звенüев. Лиøние звенüя уëу÷øаþт ка÷ествен-
ные характеристики ìеханизìа, но не вëияþт на
еãо функöионаëüные преобразования.
Наëи÷ие ИКС, ЛКП, МС в ìеханизìе отриöа-

теëüно сказывается на еãо экспëуатаöионных ха-

рактеристиках. Такие ìеханизìы нежеëатеëüно
приìенятü в ìехатронных устройствах [7—9], ãäе
требуется высокая то÷ностü их функöионирования.

Определение структурных свойств механизмов 
с помощью графов

В работах [10, 11] преäëожен ìетоä структурно-
ãо анаëиза ìеханизìов, позвоëяþщий с поìощüþ
структурных форìуë опреäеëятü ÷исëо ИКС и ЛКП
ìеханизìа, а также еãо поäвижностü. Такой ìетоä
сëожно приìенитü äëя автоìатизированноãо опре-
äеëения структурных свойств ìеханизìов на ЭВМ.
Поэтоìу в äанной статüе преäëожен новый ìе-

тоä структурноãо анаëиза ìеханизìов с поìощüþ
ãрафов. Сутü ìетоäа закëþ÷ается в перехоäе от
структурной схеìы ìеханизìа к еãо ãрафу, по ко-
тороìу ìожно опреäеëитü ÷исëо еãо ИКС, ЛКП,
ЛЗ, МС, а также ÷исëо степеней поäвижности и
еãо поäвижностü.
Понятие ãрафа быëо ввеäено венãерскиì ìате-

ìатикоì Денеøеì Кениãоì в 1936 ã. Графоì G на-
зывается пара ìножеств (V; E), ãäе V — непустое
коне÷ное ìножество эëеìентов, называеìых вер-
øинаìи ãрафа; Е — коне÷ное ìножество неупоря-
äо÷енных пар эëеìентов из V, называеìых ребра-
ìи ãрафа [12].
При составëении ãрафа ìеханизìа буäеì каж-

äоìу еãо звену сопоставëятü верøину ãрафа (mj),
а кинеìати÷еской паре — отрезок, соеäиняþщий
верøины (т.е. ребро ãрафа vj). Все звенüя ìеханизìа,
вкëþ÷ая стойку, нуìеруеì öифраìи, на÷иная с 0.
Чисëо поäвижностей кажäой кинеìати÷еской пары
записываеì öифрой на соответствуþщеì ей ребре.
На рис. 1 привеäены приìеры структурных схеì

разоìкнутоãо (рис. 1, а) [13] и заìкнутоãо (рис. 1, в)
ìеханизìа ìехатронноãо устройства, а на рис. 1, б
и рис. 1, г показаны соответствуþщие иì ãрафы.

Предложен новый метод структурного анализа механизмов с помощью графов, позволяющий определять число избыточных
и метрических связей, лишних подвижностей и лишних звеньев, возникающих в контурах механизмов. Показана реализация
данного метода в виде компьютерной программы для автоматизированного структурного анализа механизмов на ЭВМ. Пред-
ставлен пример анализа механизма с помощью разработанной программы.
Ключевые слова: механизм, структурный анализ, граф, избыточная связь, лишняя подвижность, метрическая связь
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Исто÷никоì ИКС, ЛКП, ЛЗ и МС в ìеханизìе
явëяþтся заìкнутые контуры. Чисëо контуров оп-
реäеëяþт по форìуëе Эйëера [12]

K = v – m + 1, (1)

ãäе v — ÷исëо ребер ãрафа ìеханизìа; m — ÷исëо
верøин ãрафа ìеханизìа.
При анаëизе ãрафа ìеханизìа ÷исëо ИКС и ЛКП

j-ãо контура преäëаãаеì опреäеëятü по форìуëе

Sj = 3 – (rg – 6 + lg), (2)

ãäе t — ÷исëо ребер в контуре; rg — ÷исëо поäвиж-
ностей кинеìати÷еской пары, соответствуþщей
g-ìу ребру контура; lg — ìоäификатор, зависящий
от ÷исëа поäвижностей кинеìати÷еской пары:

lg = 

Поëожитеëüное зна÷ение Sj соответствует ÷исëу
ИКС j-ãо контура, а отриöатеëüное зна÷ение —
÷исëу ЛКП.
Чисëо ЛЗ в j-ì контуре преäëаãаеì опреäеëятü

по форìуëе

Zj = (5 – lg)vg, (3)

ãäе vg — ÷исëо ребер контура, которые иìеþт поä-
вижностü rg.
Форìуëа (3) приìениìа тоëüко äëя контуров

ãрафа ìеханизìа, состоящих из трех и боëее вер-
øин. В контуре ãрафа ìеханизìа, состоящеì из
äвух верøин, не ìожет бытü ëиøних звенüев, так
как ìиниìаëüное ÷исëо поäвижных звенüев ìеха-
низìа, образуþщих заìкнутый контур, равно äвуì.

Чисëо МС ìеханизìа по еãо ãрафу опреäеëяеì
в виäе

T = 4 + 2(K – 1) – m. (4)

Поëожитеëüное зна÷ение, поëу÷аеìое по фор-
ìуëе (4), соответствует ÷исëу МС ìеханизìа; отри-
öатеëüное зна÷ение и ноëü свиäетеëüствуþт о тоì,
÷то МС в ìеханизìе нет. Зависиìостü (4) позвоëя-
ет опреäеëитü ÷исëо МС ìеханизìа, но она не äает
возìожности найти контуры ìеханизìа, в которых
они нахоäятся. Дëя их поиска преäëаãаеì испоëü-
зоватü сëеäуþщее правиëо: МС появëяется в кон-
туре, соäержащеì тоëüко оäно поäвижное звено с
äвуìя кинеìати÷ескиìи параìи, которое не вхоäит
в äруãие ранее рассìотренные контуры ìеханизìа.
При испоëüзовании äанноãо правиëа необхоäиìо
рассìотретü все контуры ìеханизìа, на÷иная с то-
ãо, который иìеет ìиниìаëüное ÷исëо поäвижных
звенüев, и äаëее рассìатриватü остаëüные контуры
в поряäке их увеëи÷ения.
Поäвижностü ìеханизìа с у÷етоì ИКС, ЛКП,

ЛЗ и МС, такиì образоì, ìожно опреäеëятü по
форìуëе

W = 6(m – v – 1) + ri + Sj – Zs + T. (5)

Поäвижностü ìеханизìа указывает на то, скоëü-
ко управëяеìых обобщенных коорäинат необхоäи-
ìо заäатü, ÷тобы привести ìеханизì в äвижение,
т.е. скоëüко необхоäиìо установитü привоäов в ки-
неìати÷еских парах (КП). Все КП в ìеханизìе
ìожно усëовно разäеëитü на пассивные и актив-
ные. Пассивная КП — соеäинение äвух звенüев, не
позвоëяþщее осуществëятü заäанное управëяеìое
äвижение оäноãо звена пары относитеëüно äруãо-
ãо. Активная КП иëи степенü поäвижности (СП) —
соеäинение äвух звенüев, позвоëяþщее обеспе÷и-
ватü оäноìу из них управëяеìые обобщенные ко-
орäинаты. СП в отëи÷ие от КП вкëþ÷ает в себя
привоäы и, в общеì сëу÷ае, ìожет заäаватü не-
скоëüко обобщенных коорäинат ìеханизìа. Об-
щее ÷исëо СП ìеханизìа по еãо ãрафу преäëаãаеì
опреäеëятü по форìуëе

H = m – 2K – 1 + f,

ãäе f — ìоäификатор, зависящий от соотноøения
÷исëа верøин и контуров ãрафа ìеханизìа:

f = 

Структурный анализ механизмов на ЭВМ

Дëя автоìатизированноãо структурноãо анаëиза
ìеханизìов с поìощüþ ãрафов быëа написана
проãраììа на ЭВМ. Разработка проãраììы веëасü
в интеãрированной среäе Microsoft Visual Studio 2015
с испоëüзованиеì языка проãраììирования Visual C#.
Графи÷еский интерфейс проãраììы построен с
поìощüþ бибëиоте÷ных коìпонентов Net Frame-
work 4 (рис. 2).

Рис. 1. Структурные схемы механизмов и соответствующие им
графы
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Рассìотриì приìер структурноãо анаëиза ìеха-
низìа (рис. 1, в) с поìощüþ разработанной про-
ãраììы.
В проãраììе ãраф ìеханизìа преäставëен в ви-

äе своей ìатриöы сìежности [14] — кваäратной
ìатриöы разìерности m Ѕ m (m — ÷исëо верøин
ãрафа ìеханизìа), эëеìент которой, стоящий в i-й
строке и j-ì стоëбöе, опреäеëяþт по правиëу: aij = 0,
есëи верøины mi и mj не иìеþт соеäиняþщеãо их
ребра vi, и aij = rg, есëи верøины mi и mj соеäинены
реброì vi с поäвижностüþ, равной rg.
Посëе ввоäа исхоäных äанных проãраììа авто-

ìати÷ески составëяет ìатриöу сìежности ãрафа ана-
ëизируеìоãо ìеханизìа по указанноìу выøе пра-
виëу. Матриöа сìежности äëя ãрафа ìеханизìа на
рис. 1, в иìеет виä

М = .

Форìуëа (1) позвоëяет опреäеëитü тоëüко ÷исëо
контуров ìеханизìа по еãо ãрафу, но äëя анаëиза
необхоäиìо также знатü, какиìи звенüяìи и кине-
ìати÷ескиìи параìи они образованы.
В разработанной проãраììе äëя поиска конту-

ров ìеханизìа по еãо ãрафу приìенен аëãоритì,
основанный на поиске "в ãëубину" (анãë. depth-first
search, DFS) [15, 16]. Метоäика поиска в ãëубину

состоит в тоì, ÷тобы иäти "в ãëубü" по ребраì ãрафа,
наскоëüко это возìожно. Аëãоритì работает ре-
курсивно, перебирая все исхоäящие из рассìатри-
ваеìой верøины ребра. Есëи ребро веäет в верøину,
которая не быëа рассìотрена ранее, то запускаеì
аëãоритì вновü от этой верøины, а посëе этоãо
возвращаеìся и проäоëжаеì перебиратü оставøие-
ся ребра. Конеö работы аëãоритìа происхоäит в
тоì сëу÷ае, есëи в верøине не остаëосü ребер, ко-
торые веäут в нерассìотреннуþ верøину.
Рассìотриì работу аëãоритìа DFS на приìере

ãрафа (рис. 3). Стартовая верøина ãрафа ìожет
бытü выбрана произвоëüно, но äëя опреäеëенности
буäеì с÷итатü, ÷то в ка÷естве таковой выбрана вер-
øина А. На рис. 3 öифра у кажäой верøины обо-
зна÷ает ÷исëо итераöий аëãоритìа, за которое он
приøеë в нее. За 11 итераöий аëãоритì обоøеë все
верøины ãрафа. В резуëüтате этоãо обхоäа в паìя-
ти проãраììы сохраниëисü сеìü посëеäоватеëü-
ностей верøин, соеäиненных ребраìи: A-B-C-D;
A-B-C-E; A-B-F; A-G; A-H-I-J; A-H-I-K; A-H-L.
Посëе обхоäа всеãо ãрафа проãраììа проверяет

все поëу÷енные посëеäоватеëüности верøин на
заìкнутостü, т.е. проверяет, иìеет ëи ãраф ребро,
соеäиняþщее их на÷аëüнуþ и коне÷нуþ верøины.
В рассìотренноì приìере ãрафа (рис. 3) нет заì-
кнутых контуров.
Такиì образоì, разработанный аëãоритì нахож-

äения контуров позвоëяет опреäеëятü верøины
(т.е. звенüя ìеханизìа) и ребра (кинеìати÷еские
пары ìеханизìа), которыìи они образованы.
Дëя кажäоãо найäенноãо контура проãраììа по

форìуëаì (2)—(4) нахоäит ÷исëо избыто÷ных свя-
зей, ëиøних поäвижностей, ëиøних звенüев и ìет-
ри÷еских связей.
Окно вывоäа резуëüтатов (рис. 4) соäержит рису-

нок ãрафа анаëизируеìоãо ìеханизìа и резуëüтат
еãо рас÷ета. В неì отражена инфорìаöия о контур-
ноì составе ìеханизìа. Дëя кажäоãо контура при-
воäится список звенüев, которыìи он образован,
÷исëо еãо избыто÷ных связей иëи ëиøних поäвиж-
ностей. Есëи контур соäержит ëиøние звенüя иëи
ìетри÷еские связи, то инфорìаöия об этоì также
вывоäится в резуëüтатах рас÷ета.

Рис. 2. Окно ввода исходных данных

0 1 0 1 0 1 0 1 3
1 0 4 0 0 0 0 0 0
0 4 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1 3
1 0 0 0 0 0 1 0 0
3 0 0 0 0 0 3 0 0

Рис. 3. Пример работы алгоритма DFS на графе
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Анаëизируеìый ìеханизì (сì. рис. 1, в), как виä-
но из резуëüтатов рас÷ета (рис. 4), состоит из ÷е-
тырех контуров. В äвух контурах DEFG и LMFG
иìеþтся по три ИКС, в контуре ABCD — оäна
ИКС, а в контуре LMHK соäержится оäна ЛКП
(возìожностü звена 8 провора÷иватüся вокруã сво-
ей проäоëüной оси). Механизì иìеет оäно ëиøнее
звено — роëик 2, который преäназна÷ен äëя заìе-
ны трения скоëüжения на трение ка÷ения, но не
вëияет на еãо функöионаëüные преобразования.
Также ìеханизì иìеет оäну ìетри÷ескуþ связü,
вызваннуþ звеноì 8.

Заключение

Преäëоженный ìетоä структурноãо анаëиза ìе-
ханизìов c поìощüþ ãрафов äает возìожностü оп-
реäеëятü ÷исëо ИКС, ЛКП, ЛЗ и МС кажäоãо заì-
кнутоãо контура, а также ÷исëо степеней поäвиж-
ности ìеханизìа и еãо поäвижностü. Приìенение

äанноãо ìетоäа обеспе÷ивает раöионаëüное конст-
руирование ìеханизìов [17], привоäящее к уìенü-
øениþ трения и износа в кинеìати÷еских парах,
уëу÷øениþ усëовий их функöионирования и по-
выøениþ ка÷ества работы ìеханизìа.
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The article presents a new method of the structural analysis of the mechanisms using graphs, which allows us to determine
the number of the excess and metric relationships, extra mobility and extra links, occurring in the circuits of the mechanisms.
It shows implementation of this method in the form of a computer program for an automated structural analysis by computer
mechanisms. The program was developed in the integrated environment of Microsoft Visual Studio, 2015. The program lan-

Рис. 4. Окно вывода результатов расчета



112 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 2, 2017

guage was Visual C#. The graphical interface was built using the library component Net Framework 4. The authors' program
for searching of the contours’ mechanism applied to the graph algorithm is based on the search of "the depth". According to
the formulas proposed by the authors, for each contour the program finds the number of the redundant ties, extra mobility,
extra links, and metric connections. The calculation results of the program present the number of the circuits of the mechanism,
their composition, the number of the redundant links or redundant mobility of the contours, the number of extra units and met-
ric relations, as well as the number of the degrees of freedom of the mechanism and its mobility. The article presents an analysis
of the mechanism of the mechatronic device with the developed program. Application of this method of analysis of the mechanisms
ensures a rational construction of the mechanisms leading to reduction of friction and wear in the kinematics pairs, and im-
provement of the conditions of their functioning and the quality of operation of the mechanisms.
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Параметрические структурные схемы пьезоактюаторов
нано- и микроперемещений при продольном пьезоэффекте

Введение

Приìенение пüезоактþаторов (пüезоäвиãатеëей,
пüезопреобразоватеëей), работаþщих на проäоëü-
ноì пüезоэффекте и развиваþщих высокие усиëия,
перспективно äëя реаëизаöии нано- и ìикропере-
ìещений в обëасти нанотехноëоãий, нанобиоëо-

ãии, фотонике, энерãетике, ìикроэëектроникe и
астроноìии [1—11]. Пüезоактþатор — пüезоìеха-
ни÷еское устройство, преäназна÷енное äëя приве-
äения в äействие ìеханизìов, систеì иëи управëе-
ния иìи на основе пüезоэëектри÷ескоãо эффекта,
которое преобразовывает эëектри÷еские сиãнаëы в
ìехани÷еское переìещение иëи сиëу [1].

Исследованы параметрические структурные схемы пьезоактюаторов нано- и микроперемещений, получены структур-
но-параметрические модели пьезоактюаторов при продольном пьезоэффекте с учетом противоэлектродвижущей силы, опре-
делены передаточные функции.
Ключевые слова: пьезоактюатор, деформация, нано- и микроперемещения, параметрическая структурная схема, струк-

турно-параметрическая модель, продольный пьезоэффект, противоэлектродвижущая сила, передаточная функция


