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Преодоление избыточности при решении задачи кинематики 
для руки оператора транспортного средства

Введение

Высокие теìпы развития и распространения ÷е-
ëовекоìаøинных систеì (ЧМС) разëи÷ноãо назна-
÷ения обусëовëиваþт зна÷итеëüнуþ актуаëüностü
пробëеì обеспе÷ения их наäежности, эффектив-
ности и ка÷ества функöионирования. Чеëовек-опе-
ратор в таких систеìах явëяется неустраниìыì
эрãати÷ескиì звеноì, работаþщиì в режиìе уп-
равëения и восприятия возìущений со стороны
объекта. Спеöифика äеятеëüности оператора со-
стоит в тоì, ÷то он, как правиëо, не иìеет возìож-
ности взаиìоäействоватü с объектоì управëения
непосреäственно и вынужäен поëüзоватüся инфор-
ìаöией, поступаþщей к неìу по канаëаì связи с
поìощüþ разëи÷ных устройств (äиспëея, äат÷и-
ков, инäикаторов, раäиоканаëа и т.п.). О÷евиäно,
÷то оäниì из необхоäиìых усëовий, обеспе÷иваþ-
щих требуеìый уровенü ка÷ества функöионирова-
ния систеìы, явëяþтся своевреìенные и то÷ные
äействия оператора. Несоответствие возìожностей
техники особенностяì оператора порожäает про-
бëеìы орãанизаöии их взаиìоäействия как на функ-
öионаëüноì уровне, так и на инфорìаöионной ос-
нове. Оäниì из путей оптиìизаöии этоãо взаиìо-
äействия, с у÷етоì физиоëоãи÷еских особенностей
÷еëовека-оператора, явëяется ìатеìати÷еское ìо-
äеëирование.

1. Постановка задачи

При ìоäеëировании повеäения ÷еëовека — за-
äа÷и, связанной с ситуативной реаëизаöией заäан-
ных функöий ÷еëовекоì, — вопрос закëþ÷ается в
тоì, как ÷еëовек строит и орãанизует äвижения,
наприìер, как выпоëняет äвижения рукой с инстру-
ìентоì, какие из степеней поäвижности, в какоì
объеìе и на каких интерваëах у÷аствуþт в постро-

ении äвижения, каковы ìеханизìы преоäоëения и
испоëüзования äвиãатеëüной избыто÷ности в жи-
вых орãанизìах [1].
Взаиìоäействие с орãанаìи управëения опера-

тор осуществëяет, как правиëо, посреäствоì верх-
них коне÷ностей, ìатеìати÷ескоìу ìоäеëированиþ
которых и посвящена äанная работа. Рука опера-
тора преäставëяет собой пространственный ìеха-
низì, конфиãураöия котороãо опреäеëяет поëоже-
ние и ориентаöиþ кисти в пространстве.
Простейøая биоìехани÷еская ìоäеëü руки ÷еëо-

века состоит из трех тверäых теë (пëе÷о, преä-
пëе÷üе, кистü), соеäиненных иäеаëüныìи øарни-
раìи, ìоäеëируþщиìи пëе÷евой, ëоктевой и ëу÷е-
запястный суставы. Такое прибëижение справеäëиво
äëя поäавëяþщеãо боëüøинства äвижений верхней
коне÷ности [2]. В öеëоì, рука ÷еëовека без у÷ета
паëüöев кисти иìеет сеìü степеней поäвижности,
ее кинеìати÷еская ìоäеëü преäставëена на рис. 1.
Пëе÷евой сустав S преäставëяется øарнироì с тре-
ìя степеняìи свобоäы. Степени поäвижности в
пëе÷евоì суставе связываþт: 1) с äвижениеì пëе÷а
в проäоëüной пëоскости теëа, реаëизуеìыì посреä-
ствоì обобщенной коорäинаты q1; 2) с äвижениеì
пëе÷а в попере÷ной пëоскости теëа, за которое от-
ве÷ает обобщенная коорäината q2; 3) с вращениеì
осей сустава ëоктя относитеëüно проäоëüной оси
пëе÷а, реаëизуеìыì коорäинатой q3. Локтевой сус-
тав E ìоäеëируется øарнироì с äвуìя степеняìи
свобоäы, соответствуþщиì вращениþ преäпëе÷üя
относитеëüно пëе÷а q4 и вращениþ ëу÷евой кости
относитеëüно ëоктевой q5. Лу÷езапястный сустав W
также отображается øарнироì с äвуìя степеняìи
свобоäы, соответствуþщиìи сãибаниþ—разãиба-
ниþ q6 и отвеäениþ—привеäениþ q7 кисти отно-
ситеëüно преäпëе÷üя.

Рассматриваются особенности решения обратной задачи кинематики руки оператора. Приведена кинематическая модель
руки, изложены существующие подходы к решению и преодолению кинематической избыточности, проведен их анализ. Пред-
ложено применение эвристического метода FABRIK и представлены результаты его исследования.
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В своþ о÷ереäü, биоìехани÷еская ìоäеëü кисти
соäержит 16 тверäых теë. Кости запястüя и пястные
кости указатеëüноãо, среäнеãо, безыìянноãо паëü-
öев и ìизинöа образуþт первое теëо. Сëеäуþщие
12 преäставëяþт собой проксиìаëüнуþ, среäнþþ и
äистаëüнуþ фаëанãи этих паëüöев. И еще три твер-
äых теëа составëяþт боëüøой паëеö: пястная костü,
среäняя и äистаëüная фаëанãи. Среäний и äистаëü-
ный ìежфаëанãовые суставы ìоäеëируþтся öиëинä-
ри÷ескиìи øарнираìи с оäной степенüþ свобоäы,
соответствуþщей сãибаниþ—разãибаниþ. Пястно-
фаëанãовые суставы (äëя боëüøоãо паëüöа — запяст-
но-пястный сустав) опреäеëяþтся øарнироì с äву-
ìя степеняìи свобоäы, соответствуþщиì сãиба-
ниþ—разãибаниþ и привеäениþ—отвеäениþ [3].
Такиì образоì, биоìехани÷еская ìоäеëü руки ÷е-
ëовека преäставëяет собой 18-звеннуþ кинеìати-
÷ескуþ öепü с 18 øарнираìи и с 27 степеняìи сво-
боäы звенüев.
Моäеëирование переìещения руки оператора

в öеëевуþ то÷ку сроäни реøениþ обратной заäа÷и
о поëожениях в робототехнике, веäü, по существу,
оно связано с опреäеëениеì коне÷ной конфиãура-
öии (обобщенных коорäинат) ìоäеëи руки, в кото-
рой кистü нахоäится в заäанной то÷ке с опреäеëен-
ной ориентаöией. Оäнако реøение äанной заäа÷и в
явноì виäе существует ëиøü äëя некоторых кине-
ìати÷еских структур, состоящих из øести звенüев,
соеäиненных вращатеëüныìи параìи пятоãо кëасса и
обëаäаþщих опреäеëенныìи особенностяìи [4].
Дëя сëожных кинеìати÷еских структур, поäоб-

ных руке оператора с боëüøиì ÷исëоì степеней
поäвижности, реøение äанной заäа÷и сопряжено с
опреäеëенныìи труäностяìи. Оäной из основных
явëяется пробëеìа опреäеëения поëожения ëокте-
воãо сустава при установëении коне÷ной конфиãу-
раöии руки ÷еëовека в öеëевой позиöии. Это на-
ãëяäно äеìонстрирует тот факт, ÷то при закрепëен-
ноì поëожении запястüя W(wx, wy, wz) ëоктевой
сустав E(ex, ey, ez) ìожет приниìатü разëи÷ные по-
зиöии, ëежащие в пëоскости пересе÷ения äвух сфер:
сферы, описываеìой в пространстве пëе÷оì при вра-
щении в пëе÷евоì суставе "в отрыве от преäпëе÷üя",
и сферы, описываеìой при вращении преäпëе÷üя в
суставе запястüя, усëовно "в отрыве от пëе÷а". Из
ìножества äопустиìых поëожений ëоктевоãо сус-
тава необхоäиìо найти наибоëее поäхоäящее (рис. 2).

2. Известные пути решения

Данная заäа÷а ìожет бытü свеäена к заäа÷е оп-
тиìизаöии, в ка÷естве критерия которой öеëесооб-
разно испоëüзоватü так называеìый принöип "ни-
жайøеãо ëоктя", описанный Э. Накано приìени-
теëüно к реøениþ заäа÷и позиöионирования
антропоìорфноãо ìанипуëятора [5]. Соãëасно äан-
ноìу критериþ коне÷ныì поëожениеì ëоктевоãо
сустава явëяется такое поëожение, при котороì
расстояние от ëоктевоãо сустава äо пëоскости поëа
ìиниìаëüно. Критерий оптиìизаöии поëоженияРис. 2. Множество положений локтевого сустава

Рис. 1. Кинематическая модель руки оператора
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ëоктевоãо сустава по принöипу "нижайøеãо ëоктя"
построен на той иäее, соãëасно которой ëþбая сис-
теìа стреìится перейти в состояние с наиìенüøей
энерãией [5]. Справеäëивостü приìенения äанноãо
критерия при ìоäеëировании äвижения руки опе-
ратора базируется на поëожениях эрãоноìики, со-
ãëасно которыì ÷еëовек стреìится соверøатü äви-
жения с ìаксиìаëüной скоростüþ, ìиниìаëüныì
вреìенеì и ìиниìаëüныìи затратаìи энерãии.
Реøение рассìатриваеìой заäа÷и с приìенени-

еì ìетоäов усëовной оптиìизаöии ìноãоìерной
скаëярной функöии изëожено в работе [2]. На ос-
нове провеäенных иссëеäований автороì выявëено,
÷то наибоëее преäпо÷титеëüныì явëяется испоëü-
зование ìетоäа SUMT Фиакко и Маккорìика как
обëаäаþщеãо наиëу÷øиìи параìетраìи схоäиìости
и высокой то÷ностüþ, но еãо приìенение сопря-
жено с опреäеëенныìи вы÷исëитеëüныìи затратаìи.
Все же этот поäхоä ìожет бытü эффективно ис-
поëüзован äëя опреäеëения поëожения ëоктевоãо
сустава при иссëеäовании äвижения руки операто-
ра без у÷ета паëüöев кисти.
Есëи же требуется осуществитü ìоäеëирование

äвижения всей верхней коне÷ности оператора, вкëþ-
÷ая паëüöы руки, т.е. при наëи÷ии нескоëüких кон-
öов кинеìати÷еской öепи, äаëü-
нейøее распространение äанноãо
реøения äовоëüно затруäнитеëüно.
Поэтоìу öеëесообразныì явëяется
поиск такоãо ìетоäа, который по-
звоëиë бы в сëу÷ае необхоäиìости
расøиритü реøение, при этоì от-
ëи÷аëся бы простотой, наäежно-
стüþ и ìаëыìи вреìенныìи и вы-
÷исëитеëüныìи затратаìи.
Испоëüзование øироко извест-

ных ìетоäов Якоби [6], ìетоäов
Нüþтона [7], ìетоäов неëинейноãо
проãраììирования [8] äовоëüно за-
труäнитеëüно, поскоëüку äанные
ìетоäы требуþт зна÷итеëüных за-
трат вы÷исëитеëüноãо вреìени при
боëüøоì ÷исëе степеней поäвиж-
ности. Сëеäует также у÷итыватü,
÷то ìетоä интерваëов проработан
тоëüко äëя простых кинеìати÷е-
ских öепей.
Метоäы CCD [9] и Triangulation

Inverse Kinematics [10] разработаны
тоëüко äëя простых кинеìати÷е-
ских öепей. При наëи÷ии нескоëü-
ких коне÷ностей их приìенение
возìожно путеì рас÷ëенения ìеха-
низìа на нескоëüко простых öепей
и реøения обратной заäа÷и кине-
ìатики отäеëüно äëя кажäой öепи.
Оäнако äëя у÷ета взаиìовëияния
÷астей ìеханизìа необхоäиìо äо-
поëнитеëüно провоäитü соãëасова-
ние поëу÷аеìых реøений. Метоä

FTL [11] ëиøен такоãо неäостатка и позвоëяет про-
сëеäитü взаиìовëияние привоäов звенüев äруã на
äруãа. Оäнако он не быë проработан на сëу÷ай не-
скоëüких конöов кинеìати÷еской öепи.

3. Расширение сферы метода
прямого и обратного следования

Быстрейøиì из ìетоäов, рассìотренных выøе,
соãëасно работаì [7, 12] явëяется ìетоä, носящий
название "Метоä пряìоãо и обратноãо сëеäования"
(Forward and Backward Reaching Inverse Kinematics,
äаëее просто FABRIK). Данный ìетоä искëþ÷ает
ãроìозäкостü и сëожностü, связаннуþ с испоëüзо-
ваниеì ìатриö вращения, путеì непосреäственно-
ãо опреäеëения поëожения (то÷ки) на пряìой. Оп-
реäеëяþщиìи äостоинстваìи этоãо ìетоäа также
явëяþтся: ìаëое ÷исëо итераöии, незна÷итеëüные
вы÷исëитеëüные затраты, возìожностü наëожения
оãрани÷ений и возìожностü испоëüзования при
наëи÷ии нескоëüких öепей и (иëи) коне÷ных то-
÷ек, визуаëüно естественная поза, поëу÷аеìая в ре-
зуëüтате реøения, а также äопустиìостü приìене-
ния при незакрепëенноì корневоì узëе кинеìати-
÷еской öепи.

Рис. 3. Графическая интерпретация работы метода FABRIK:
а — на÷аëüная позиöия ìанипуëятора и öеëевая то÷ка; б — переìещение коне÷-
ноãо узëа к öеëи; в — опреäеëение новой позиöии узëа ; г — опреäеëение новых

позиöий äëя всех узëов кинеìати÷еской öепи; д — переìещение корневоãо узëа в
еãо на÷аëüнуþ позиöиþ; е — опреäеëение новых позиöий узëов при äвижении от
корневоãо эëеìента к коне÷ноìу

p3′
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Рассìотриì сутü ìетоäа FABRIK. Преäпоëожиì,
÷то ìножество p1, ..., pn (äëя руки оператора без
у÷ета кисти n = 4) явëяется ìножествоì позиöий
узëов кинеìати÷еской öепи. Ее форìаëизаöия осу-
ществëяется сëеäуþщиì образоì: коне÷ной то÷кой
сëеäует с÷итатü всякий узеë без äо÷ерних эëеìен-
тов; äëя кажäой коне÷ной то÷ки öепü ìожет бытü
преäставëена äвижениеì по скеëету "от роäитеëя к
роäитеëþ" в обратноì направëении äо äостижения
корневоãо узëа (на÷аëа кинеìати÷еской öепи).
Цеëü преäставëена позиöией t и на÷аëüной базовой
корневой позиöией. Графи÷еская интерпретаöия
работы поëноãо öикëа преäставëена на рис. 3.
Рассìотриì поëный öикë работы аëãоритìа. На

рис. 3, а преäставëена на÷аëüная позиöия кинеìа-
ти÷еской öепи и заäанная öеëевая то÷ка. На÷аëü-
ныì øаãоì посëе указания öеëевой то÷ки явëяется
рас÷ет äистанöий ìежäу узëаìи (ìассив d [d1, ..., dn]).
При этоì необхоäиìыì усëовиеì выпоëнения аë-
ãоритìа явëяется äостижиìостü öеëевой позиöии,
которая опреäеëяется путеì сравнения расстояния
ìежäу корневыì узëоì и öеëüþ (dist) и общей суììы
äистанöий ìежäу узëаìи. Есëи первое окажется
боëüøе второй, то öеëü äостижиìа, и поëный öикë
оãрани÷ивается äвуìя этапаìи. Работа первоãо
этапа на÷инается с оöенки на÷аëüных позиöий
кажäоãо узëа при äвижении от коне÷ноãо эëеìента
pn к корнþ p1 и переìещения коне÷ноãо узëа pn
к öеëи t (рис. 3, б). Затеì опреäеëяется новая по-
зиöия узëа , нахоäящеãося на отрезке пряìой

ln – 1 на расстояния dn – 1 от то÷ки pn (рис. 3, в).
Анаëоãи÷но, äëя вы÷исëения новой позиöии узëа

 испоëüзуется отрезок пряìой ln – 2, прохоäя-

щий ÷ерез то÷ки  и pn – 2. В этоì сëу÷ае новая

позиöия узëа  опреäеëяется относитеëüно

то÷ки  äистанöией dn – 2. Аëãоритì повторя-

ется äо тех пор, пока не буäут опреäеëены новые
позиöии äëя всех узëов, вкëþ÷ая корневой (рис. 3, г).
Посëе этоãо на÷инается второй этап аëãоритìа:
корневой эëеìент с позиöии  переìещается в

еãо на÷аëüнуþ позиöиþ b —  (рис. 3, д). Повто-

ряется опреäеëение новых позиöий äëя всех узëов,
но на этот раз äвижение происхоäит от корня к ко-
не÷ноìу узëу (рис. 3, е). Первый и второй этапы
аëãоритìа повторяþтся äо тех пор, пока позиöия
коне÷ноãо эëеìента с заäанной то÷ностüþ ε не
совпаäет с öеëевой то÷кой.
В сëу÷аях, коãäа корневой эëеìент переìеща-

ется на необхоäиìуþ позиöиþ, FABRIK срабаты-
вает так, как быëо описано, с теì ëиøü отëи÷иеì,
÷то новая позиöия  корневоãо узëа буäет жеëае-
ìой позиöией, а не на÷аëüной. При этоì, без вве-
äения оãрани÷ений, реøение, поëу÷енное с при-
ìенениеì ìетоäа FABRIK, сойäется на ëþбой öе-
ëевой позиöии, есëи она äостижиìа. Оäнако есëи

öеëü нахоäится äаëüøе äистанöии, на которуþ ìо-
жет вытянутüся öепü, необхоäиìо прерываþщее
усëовие, которое сравнит проøëуþ и текущуþ по-
зиöиþ коне÷ноãо узëа, и которое прекратит вы-
поëнение аëãоритìа, есëи сìещение коне÷ноãо узëа
буäет ìенüøе некотороãо зна÷ения. Также, в осо-
бых сëу÷аях, аëãоритì ìожет бытü прерван по ис-
те÷ениþ некотороãо ÷исëа итераöий [12].
Посëе опреäеëения новых позиöий узëов кине-

ìати÷еской öепи в пространстве ìожно, не прибе-
ãая к зна÷итеëüныì усиëияì, вы÷исëитü вектор
обобщенных коорäинат.

4. Определение вектора
обобщенных координат руки оператора

Рассìотриì опреäеëение вектора управëяþщих
обобщенных коорäинат с испоëüзованиеì триãо-
ноìетри÷ескоãо поäхоäа и ìетоäа обратных преоб-
разований.

1. Определение обобщенной координаты q1. Коор-
äината q1 отве÷ает за äвижение пëе÷евоãо сустава
руки оператора в проäоëüной пëоскости теëа —
пëоскости XOY (рис. 4). Опреäеëив коорäинаты
ëоктевоãо сустава в пространстве E(ex, ey, ez), уãëо-
вуþ коорäинату q1 ìожно вы÷исëитü соãëасно вы-
ражениþ

q1 = arctg ,

ãäе ex, ey — коорäинаты ëоктевоãо сустава в пëос-
кости XOY.

2. Определение обобщенной координаты q2. Коор-
äината q2 отве÷ает за äвижение пëе÷евоãо сустава
руки оператора в попере÷ной пëоскости теëа — пëос-
кости XOZ (рис. 5, а, б). Из треуãоëüника (рис. 5)
ESB по теореìе косинусов найäеì :

 = arccos ,

ãäе  = .

pn 1–′

pn 2–′

pn 1–′

pn 2–′

pn 1–′

p1′

p1″

p1″

Рис. 4. Движение плечевого сустава руки оператора в продоль-
ной плоскости тела

ex

ey
---

q2′

q2′
lp
2 llp

2 r0
2

–+

2lpllp
-------------------------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

r0 ex sx–( )2 ey sy–( )2 ez sz–( )2+ +
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Есëи ex l 0, тоãäа обобщеннуþ коорäинату q2
ìожно найти как

q2 =  – ;

есëи ex < 0,

q2 = 2π –  – .

3. Определение обобщенной координаты q4. Коор-
äината q4 отве÷ает за вращение преäпëе÷üя отно-
ситеëüно пëе÷евоãо сустава (рис. 6). Дëя опреäеëе-
ния обобщенноãо уãëа q4 по заäанныì зна÷енияì
поëожения и ориентаöии коне÷ной то÷ки воспоëü-
зуеìся теореìой косинусов:

q4 = π – arccos ,

ãäе  = .

4. Определение обобщенной координаты q3. Коор-
äината q3 отве÷ает за вращение осей сустава ëоктя

относитеëüно проäоëüной оси пëе÷а. Опреäеëив ко-
орäинаты ëоктевоãо сустава E, коорäинаты ортов
систеìы, связанной с ëоктеì, заäанных в базовой
систеìе коорäинат, ìожно найти соãëасно сëеäуþ-
щиì выраженияì:

 = ;

 = ;

 = .

Матриöа, опреäеëяþщая поëожение и ориента-
öиþ систеìы коорäинаты ëоктевоãо сустава отно-
ситеëüно систеìы коорäинат, связанной с пëе÷е-
выì суставоì, иìеет виä

 =  =

= , (1)

ãäе Si = sin qi, Ci = cosqi, иëи

 = . (2)

Испоëüзуя равенство эëеìентов [3, 1] и [3, 3]
ìатриöы (1) соответствуþщиì эëеìентаì ìатриöы
(2), вы÷исëиì зна÷ение обобщенной коорäинаты q3:

q3 = arctg .

q2′
π
2
--

π
2
-- q2′

Рис. 5. Движение плечевого сустава руки оператора в поперечной плоскости тела
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Рис. 6. Вращение предплечья относительно плечевого сустава
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5. Определение обобщенных координат q5, q6, q7.
Матриöа, заäаþщая поëожение и ориентаöиþ кис-
ти руки оператора в öеëевой позиöии, иìеет виä

 = ,

 = ,

ãäе (nx, ny, nz), (ox, oy, oz), (ax, ay, az) — орты
систеìы коорäинат, связанной с запястüеì, заäан-
ные относитеëüно базовой систеìы коорäинат;
hx, hy, hz — коорäинаты öентра кисти, опреäеëен-
ные в базовой систеìе коорäинат.
Опреäеëенные ранее зна÷ения обобщенных ко-

орäинат q1, q2, q3, q4 позвоëяþт найти выражение

( )–1•  = .

Пустü

( )–1•  = . (3)

Найäеì произвеäение

L =  =

= .(4)

Из равенства эëеìентов [3, 3]
ìатриöы (3) соответствуþщеìу эëе-
ìенту ìатриöы (4) поëу÷иì

q6 = arccos(–a33). (5)

Из равенства эëеìентов [1, 3] и
[2, 3] ìатриöы (3) соответствуþщиì
эëеìентаì ìатриöы (4) поëу÷иì

q5 = arctg . (6)

Из равенства эëеìентов [3, 1] и
[3, 2] ìатриöы (3) соответствуþщиì
эëеìентаì ìатриöы (4) найäеì

q7 = arctg . (7)

Выражения (5)—(7) ìоãут испоëüзоватüся äëя
опреäеëения ÷исëенных зна÷ений обобщенных ко-
орäинат q5, q6, q7, есëи S6 ≠ 0, т.е. q6 ≠ π + πn. В сëу-
÷ае равенства S6 = 0, С6 = 1 ìатриöа (4) преобра-
зуется к виäу

L =  =

= . (8)

В äанной ситуаöии возìожно ëиøü поääержа-
ние постоянной суììы обобщенных коорäинат q5
и q7, при их произвоëüноì зна÷ении. Из равенства
эëеìентов [1, 1] и [2, 1] ìатриöы (3) соответствуþ-
щиì эëеìентаì ìатриöы (8) найäеì

q5 + q7 = arctg .

5. Результаты исследования

Дëя проверки работоспособности преäëожен-
ноãо ìетоäа быëо провеäено иссëеäование то÷нос-
ти поäвеäения руки оператора к заäанной öеëевой
позиöии.
Резуëüтаты иссëеäования привеäены в табëиöе.

В ка÷естве базовых быëи выбраны нескоëüко по-
зиöий, распоëоженных в оперативноì пространст-
ве, изображенные на рис. 7. Цеëевые позиöии фор-
ìаëизованы в виäе ìатриö:

T = ,
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Рис. 7. Моделирование движения руки в MatLab
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ãäе n — вектор норìаëи, ëежит в пëоскости äви-
жения паëüöев схвата и указывает направëение
äвижения паëüöев; о — вектор ориентаöии, каса-
теëüный вектор, ëежит в пëоскости äвижения паëü-
öев схвата, указывает направëение äвижения паëü-
öев во вреìя их отвеäения и привеäения; а — вектор
поäхоäа, направëен по норìаëи к ëаäони; p — век-
тор поëожения, направëен из на÷аëа базовой сис-
теìы коорäинат к на÷аëу систеìы коорäинат кисти.

В хоäе иссëеäования выявëено сëеäуþщее:
ìаксиìаëüная оøибка в поëожении руки со-
ставëяет 1,55 ìì;

ìаксиìаëüное несоответствие заäанной ориен-
таöии — 0,17.

Заключение

То÷ностü поëу÷енных резуëüтатов соответствует
заäанныì требованияì, а несоìненные преиìуще-
ства рассìатриваеìоãо ìетоäа (ìаëые вы÷исëитеëü-
ные и вреìенные затраты, простота реаëизаöии,
визуаëüно естественная поза, поëу÷аеìая в резуëü-
тате реøения, а также возìожностü работы с не-
скоëüкиìи коне÷ныìи узëаìи) äеëаþт еãо наибо-
ëее öеëесообразныì äëя приìенения при реøении
обратной заäа÷и кинеìатики.
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Исследование точности подведения руки оператора
к целевой точке

Матрица положения, заданная в системе координат руки

Цеëевая 
позиöия 1

T = 

Цеëевая 
позиöия 2

T = 

Цеëевая 
позиöия 3

T = 

Ошибки в положении руки оператора

Цеëевая
позиöия 1

Цеëевая
позиöия 2

Цеëевая
позиöия 3

Δx, ìì 0 0,16 1,55

Δy, ìì 0 –0,09 –0,9

Δz, ìì –1,18•10–13 0,035 1,7

Ошибки в ориентации руки оператора

Вектор норìаëи 

Δnx 0 2,0•10–4 0,17

Δny 1,1•10–16 0,5•10–4 –0,1

Δnz –1,25•10–16 3,6•10–4 0,21

Вектор ориентаöии 

Δox –1,1•10–16 1,1•10–16 1,1•10–16

Δoy 0 –0,3•10–16 –1,1•10–16

Δoz 2,1•10–16 –1,6•10–16 1,1•10–16

Вектор поäхоäа 

Δax 2,5•10–16 1,0•10–4 0,07

Δay 2,5•10–16 –4,0•10–4 –0,21

Δaz 0 0 –0,17

0,5 0,866– 0 363,3
0,866 0,5 0 345

0 0 1 220
0 0 0 1

0,2588– 0,8365– 0,483 216,8
0,9659 0,2241– 0,1294 427,3

0 0,5 0,886 220
0 0 0 1

0,183– 0,745– 0,6415 243,8
0,683 0,5657– 0,4621– 326,4
0,7071 0,3536 0,6124 472,2

0 0 0 1

n

o

a
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An operator’s hand is a spatial mechanism, the configuration of which defines situation and orientation of a robot’s hand
in space. The biomechanical model of a hand represents a kinematic chain consisting of 18 links with 18 hinges. This design
realizes 27 degrees of freedom for the links. Modeling the movements of an operator’s hand to a target point is similar to the
solution of the feedback problem of positioning in robotics. For complex kinematic structures with a big number of degrees of
mobility a solution to this problem involves certain difficulties. At the same time, one of the main problems is the problem of
an elbow joint position definition during setting of the final configuration of a person’s hand in a target position. This problem
can be reduced to the optimization problem with application of a criterion based on the principle of the "lower elbow" described
by E. Nakano. Further application of this solution is quite difficult, if it is necessary to model the movement of the higher limb
of the operator as a whole, including fingers. Therefore, we have to look for a method, which would allow us to expand the
solution, if necessary. At the same time, the method should be simple, reliable and requiring little time and computational com-
plexity. The analysis of the known solutions of the feedback problem of kinematics demonstrated a definite advantage of ap-
plication of the Forward and Backward Reaching Inverse Kinematics (FABRIK) method. This method excludes the bulkiness
and complexity connected with the use of matrices of rotation by direct definition of the situation on a straight line. After defi-
nition of new positions of the kinematic chain nodes it is possible without resorting to considerable efforts to calculate the vector
of the generalized coordinates. Research of the accuracy of guiding of the operator’s hand to the set target position was made
in a SimMechanics package of MatLab for checking of the operability of the proposed method. As basic it chose several po-
sitions located in the operational space. Movement control of a hand was exercised by the controller, basing his work on FAB-
RIK method. During research the following facts were revealed: the maximum error in position of a hand was 1,55 mm; the
maximum size of discrepancy to the set orientation was 0,17. Accuracy of the received results confirmed the set requirements
and the undoubted advantages of the considered method (little computing and time expenditure, simplicity of realization, visually
natural pose received due to the solution and also a possibility of work with several final nodes) make it most expedient for
application as the solution to the feedback problem of kinematics.

Keywords: operator, biomechanical model, feedback problem of kinematics, kinematic redundancy, method of direct and
return following, vector of the generalized coordinates, target position
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