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Механизм срыва слежения в стохастических аналоговых системах 
фазовой автоподстройки первого и второго порядков*

Введение

В статüе описан ìеханизì срыва сëежения в ана-
ëоãовых систеìах фазовой автопоäстройки (ФАП)
первоãо и второãо поряäков при наëи÷ии øироко-
поëосноãо øуìа на вхоäе.
В стохасти÷еских систеìах раäиоавтоìатики со

с÷етныì ÷исëоì устой÷ивых то÷ек равновесия (ус-
той÷ивые фокусы на фазовой пëоскости систеìы),

к которыì, в ÷астности, относятся систеìы ФАП,
поä срывоì сëежения пониìается перехоä систе-
ìы из окрестности оäноãо состояния равновесия в
окрестностü äруãоãо состояния равновесия. При
этоì, ÷то характерно äëя ФАП, äостато÷но ÷асто
перехоä осуществëяется не ìежäу сосеäниìи то÷-
каìи равновесия, т.е. во вреìя срыва сëежения ìо-
жет происхоäитü приращение оøибки сëежения по
фазе на веëи÷ину 2πk, k = ±1, ±2, ... .
Разëи÷ные аспекты анаëиза вероятностных ха-

рактеристик вреìени äо срыва сëежения в поäоб-
ных систеìах рассìатриваëисü в боëüøоì ÷исëе
работ, наприìер, в работах [1—8]. Характеристики

На основе марковской модели фазовой автоподстройки частоты проведено исследование апостериорных характеристик
входного широкополосного шума в процессе срыва слежения в аналоговой системе фазовой автоподстройки частоты. Пока-
зано, что срыв слежения вызван маловероятным событием — наличием продолжительного отрезка времени, на котором слу-
чайный процесс, описывающий шум, преимущественно сохраняет знак. Представлена математическая модель наиболее веро-
ятных траекторий процесса срыва слежения в аналоговых стохастических системах фазовой автоподстройки первого и вто-
рого порядков в виде обыкновенных дифференциальных уравнений относительно переменных состояния системы. Показана
эквивалентность подходов к нахождению наиболее вероятных траекторий срыва слежения на основе поиска максимума сов-
местной плотности распределения вероятностей координат точек траектории и решения вариационной задачи. Представ-
лена модель аномального шума, связанного с наличием срывов слежения. Предложена приближенная формула для описания
спектральной плотности мощности аномального шума. Исследован процесс срыва слежения в системе фазовой автоподст-
ройки с нелинейным звеном в петле обратной связи. Показано, что такие системы имеют улучшенные характеристики вре-
мени до срыва слежения по сравнению с традиционными. Предложено объяснение увеличения времени до срыва слежения при
использовании нелинейного элемента в петле обратной связи. Предложены подходы к выбору вида нелинейности. Приведены
данные для среднего времени до срыва слежения при различных видах нелинейности и параметрах системы автоподстройки.
Ключевые слова: фазовая автоподстройка частоты, срыв слежения, аномальный шум, фазовая ошибка, нелинейный элемент
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вреìени äо срыва сëежения явëяþтся наибоëее
важныìи, так как при наëи÷ии таких срывов воз-
никаþт аноìаëüные фазовые оøибки, обусëовëен-
ные äостато÷но быстрыì "ступен÷атыì" изìене-
ниеì фазовой оøибки на веëи÷ину, бëизкуþ к 2πk.
При этоì явëении характерно изìенение во вре-
ìени произвоäной фазовой оøибки (оøибки по
÷астоте) в форìе относитеëüно короткоãо ярко вы-
раженноãо иìпуëüса. Известны разëи÷ные ìоäеëи
äанноãо явëения, наприìер, ìоäеëü Райса. Иссëе-
äование оäной из таких ìоäеëей привеäено в ра-
боте [1]. Оäнако эти ìоäеëи носят описатеëüный
характер, не вскрывая особенности повеäения сëу-
÷айноãо øуìа на вхоäе ФАП, привоäящеãо к срыву
сëежения. Наприìер, не иссëеäоваëся вопрос: яв-
ëяется ëи срыв сëежения резуëüтатоì кратковре-
ìенноãо выброса øуìа с боëüøиì абсоëþтныì
зна÷ениеì иëи это относитеëüно проäоëжитеëüное
äействие øуìа, иìеþщеãо оäнопоëярные зна÷е-
ния? Иссëеäовав ìеханизì этоãо явëения, рас-
сìотрев характерные траектории äвижения систе-
ìы на фазовой пëоскости, ìожно в äаëüнейøеì
преäëожитü способы увеëи÷ения среäнеãо вреìени
äо срыва сëежения.

1. Срыв системы фазовой автоподстройки 
частоты первого порядка

Поставиì переä собой заäа÷у найти наибоëее ве-
роятнуþ траекториþ срыва сëежения систеìы ФАП
первоãо поряäка. Срывоì сëежения буäеì с÷итатü
состояние систеìы, при котороì фазовая оøибка x
äостиãает заäанной ãраниöы, наприìер бëижайøе-
ãо состояния неустой÷ивоãо равновесия. Диффе-
ренöиаëüное уравнение, описываþщее работу сис-
теìы ФАП первоãо поряäка при возäействии øу-
ìа, иìеет станäартный виä в форìе Ланжевена [2]:

 = β – sinx + n(t) (1)

иëи в форìе стохасти÷ескоãо äифференöиаëüноãо
уравнения (ДУ)

dx = (β – sinx)dt + dωt(t), (2)

ãäе x — фазовая оøибка; β — на÷аëüная расстройка
по ÷астоте ìежäу сиãнаëоì управëяеìоãо ãенера-
тора и поëезныì вхоäныì сиãнаëоì; r — отноøе-
ние сиãнаë/øуì в ëинеаризованной систеìе; n(t) —
станäартный беëый øуì (с еäини÷ной ìатеìати-
÷еской спектраëüной пëотностüþ ìощности); ωt —
станäартный винеровский сëу÷айный проöесс.
Устой÷ивые состояния равновесия систеìы (2) на-

хоäятся в то÷ках xk = arcsinβ + 2πk (k = 0, ±1, ±2, ...),
а неустой÷ивые — в то÷ках xm = πm + arcsinβ
(m = 0, ±1, ±2, ...).
Воспоëüзовавøисü ìетоäоì Эйëера ÷исëенноãо

реøения стохасти÷еских ДУ, перейäеì от äиффе-

ренöиаëüноãо уравнения в непрерывноì вреìени (2)
к уравнениþ в äискретноì вреìени:

xi = xi – 1 + βΔt – sinxi – 1Δt + ni, (3)

ãäе ni — отс÷еты станäартноãо (с нуëевыì ìатеìа-
ти÷ескиì ожиäаниеì и еäини÷ной äисперсией)
äискретноãо беëоãо ãауссовскоãо øуìа; xi — зна÷е-
ние фазовой оøибки в ìоìент вреìени ti = iΔt, Δt —
øаã äискретизаöии.
Буäеì с÷итатü, ÷то в на÷аëüный ìоìент сëу÷ай-

ный проöесс, заäанный уравнениеì (3), нахоäится
в то÷ке устой÷ивоãо равновесия x0 = arcsinβ и за N
øаãов äостиãает бëижайøеãо неустой÷ивоãо поëо-
жения равновесия xN = arcsinβ + π, т.е. пустü за N
øаãов произойäет срыв сëежения. Найäеì совìест-
нуþ пëотностü распреäеëения вероятностей (ПРВ)
зна÷ений äанноãо сëу÷айноãо проöесса за N øаãов

(x1, ..., xN|x0). У÷итывая, ÷то xi явëяется

ìарковской посëеäоватеëüностüþ, совìестнуþ
ПРВ с у÷етоì (3) ìожно записатü в виäе

(x1, ..., xN |x0) =

= (xN |xN – 1) (xN – 1|xN – 2)... 

... (x2|x1) (x1|x0) =

= exp , (4)

ãäе mi = xi – 1 + βΔt – sinxi – 1Δt; σ2 = 2Δt/r.
Наибоëее вероятная траектория срыва сëежения

соответствует теì зна÷енияì xi , i = , при ко-
торых ПРВ (4) äостиãает ìаксиìаëüноãо зна÷ения.
Заìетиì, ÷то ПРВ (4) иìеет наибоëüøее зна÷ение,
коãäа сëаãаеìое в показатеëе экспоненты ìини-
ìаëüно, поэтоìу найäеì зна÷ения xi , i = , при
которых

 =

=  – β + sinxi – 1 Δt → min. (5)

Множитеëü r/4 не вëияет на поëожение то÷ки
ìаксиìуìа ПРВ, поэтоìу еãо ìожно опуститü.
Чтобы найти ìаксиìуì ПРВ, проäифференöируеì
суììу (5) по всеì арãуìентаì и приравняеì ÷аст-
ные произвоäные к нуëþ:

 – β + sinxi – 1 Δt =

= 2  – β + sinxi – 1  +

+ 2  – β + sinxi [–1 + cosxiΔt] = 0.

dx
dt
---- 2

r
--

2
r
--

2Δt
r

------

WX1…XN

WX1…XN

WXN |XN 1–
WXN 1– |XN 2–

WX2|X1
WX1

1

2πσ2
-------------

i 1=

N

∏
xi mi–[ ]2

2σ2
------------------

i 1=

N

∑–
⎩ ⎭
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1 N,
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xi mi–[ ]2

2σ2
------------------

i 1=

N

∑

r
4
--

xi xi 1––

Δt
---------------- 

i 1=

N

∑
2

∂
xi∂

-----
xi xi 1––

Δt
---------------- 

i 1=

N

∑
2

xi xi 1––

Δt
---------------- 

xi 1+ xi–

Δt
---------------- 
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Преобразуеì это выражение и разäеëиì еãо
правуþ и ëевуþ ÷астü на Δt:

 +  –

–  + βcosxi – sin2xi = 0. (6)

Перейäеì в соотноøении (6) к преäеëу при Δt → 0
и найäеì обыкновенное ДУ, реøениеì котороãо
явëяется наибоëее вероятная траектория äвижения
систеìы ФАП первоãо поряäка:

 + βcosx – sin2x = 0. (7)

В öеëях анаëиза наибоëее вероятной траектории
срыва сëежения за вреìя T äëя уравнения (7) необ-
хоäиìо рассìатриватü краевуþ заäа÷у: x(0) = arcsinβ;
x(T ) = arcsinβ + π. В ÷астноì сëу÷ае β = 0 иìееì
x(0) = 0; x(T ) = π. Так как ìы ставиëи переä собой
заäа÷у поиска наибоëее вероятной траектории
срыва, то вреìя T äоëжно равнятüся наибоëее ве-
роятноìу вреìени работы ФАП äо срыва.
Уравнение (7) ìожно поëу÷итü и вариаöионныì

способоì. Перейäеì к преäеëу при Δt → 0, в ре-
зуëüтате выражение (5) преобразуется в интеãраë

 – β + sinxi – 1 Δt =

= [  – β + sinx]2dt, (8)

ãäе N = T/Δt.
Такиì образоì, поëу÷иëи, ÷то наибоëее вероят-

ная траектория срыва сëежения явëяется такой
функöией x(t), при которой интеãраë (8) приниìа-
ет наиìенüøее зна÷ение. Дëя выпоëнения этоãо
усëовия нужно ìиниìизироватü функöионаë

F( , x, t)dt = [  – β + sinx]2dt. (9)

Траектория срыва, при которой функöионаë (9)
приниìает наиìенüøее зна÷ение, нахоäится по
форìуëе Эйëера

 –  = 0.

Посëе вы÷исëения ÷астных произвоäных, вхо-
äящих в это уравнение, и упрощений поëу÷аеì
äифференöиаëüное уравнение (7).
Интересно отìетитü, ÷то ìы также приäеì к ин-

теãраëу (9), реøая сëеäуþщуþ заäа÷у. Буäеì рассìат-

риватü сëаãаеìое с øуìоì n(t) как некоторое

возäействие, которое за вреìя T перевоäит систеìу

из то÷ки устой÷ивоãо равновесия в то÷ку бëижай-
øеãо неустой÷ивоãо равновесия. Найäеì такуþ
траекториþ перехоäа ìежäу äвуìя этиìи то÷каìи,
т. е. такуþ траекториþ срыва ФАП, при которой
энерãия возäействия буäет наиìенüøей. Выраже-
ния äëя энерãии n(t) найäеì из уравнения (1):

E = n2(t)dt = [  – β + sinx]2dt.

Такиì образоì, поëу÷иëи, ÷то наибоëее вероят-
ная траектория срыва соответствует такой траекто-
рии срыва, при которой энерãия øуìа буäет ìи-
ниìаëüной.

2. Наиболее вероятная траектория
срыва ФАП второго порядка 

с пропорционально-интегрирующим фильтром

Найäеì äифференöиаëüное уравнение, описы-
ваþщее наибоëее вероятнуþ траекториþ срыва ФАП
второãо поряäка с пропорöионаëüно-интеãрируþ-
щиì фиëüтроì (ПИФ). Систеìа стохасти÷еских
äифференöиаëüных уравнений, описываþщих ра-
боту ФАП с ПИФ, иìеет виä [2]

(10)

ãäе  — веëи÷ина, обратная постоянной вреìени
фиëüтра; a — коэффиöиент пропорöионаëüности
ìежäу постоянныìи вреìени фиëüтра. В äанноì
сëу÷ае буäеì с÷итатü, ÷то произоøеë срыв сëеже-
ния, есëи то÷ка на фазовой пëоскости систеìы (10)
äостиãëа сепаратрисы.
Реøая систеìу (10) ìетоäоì Эйëера, поëу÷иì

(11)

ãäе ni — отс÷еты станäартноãо äискретноãо беëоãо
ãауссовскоãо øуìа.
Как и ранее, буäеì с÷итатü, ÷то в на÷аëüный ìо-

ìент сëу÷айный проöесс, заäанный систеìой (11),
нахоäится в то÷ке устой÷ивоãо равновесия (x0, y0)
и за N øаãов äостиãает то÷ки на сепаратрисе с коор-
äинатаìи (xN, yN). Найäеì совìестнуþ ПРВ коорäи-
нат траектории äвижения при перехоäе из состояния
(x0, y0) в состояние (xN, yN) W(xN, yN, xN – 1, yN – 1,
..., x1, y1|x0, y0).
Из соотноøения (11) найäеì усëовные ìатеìати-

÷еские ожиäания и äисперсии yi и xi, а также коэф-

xi 1+ 2xi– xi 1–+

Δt2
---------------------------------

sinxi sinxi 1––

Δt
----------------------------

xi 1+ cosxi xicosxi–

Δt
------------------------------------- 1

2
--

d2x

dt2
------ 1

2
--

lim
Δt → 0

i 1=

N

∑
xi xi 1––

Δt
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2

 
0

T

∫ x·

 
0

T

∫ x·  
0

T

∫ x·

F∂
x∂
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dt
--- F∂

x·∂
----

2
r
--

 
0

T

∫
2
r
--  

0

T

∫ x·

dy = – [y + (1 – a)(sinx – β)]dt + (1 – a)dωt;

dx = [y – a)(sinx – β)]dt + adωt,

α0
2 2

r
-- α0

2

2
r
--

α0
2

yi = yi – 1 – [yi – 1 + (1 – a)(sinxi – 1 – β)]Δt +

+ (1 – a)ni;

xi = xi – 1 + [yi – 1 – a(sinxi – 1 – β)]Δt + ani,

α0
2

2Δt
r

------ α0
2

2Δt
r

------
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фиöиент корреëяöии, при усëовии ÷то xi – 1 и yi – 1
иìеþт фиксированные зна÷ения:

(12)

Испоëüзуя свойство ìарковости сëу÷айной по-
сëеäоватеëüности (11), совìестнуþ ПРВ ìожно за-
писатü в виäе

W(xN, yN, xN – 1, yN – 1, ..., x1, y1|x0, y0) =

= W(xi, yi |xi – 1, yi – 1). (13)

Рассìотриì отäеëüный ìножитеëü, вхоäящий в
произвеäение (13). По правиëу уìножения вероят-
ностей иìееì

W(xi, yi |xi – 1, yi – 1) =
= W(yi |xi – 1, yi – 1)W(xi |yi, xi – 1, yi – 1).

Так как сëу÷айные веëи÷ины xi и yi сутü ëиней-
ное преобразование норìаëüной сëу÷айной веëи-
÷ины ni, то они явëяþтся норìаëüныìи.
Усëовная пëотностü распреäеëения вероятнос-

тей W(yi|xi – 1, yi – 1) равна

W(yi|xi – 1, yi – 1) = Ѕ

Ѕ exp [yi – ]2  =

= exp  +

+ yi – 1 + (1 – a)(sinxi – 1 – β) Δt .

Выражения äëя усëовных ìатеìати÷ескоãо ожи-
äания и äисперсии äëя норìаëüноãо распреäеëе-
ния известны и посëе преобразования с у÷етоì (12)
приìут виä

 =

=  + ρ (yi – ) =

=xi–1 + yi –1Δt + (yi – yi –1 + yi –1Δt);

 = (1 – ρ2)  = 0.

Так как усëовная äисперсия  равна
нуëþ, иìееì

W(xi|yi, xi – 1, yi – 1) = δ(xi – ),

ãäе δ(x) — функöия Дирака.
Тоãäа совìестнуþ ПРВ (13) коорäинат траекто-

рии срыва ìожно преäставитü в сëеäуþщеì виäе:

W(xN, yN, ..., x1, y1|x0, y0) =

= W(yi|xi – 1, yi – 1) W(xi|yi, xi – 1, yi – 1) =

= δ(xi – ) Ѕ

Ѕ exp  + yi – 1 +

+ (1 – a)(sinxi – 1 – β) Δt .

Так как в äанное выражение вхоäит произвеäе-
ние функöий Дирака, то совìестная ПРВ не равна
нуëþ тоëüко при усëовии

xi =  при i = ,

иëи

xi = xi – 1 + yi – 1Δt + (yi – yi – 1 + yi – 1Δt).

Преобразуя это выражение, поëу÷иì

(1 – a)  – yi – 1 = a . (14)

Как и äëя ФАП первоãо поряäка, наибоëее ве-
роятная траектория срыва сëежения соответствует
теì зна÷енияì xi, yi, i = , при которых совìест-
ная ПРВ (13) äостиãает ìаксиìаëüноãо зна÷ения.
Совìестная ПРВ äостиãает ìаксиìуìа, коãäа ìи-
ниìаëüна суììа в показатеëе экспоненты

 + yi – 1 +

+ (1 – a)(sinxi – 1 – β) Δt → min. (15)

Перехоäя в соотноøениях (14) и (15) к преäеëу
при Δt → 0, поëу÷аеì, ÷то äëя нахожäения наибо-
ëее вероятной траектории срыва ФАП нужно найти
ìиниìуì функöионаëа

F( , y, , x, t)dt =

= [  + y + (1 – a)(sinx – β)]2dt (16)

 =

= yi – 1 – [yi – 1 + (1 – a)(sinxi – 1 – β)]Δt;

 = xi – 1 + [yi – 1 – a(sinxi – 1 – β)]Δt;

 = (1 – a)2;

 = a2;

 = 1.

myi |xi 1– yi 1–;

α0
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∏
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при усëовии

(1 – a)  – y – a = 0. (17)

Воспоëüзуеìся ìетоäоì неопреäеëенных ìно-
житеëей Лаãранжа. Уìножиì усëовие (17) на ìно-
житеëü Лаãранжа λ(t) и прибавиì к F( , y, , x, t).
В резуëüтате поëу÷иì новый функöионаë

G( , y, , x, t)dt =

= F( ,y, ,x, t)+ λ(t)[ (1 – a)  – y – a]dt. (18)

Чтобы поëу÷итü наибоëее вероятнуþ траекто-
риþ срыва, нужно найти ìиниìуì функöионаëа
(18), реøая систеìу

 –  = 0;

 –  = 0.

В резуëüтате поëу÷аеì систеìу из трех обыкно-
венных ДУ:

 = [ y + a ];

(t) = 2[  + y + (1 – a)(sinx – β)]cosx; (19)

 = y + (1 – a)(sinx – β) –

– (1 – a) cosx + (t) – λ(t).

Преобразуеì систеìу (19) с у÷етоì (10) и в итоãе
поëу÷иì систеìу äифференöиаëüных уравнений,
реøениеì которой явëяется наибоëее вероятная
траектория срыва ФАП второãо поряäка с пропор-
öионаëüно-интеãрируþщиì фиëüтроì

 = [ y + a ];

(t) = 2[  + y + (1 – a)(sinx – β)]cosx; (20)

 = y + (1 – a)(sinx – β) +

+ (1 – a)cosx[asinx – αβ – y] – λ(t).

Наибоëее вероятнуþ траекториþ срыва äëя ФАП
второãо поряäка с интеãрируþщиì фиëüтроì на-
хоäиì из уравнений (20), приравнивая a = 0.

3. Наиболее вероятная траектория срыва ФАП 
второго порядка с вырожденным 

пропорционально-интегрирующим фильтром

Систеìа стохасти÷еских äифференöиаëüных
уравнений, описываþщих работу ФАП с вырож-
äенныì ПИФ, иìеет виä [2]

dy = – sinxdt + dωt; (21)

dx = [y – asinx]dt + adωt.

Повторив рассужäения, провеäенные ранее äëя
ФАП с ПИФ, поëу÷иì, ÷то äëя нахожäения наи-
боëее вероятной траектории срыва нужно найти
ìиниìуì функöионаëа

F( , y, , x)dt = [  + sinx]2dt

при усëовии

 – y – a  = 0.

Воспоëüзовавøисü, как и в преäыäущеì пункте,
ìетоäоì Эйëера нахожäения ìиниìуìа функöи-
онаëа и ìетоäоì неопреäеëенных ìножитеëей
Лаãранжа, поëу÷иì систеìу из трех äифференöи-
аëüных уравнений:

 = y + ;

(t) = 2[  + sinx]cosx; (22)

 = cosx[asinx – y] – λ(t).

Дëя ФАП с ПИФ и вырожäенныì ПИФ äëя ана-
ëиза срыва сëежения сëеäует рассìатриватü крае-
вуþ заäа÷у äëя обыкновенных ДУ (20) — äëя ФАП
с ПИФ (иëи ИФ) и (22) — äëя ФАП с вырожäен-
ныì ПИФ с ãрани÷ныìи усëовияìи виäа x(0) = x0;
y(0) = y0; x(T) = xc; y(T) = yc, ãäе (x0, y0) — то÷ка ус-
той÷ивоãо состояния равновесия (при β = 0 (x0, y0) =
= (0, 0)); (xc, yc) — то÷ка на сепаратрисе, разäеëяþ-
щей обëасти притяжения сосеäних устой÷ивых фо-
кусов.
На рис. 1, а, б привеäен приìер зависиìости фа-

зовой оøибки и оøибки по ÷астоте от вреìени äëя
ФАП с ИФ при  = 1; r = 2 и β = 0. Как виäно
из рис. 1, а, за äанный проìежуток вреìени про-
исхоäит øестü срывов сëежения. На рис. 2 и 3 при-
веäено сравнение резуëüтатов иìитаöионноãо ìо-
äеëирования срыва сëежения в ФАП с ИФ с äан-
ныìи рас÷ета наибоëее вероятной траектории
срыва сëежения по форìуëе (20) при  = 1; r = 2;
a = 0; β = 0. В хоäе иìитаöионноãо ìоäеëирования
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Рис. 2. Усредненная и наиболее вероятная траектории срыва

слежения в ФАП с ИФ и на фазовой плоскости при  = 1;
r = 2; b = 0

a0
2

Рис. 5. Зависимости от времени усредненных и наиболее веро-
ятных координат в пространстве состояний ФАП с ИФ при

срыве слежения при  = 1; r = 2; b = 0,3a0
2

Рис. 4. Усредненная и наиболее вероятная траектории срыва

слежения в ФАП с ИФ и на фазовой плоскости при  = 1;
r = 2; b = 0,3

a0
2

Рис. 1. Зависимость фазовой ошибки (а) и ошибки по частоте (б)

от времени для ФАП с ИФ при  = 1; r = 2; b = 0a0
2

Рис. 3. Зависимости от времени усредненных и наиболее веро-
ятных координат в пространстве состояний ФАП с ИФ при

срыве слежения при  = 1; r = 2; b = 0a0
2
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путеì ÷исëенноãо реøения систеìы стохасти÷е-
ских ДУ (10) отбрасываëисü траектории, не попа-
äаþщие в заäаннуþ окрестностü то÷ки (xc, yc) на
сепаратрисе, оставøиеся траектории усреäняëисü.
На рис. 3 показано изìенение соответствуþщих
коорäинат äвижения систеìы во вреìени. Дëя вы-
бранноãо зна÷ения  = 1 свойственен коëеба-
теëüный характер äвижения в окрестности устой-
÷ивоãо äостато÷но хороøо выраженноãо фокуса,
÷то виäно из рисунка.
На рис. 4 и 5 привеäено сравнение резуëüтатов

иìитаöионноãо ìоäеëирования срыва сëежения в
ФАП с ИФ с äанныìи рас÷ета наибоëее вероятной
траектории срыва сëежения по форìуëе (20) при

 = 1; r = 2; β = 0,3. При увеëи÷ении  коëеба-
теëüный характер äвижения становится ìенее вы-

раженныì (при  → ∞ характеристики ФАП с
ИФ стреìятся к характеристикаì систеìы первоãо
поряäка), это также набëþäается в повеäении наи-
боëее вероятной траектории срыва сëежения.
На рис. 6 и 7 привеäены äанные соответствуþ-

щих рас÷етов äëя ФАП с ПИФ (20) при параìетрах
 = 0,3; r = 2; β = 0; a = 0,3. На рис. 8 и 9 при-

веäены резуëüтаты рас÷етов äëя ФАП с вырожäен-
ныì ПИФ при параìетрах  = 0,5; r = 5; a = 0,5.
В посëеäнеì сëу÷ае äëя вы÷исëения наибоëее ве-
роятной траектории испоëüзована систеìа ДУ (22).
Привеäенные рас÷еты показываþт äостато÷ное

äëя инженерных рас÷етов совпаäение резуëüтатов
рас÷етов наибоëее вероятных траекторий по фор-
ìуëаì (20) и (22).

α0
2

Рис. 6. Усредненная и наиболее вероятная траектории срыва

слежения в ФАП с ПИФ и на фазовой плоскости при  = 0,3;
r = 2; b = 0; a = 0,3

a0
2

Рис. 7. Зависимости от времени усредненных и наиболее веро-
ятных координат в пространстве состояний ФАП с ПИФ при

срыве слежения при  = 0,3; r = 2; b = 0; a = 0,3a0
2

α0
2 α0

2

α0
2

α0
2

α0
2

Рис. 8. Усредненная и наиболее вероятная траектории срыва
слежения в ФАП с вырожденным ПИФ и на фазовой плоскости

при  = 0,5; r = 5; b = 0; a = 0,5a0
2

Рис. 9. Зависимости от времени усредненных и наиболее веро-
ятных координат в пространстве состояний ФАП с вырожденным

ПИФ при срыве слежения при  = 0,5; r = 5; b = 0; a = 0,5a0
2
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Анаëиз øуìа на вхоäе ФАП в ìоìент срыва
сëежения (в сторону увеëи÷ения фазовой оøибки)
на основании äанных иìитаöионноãо ìоäеëирова-
ния показывает, ÷то зна÷ения отс÷етов øуìа кон-
öентрируþтся в поëожитеëüной обëасти так, ÷то
на протяжении äвижения то÷ки на фазовой пëос-
кости к сепаратрисе коорäината y(t) оказывается
поëожитеëüной. Поскоëüку äëя интеãрируþщеãо
фиëüтра y(t) иìеет сìысë произвоäной фазовой
оøибки (оøибки по ÷астоте), то фазовая оøибка
при этоì возрастает. Траектория пересекает сепа-
ратрису и конöентрируется в окрестности новой
то÷ки равновесия систеìы.
Есëи ìоäификаöией аëãоритìа работы ФАП оã-

рани÷итü возìожные зна÷ения коорäинаты y(t), то
сëеäует ожиäатü заìеäëение вреìени äвижения к
сепаратрисе вäоëü оси x, ÷то äоëжно уìенüøитü
вероятностü события, закëþ÷аþщеãося в нахожäе-
нии в те÷ение относитеëüно äëитеëüноãо вреìени
øуìа на вхоäе в поëожитеëüной обëасти и, в ре-
зуëüтате, возìожно увеëи÷ение среäнеãо вреìени
äо срыва сëежения.

4. Спектральная плотность
мощности аномального шума

При приеìе сиãнаëа с ÷астотной ìоäуëяöией
÷асто приìеняется äеìоäуëятор с ФАП [9—11].
В этоì сëу÷ае основная труäностü, возникаþщая при
вы÷исëении рабо÷ей характеристики äеìоäуëято-
ра, закëþ÷ается в сëожности рас÷ета спектраëüной
пëотности ìощности (СПМ) ÷астотной оøибки
(øуìа) на выхоäе фиëüтра äеìоäуëятора.
Провеäеì рас÷ет СПМ øуìа äëя упрощенноãо

сëу÷ая ëинеаризованной ìоäеëи ФАП с интеãрируþ-
щиì фиëüтроì, поëу÷енной с поìощüþ разëоже-
ния неëинейных функöий систеìы (10) в ряä Тей-
ëора и отбрасывания всех ÷ëенов выøе первоãо по-
ряäка. Дëя простоты буäеì с÷итатü, ÷то на÷аëüная
расстройка ìежäу ÷астотой сиãнаëа и ãетероäина
β = 0, тоãäа систеìа уравнений приìет виä

dy = – [y + x]dt + dωt;

dx = ydt. (23)

Выражая y из второãо уравнения и поäставëяя в
первое, перейäеì от систеìы уравнения к оäноìу
уравнениþ второãо поряäка

 = – [  + x] + n(t), (24)

ãäе n(t) — станäартный беëый ãауссовский øуì с
еäини÷ной СПМ. Из уравнения (24) ëеãко поëу-
÷итü СПМ фазовой оøибки

|Sx(iω)|2 = .

Отсþäа с у÷етоì второãо уравнения систеìы
(23) нахоäиì СПМ ÷астотной оøибки, т. е. СПМ
øуìа на выхоäе фиëüтра äеìоäуëятора

|Sy(iω)|2 = . (25)

В работе [10] отìе÷аëосü, ÷то øуì на выхоäе
фиëüтра äеìоäуëятора ìожно преäставитü как суì-
ìу äвух øуìовых проöессов: норìаëüноãо øуìа,
обусëовëенноãо коëебаниеì ФАП вбëизи поëоже-
ния устой÷ивоãо равновесия, и аноìаëüноãо øуìа,
возникаþщеãо в резуëüтате срывов сëежения.
В ëинеаризованной ìоäеëи ФАП существует еäин-
ственное поëожение устой÷ивоãо равновесия, по-
этоìу в ней не происхоäят срывы сëежения и со-
ставëяþщая аноìаëüноãо øуìа отсутствует.
На рис. 10 преäставëено сравнение СПМ øуìа,

поëу÷енной с поìощüþ иìитаöионноãо ìоäеëиро-
вания систеìы уравнений (10) (a = 0, β = 0)
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Рис. 10. Спектральная плотность мощности частотной ошибки
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(спëоøная кривая), с СПМ ëинеаризованной ìо-
äеëи, найäенной из уравнения (25) (øтриховая
кривая), при  = 1, r = 2 (a) и r = 3 (б).
Как виäно из рис. 10, б, при r = 3 резуëüтаты äо-

стато÷но хороøо совпаäаþт ìежäу собой. Это свя-
зано с теì, ÷то при боëüøих зна÷ениях r возник-
новение срыва сëежения явëяется о÷енü реäкиì
событиеì, поэтоìу аноìаëüный øуì ìожно не у÷и-
тыватü, так как ìощностü еãо ìаëа. При уìенüøе-
нии r составëяþщая аноìаëüноãо øуìа становится
существенной, поэтоìу на рис. 10, а набëþäается
некоторое расхожäение резуëüтатов.
Ранее быëи преäëожены разëи÷ные ìоäеëи ано-

ìаëüноãо øуìа. Наприìер, в ìоäеëи Райса [11]
аноìаëüный øуì преäставëяется в виäе посëеäо-
ватеëüности äеëüта-иìпуëüсов с периоäоì, равныì
среäнеìу вреìени äо срыва сëежения, а в ìоäеëи
Хесса [12] в ка÷естве аноìаëüноãо øуìа рассìат-
риваëасü посëеäоватеëüностü ãауссовских иìпуëü-
сов. В этих ìоäеëях форìу иìпуëüсов выбираëи
произвоëüно, руковоäствуясü соображенияìи уäоб-
ства äаëüнейøих вы÷исëений.
Исхоäя из резуëüтатов, поëу÷енных ранее, преä-

ëожиì новуþ ìоäеëü аноìаëüноãо øуìа. Выøе наìи
быëа поëу÷ена систеìа ДУ (20), реøениеì которой
явëяется наибоëее вероятная траектория срыва
сëежения. Поëüзуясü äанной систеìой, ìожно
также найти наибоëее вероятнуþ траекториþ пе-
рехоäа из оäноãо состояния устой÷ивоãо равнове-
сия в сосеäнее состояние устой÷ивоãо равновесия.
Дëя этоãо сëеäует рассìатриватü краевуþ заäа÷у
äëя систеìы ДУ (20) с ãрани÷ныìи усëовияìи виäа
x(0) = x1; y(0) = y1; x(T ) = x2; y(T ) = y2, ãäе (x1, y1)
и (x2, y2) — то÷ки устой÷ивоãо состояния равнове-
сия. Дëя ФАП с ИФ при β = 0 иìееì (x1, y1) = (0, 0)
и (x2, y2) = (2π, 0). В äанноì сëу÷ае вреìя T äоëжно
равнятüся наибоëее вероятноìу вреìени перехо-
äа из оäноãо состояния устой÷ивоãо равновесия в
сосеäнее.
Зависиìости фазовой и ÷астотной оøибок от

вреìени, поëу÷енные с поìощüþ реøения систе-
ìы ДУ (20) при a = 0, β = 0,  = 1 с описанныìи
ранее ãрани÷ныìи усëовияìи, привеäены на рис. 11
(спëоøные кривые). Такиì образоì, ìы поëу÷иëи
наибоëее вероятнуþ форìу иìпуëüса ÷астотной
оøибки, который возникает при срыве сëежения.
Данный иìпуëüс возìожно аппроксиìироватü
äвуìя реëеевскиìи иìпуëüсаìи, заäанныìи выра-
жениеì

yp(t) =  + , (26)

ãäе t ∈ [0, T ];

D = .

Проинтеãрировав yp(t), поëу÷иì аппроксиìи-
руþщуþ форìуëу äëя фазовой оøибки:

xp(t) = –  +  + π . (27)

Зависиìости фазовой и ÷астотной оøибок от вре-
ìени, найäенные с поìощüþ выражений (27) и (26),
также привеäены на рис. 11 (øтриховые кривые).
Такиì образоì, буäеì с÷итатü, ÷то аноìаëüный

øуì преäставëяет собой посëеäоватеëüностü иì-
пуëüсов, форìа которых опреäеëяется выражениеì
(26), äëитеëüностü иìпуëüсов равна наибоëее веро-
ятноìу вреìени äо срыва сëежения, а периоä сëеäо-
вания равен среäнеìу вреìени äо срыва сëежения.
В этоì сëу÷ае СПМ аноìаëüноãо øуìа при
= 1 и r = 2 иìеет виä, привеäенный на рис. 12.

На рис. 13 привеäена СПМ ÷астотной оøибки,
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Рис. 12. Спектральная плотность мощности аномального шума

ФАП с ИФ при  = 1; r = 2a0
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Рис. 11. Зависимости от времени наиболее вероятных коорди-
нат в пространстве состояний ФАП с ИФ при переходе в со-

седнее состояние устойчивого равновесия при  = 1a0
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поëу÷енная с поìощüþ иìитаöионноãо ìоäеëиро-
вания систеìы уравнений (10) (спëоøная кривая),
и суììа СПМ ëинеаризованной ìоäеëи и СПМ
аноìаëüноãо øуìа (øтриховая кривая) при  = 1,
r = 2. Как виäно из рис. 13, при испоëüзовании
преäëоженной ìоäеëи поëу÷ено хороøее совпаäе-
ние теорети÷еских и практи÷еских резуëüтатов.

5. Наиболее вероятная траектория срыва слежения 
в ФАП второго порядка с интегрирующим фильтром 
и нелинейным звеном в петле обратной связи

Как указываëосü в преäыäущих пунктах, наëи÷ие
неëинейности в петëе обратной связи äоëжно при-
воäитü к увеëи÷ениþ среäнеãо вреìени äо срыва
сëежения. Этот эффект отìе÷аëся в работах [8, 9],
хотя ìеханизì äанноãо явëения стаë понятен ëиøü
сей÷ас.
Найäеì äифференöиаëüное уравнение, описы-

ваþщее наибоëее вероятнуþ траекториþ срыва ФАП
÷астоты второãо поряäка с интеãрируþщиì фиëüт-
роì и неëинейныì фиëüтроì в петëе обратной
связи переä управëяеìыì ãенератороì.
Систеìа äифференöиаëüных уравнений, описы-

ваþщих работу ФАП в этоì сëу÷ае, иìеет виä [8]

dy = – (y + sinx – β)dt + dωt; (28)

dx = β – f (β – y)dt,

ãäе f (y) — некоторая неëинейная функöия.
Повторив рассужäения, провеäенные ранее, по-

ëу÷иì, ÷то äëя нахожäения наибоëее вероятной тра-
ектории срыва нужно найти ìиниìуì функöионаëа

F( , y, , x)dt =

= [  + y + sinx – β]2dt (29)

при усëовии

 + f(β – y) – β = 0. (30)

Приìеняя ìетоä неопреäеëенных ìножитеëей
Лаãранжа и ìетоä Эйëера äëя заäа÷и (29) с у÷етоì
(30), поëу÷иì

(t) – 2[  + y + sinx – β] cosx = 0;

2[  +  + cosx] – 2[  + y +

+ sinx – β]  + λ(t)  = 0.

Преобразуеì эту систеìу уравнений и у÷теì ус-
ëовия (30):

 = β – f (β – y);

(t) = 2[  + y + sinx – β] cosx;

 + cosx – y – sinx + β +

+ λ(t)  = 0.

Посëе упрощения поëу÷иì систеìу ДУ, реøе-
ниеì которых явëяется наибоëее вероятная траек-
тория срыва сëежения:

 = β – f(β – y); (31)

(t) = 2[  + y + (sinx – β)] cosx;

 = y + (sinx – β) – βcosx +

+ f(β – y)cosx – λ(t)  = 0.

При f(y) = y поëу÷аеì уравнения ФАП второãо
поряäка с интеãрируþщиì фиëüтроì.
В проöессе вы÷исëений быëи рассìотрены ÷е-

тыре типа неëинейных звенüев, со сëеäуþщиìи ха-
рактеристикаìи (рис. 14, η = 1):

fa(x) = 

fb(x) = 

fc(x) = 

α0
2

Рис. 13. Спектральная плотность мощности частотной ошибки

ФАП с ИФ с учетом аномального шума при  = 1; r = 2a0
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fd(x) = 

Среäнее вреìя äо первоãо срыва
сëежения, поëу÷енное в резуëüтате
ìоäеëирования при  = 1, r = 2,
β = 0 и разëи÷ных типах неëинейных
звенüев, привеäено в табë. 1.
Отìетиì, ÷то ìаксиìаëüное зна÷е-

ние ÷астотной оøибки ymax äëя наи-
боëее вероятной траектории срыва
иìеет зна÷ение, бëизкое к еäиниöе.
На основании äанных иìитаöионноãо
ìоäеëирования быëо также обнару-
жено, ÷то зна÷ения ÷астотной оøибки
боëüøинства траекторий срыва по-
паäаþт в отрезок [0; 2ymax]. Поэтоìу при η > 2ymax
äëя неëинейных звенüев с характеристикаìи fa(x) и
fb(x) и при η > 4ymax äëя неëинейных звенüев с ха-
рактеристикаìи fc(x) и fd(x) зна÷ения ÷астотной
оøибки попаäут на ëинейный у÷асток характерис-
тики неëинейности, а зна÷ит, он практи÷ески не
буäет оказыватü вëияние на среäнее вреìя äо срыва.
В этоì ìожно убеäитüся, взãëянув на табë. 1.
В табë. 2 привеäена зависиìостü среäнеãо вреìе-

ни äо срыва сëежения в ФАП с неëинейныì звеноì
в петëе обратной связи от β и η при  = 1, r = 2.
Как виäно из табë. 2, неëинейное звено с харак-

теристикой fa(x) äает весüìа небоëüøой прирост
среäнеãо вреìени äо срыва сëежения, поэтоìу в
äаëüнейøеì еãо рассìатриватü не буäеì.
Из привеäенных резуëüтатов виäно, ÷то при на-

ëи÷ии расстройки по ÷астоте äобавëение в коëüöо
ФАП неëинейных звенüев с характеристикаìи fb(x)
и fc(x) привоäит к нежеëатеëüныì посëеäствияì.
В этоì сëу÷ае наиëу÷øий резуëüтат показывает не-
ëинейное звено с характеристикой fd(x).
Сëеäует обратитü вниìание на явëение, возни-

каþщее äëя неëинейных звенüев с характеристика-
ìи fb(x) и fc(x) при ìаëоì зна÷ении η. На у÷астках,
ãäе зна÷ения функöий fb(x) и fc(x) равны нуëþ, фа-
зовые траектории становятся вертикаëüныìи. Это
явëяется боëüøиì преиìуществоì по сравнениþ с
неëинейныìи звенüяìи с характеристикаìи fa(x) и
fd(x). Наприìер, есëи поä äействиеì øуìа то÷ка на
фазовой пëоскости переìестиëасü вверх от фокуса,
т.е. переìенная y увеëи÷иëасü, то при äвижении

обратно к фокусу произвоäная  буäет иìетü по-
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Рис. 14. Характеристики нелинейных звеньев в петле обратной связи ФАП

Табëиöа 1
Зависимость среднего времени до срыва слежения

от типа нелинейного звена

Тип неëи-
нейности

Параìетр неëинейности

η = 1,5 η = 2 η = 2,5 η = 3 η = 4 η → ∞

fa(x) 310 265 254 253 253 253
fb(x) 701 323 261 255 253 253
fc(x) 12 658 1426 565 368 271 253
fd(x) 4268 970 478 348 267 253

Табëиöа 2
Зависимость среднего времени до срыва слежения в ФАП 
с нелинейным звеном в петле обратной связи от b и h

На÷аëüная рас-
стройка по ÷астоте

Параìетр неëинейности

η = 1,5 η = 2 η = 2,5 η = 3 η → ∞

fa(x)
β = 0,1 261 229 223 221 221
β = 0,2 172 161 159 157 157
β = 0,4 69,9 68,7 68,2 67,8 67,8

fb(x)
β = 0,1 484 267 226 221 221
β = 0,2 247 177 161 158 157
β = 0,4 72,3 70,2 68,8 68,2 67,8

fc(x)
β = 0,1 2373 782 414 301 221
β = 0,2 318 314 226 184 157
β = 0,4 18,8 69,4 75,8 71,1 67,8

fd(x)
β = 0,1 1529 609 363 281 221
β = 0,2 438 284 213 183 157
β = 0,4 68,2 79,1 74,1 72,4 67,8
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ëожитеëüное зна÷ение, т.е. то÷ка буäет äвиãатüся
вправо. Она буäет прибëижатüся к сепаратрисе, ÷то
ìожет привести к срыву сëежения. Дëя неëиней-
ных звенüев с характеристикаìи fb(x) и fc(x) при
увеëи÷ении переìенной y боëüøе зна÷ения η про-

извоäная  становится равной нуëþ, и сноса то÷-

ки вправо не происхоäит. То÷ка äвижется по фа-
зовой пëоскости вертикаëüно вниз и не прибëижа-
ется к сепаратрисе.
Среäнее вреìя работы äо срыва сëежения при

испоëüзовании неëинейноãо звена с характеристи-
кой fc(x) зна÷итеëüно боëüøе, ÷еì äëя звена с ха-
рактеристикой fb(x). Попытаеìся объяснитü этот
факт. При усëовии η < y обе неëинейности стано-
вятся равныìи нуëþ, и то÷ка на÷инает äвиãатüся
вертикаëüно вниз. Переìенная y уìенüøается и со
вреìенеì становится ìенüøе η. При этоì зна÷е-
ния функöий fb(x) и fc(x) перестаþт приниìатü ну-

ëевые зна÷ения, и произвоäная  тоже становит-

ся отëи÷ной от нуëя. То÷ка на фазовой пëоскости
на÷инает äвиãатüся вправо, при÷еì äëя неëиней-
ноãо звена с характеристикой fb(x) скоростü äвиже-
ния резко возрастает. Есëи же испоëüзуется неëи-
нейное звено с характеристикой fc(x), то скоростü
то÷ки возрастает постепенно, и то÷ка прибëижается
к сепаратрисе не так быстро, как äëя звена с харак-
теристикой fb(x), ÷то привоäит к зна÷итеëüноìу
увеëи÷ениþ вреìени работы äо срыва сëежения.
На рис. 15 привеäены изображения фазовых пëос-

костей ФАП с неëинейностяìи fb (а), fc (б) и fd (в)
при  = 1; β = 0; η = 1,5.
Сëеäует отìетитü, ÷то равенство нуëþ зна÷ений

функöий fb(x) и fс(x) в некоторых проìежутках ìо-
жет привоäитü к появëениþ äопоëнитеëüных по-
ëожений равновесия.
Систеìа уравнений, описываþщая работу ФАП

с неëинейныì звеноì при отсутствии øуìа и β = 0,
иìеет виä

dy = – [y + sinx]dt;

dx = –f (–y)dt.

Из второãо уравнения этой систеìы виäно, ÷то

при |y| > η зна÷ение произвоäной  буäет равно

нуëþ. Приравняеì нуëþ произвоäнуþ в первоì
уравнении систеìы и найäеì побо÷ное поëожение
равновесия

 = – [y + sinx] = 0;

|y| > η.

dx
dt
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Рис. 15. Фазовые плоскости ФАП для нелинейных звеньев с ха-

рактеристиками fb (а), fc (б), fd (в) при  = 1; b = 0; h = 1,5a0
2
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Откуäа поëу÷аеì, ÷то то÷ка побо÷ноãо поëоже-
ния равновесия уäовëетворяет усëовияì

y = –sinx;

|sin x| > η.

Появëение новоãо поëожения равновесия ìож-
но преäотвратитü, есëи выбиратü η > 1, так как зна-
÷ение синуса не ìожет бытü боëüøе еäиниöы, и
второе неравенство выпоëнятüся не буäет.

Даëее рассìотриì вëияние характеристики не-
ëинейноãо звена на среäнекваäрати÷еское откëо-
нение (СКО) фазовой оøибки. На рис. 16 показана
зависиìостü СКО фазовой оøибки от интенсив-
ности øуìа r при разëи÷ных зна÷ениях η äëя всех
÷етырех неëинейных фиëüтров. Из привеäенных
ãрафиков виäно, ÷то наëи÷ие неëинейноãо звена
уìенüøает äисперсиþ фазовой оøибки, ÷то явëя-
ется еще оäниì поëожитеëüныì эффектоì от вве-
äения неëинейности в коëüöо ФАП.

Рис. 16. Зависимость среднеквадратичного значения фазовой ошибки от отношения сигнал/шум r и вида нелинейного звена fa (а), fb (б),
fc (в), fd (г) при  = 1,0; b = 0a0

2

Рис. 17. Переходный процесс для ФАП с нелинейным звеном fd при  = 1; b = 0, различных значениях параметра h и начальных
условиях: а — (–3; 0); б — (–1,5; 2)

a0
2
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Наконеö выясниì, как вëияет наëи÷ие неëи-
нейноãо звена на äинаìику работы ФАП. Буäеì
рассìатриватü траектории äвижения к поëожениþ
равновесий из разных на÷аëüных то÷ек. Наиëу÷-
øие резуëüтаты в увеëи÷ении среäнеãо вреìени ра-
боты äо срыва сëежения поëу÷иëисü при испоëü-
зовании звенüев с характеристикаìи fc(x) и fd(x).
На рис. 17 привеäены зависиìости фазовой оøибки
и оøибки по ÷астоте от вреìени в ФАП с неëиней-
ныì звеноì с характеристикой fd(x) при разëи÷ных
зна÷ениях η и разëи÷ных на÷аëüных усëовиях.
Из рисунков виäно, ÷то при наëи÷ии неëиней-

ноãо звена перехоäной проöесс нескоëüко затяãи-
вается. Это связано с теì, ÷то оãрани÷ение зна÷е-

ния коорäинаты y привоäит к боëее ìеäëенноìу
äвижениþ вäоëü соответствуþщей коорäинаты.
Наконеö, на рис. 18 и 19 привеäены наибоëее

вероятные траектории срыва сëежения, поëу÷ен-
ные в резуëüтате иìитаöионноãо ìоäеëирования и
вы÷исëенные путеì реøения систеìы ДУ (31) äëя
ФАП с ИФ и неëинейностüþ в петëе обратной свя-
зи с характеристикой fd(x) при  = 1; r = 2; η = 1;
β = 0. Резуëüтаты рас÷етов поäтвержäаþт äостато÷-
ное äëя практики совпаäение реøения (31) с äан-
ныìи ìоäеëирования.

Заключение

Такиì образоì, äëя ФАП второãо поряäка по-
ëу÷ены обыкновенные äифференöиаëüные уравне-
ния, с äостато÷ной äëя практики то÷ностüþ описы-
ваþщие возìожные наибоëее вероятные траекто-
рии äо срыва сëежения (äостижения сепаратрисы).
На основе этих äифференöиаëüных уравнений
преäставëена новая ìатеìати÷еская ìоäеëü ано-
ìаëüноãо øуìа. Данные резуëüтаты в äаëüнейøеì
ìожно испоëüзоватü äëя рас÷ета рабо÷ей характе-
ристики ФАП при низких отноøениях сиãнаë/øуì.
Также показан ìеханизì увеëи÷ения среäнеãо вре-
ìени äо срыва сëежения в ФАП с неëинейныì зве-
ноì в петëе обратной связи и преäëожена раöио-
наëüная форìа äанной неëинейности.
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A posteriori broadband input noise characteristics of the analog phase locked loop (PLL) system along the cycle slip tra-
jectory were studied on the basis of Markov stochastic model. It was demonstrated that the cycle slips were caused by an un-
likely event — existence of an extended period of time, in which a random process, which describes the noise, mainly preserves
its sign. A mathematical model of the most probable cycle slip trajectory in the stochastic analog of PLL of the first and second
orders in the form of the ordinary differential equations with respect to the coordinate system on the phase plane was presented.
There was demonstrated equivalence of the approaches to search the most probable cycle slip trajectory: the search for the max-
imum of the probability density function of the points of coordinates along the trajectory and the solution of the variational
problem. A model of abnormal noise associated with the cycle slips effect was presented. An approximated formula for de-
scription of the spectral power density of the abnormal noise was offered. The process of the cycle slips in the PLL with the
non-linear element in the feedback loop was investigated. It was demonstrated that such systems have improved characteristics
of the average time before a cycle sleep in comparison with the traditional ones. An explanation for an increase of time before
a tracking failure, when using a non-linear element in the feedback loop, was presented. Approaches to selection of the type
of nonlinearity were considered. Numerical values for the average time before a cycle sleep for various types of non-linearity
and parameters of PLL on the basis of computer simulation were presented.
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