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К задаче линеаризации нелинейных управляемых систем 
посредством обратной связи

Введение

Оäниì из эффективных ìетоäов реøения неëи-
нейных заäа÷ управëения явëяется ìетоä построения
неëинейной обратной связи, которая позвоëяет
провести ëинеаризаöиþ исхоäной неëинейной уп-
равëяеìой систеìы по ÷асти иëи по всеì ее фазовыì
переìенныì. Данный ìетоä ÷асто называþт ìетоäоì
то÷ной ëинеаризаöии (ехасt feedback linearization).
Возìожностü успеøноãо выбора ëинеаризуþ-

щей обратной связи зависит как от виäа исхоäной
управëяеìой систеìы, так и от рассìатриваеìой
обëасти фазовоãо пространства. Систеìати÷еские ис-
сëеäования (как теорети÷еские, так и прикëаäные)
на эту теìу, опираþщиеся на аппарат аëãебр Ли,
на÷аëисü в 80-е ãоäы проøëоãо стоëетия (сì., на-
приìер, ìоноãрафии [1—5]). К äанноìу направëе-
ниþ приìыкаþт также провоäивøиеся в это же
вреìя иссëеäования по ÷асти÷ной устой÷ивости
(стабиëизаöии) и управëяеìости äинаìи÷еских сис-
теì [6, 7]. Наибоëее успеøные сëу÷аи приìенения
ìетоäа то÷ной ëинеаризаöии, по-виäиìоìу, отно-
сятся к заäа÷аì ìеханики, такиì как управëение
ориентаöией тверäых теë (косìи÷еских аппаратов)
и управëение äвижениеì поäвижных экипажей
(коëесных роботов) (сì., наприìер, работы [6—9]).
Линеаризуþщая обратная связü, как правиëо, за-

висит от всех переìенных, опреäеëяþщих состоя-
ние систеìы. Даëее в работе показывается, ÷то при
наëи÷ии у неëинейной управëяеìой систеìы пер-
воãо интеãраëа в построении ëинеаризуþщей обрат-
ной связи ìожет возникнутü особенностü, есëи про-
öесс управëения стартует из на÷аëüноãо состояния,
соответствуþщеãо нуëевоìу зна÷ениþ первоãо ин-
теãраëа. Особенностü своäится к тоìу, ÷то ëинеа-
ризуþщая обратная связü в äанноì сëу÷ае ìожет
оказатüся зна÷итеëüно проще и ìожет зависетü от
ìенüøеãо ÷исëа фазовых коорäинат систеìы.

В ка÷естве приìера рассìотрена неëинейная
заäа÷а трехосной переориентаöии асиììетри÷ноãо
тверäоãо теëа посреäствоì трех ìаховиков (рото-
ров), ãäе указанная особенностü в выборе ëинеари-
зуþщей обратной связи возникает в сëу÷ае нуëе-
вых на÷аëüных зна÷ений уãëовой скорости теëа и
ìаховиков.

1. Особенность построения
линеаризующей обратной связи

Пустü неëинейная управëяеìая систеìа обык-
новенных äифференöиаëüных уравнений

x′ = f(x, u) (1.1)

иìеет первый интеãраë

v(x) = (x) + ... + (x) = const. (1.2)

Вектор управëений u = u(x, u*) явëяется ëинеари-
зуþщей обратной связüþ в некоторой обëасти D
фазовоãо пространства систеìы (1.1), (1.2), есëи из
систеìы (1.1), (1.2) в обëасти D ìожно выäеëитü
ëинейнуþ систеìу äифференöиаëüных уравнений

w′ = Aw + Bu*, (1.3)

фазовый вектор w которой состоит из ÷асти коì-
понент вектора x.
Допустиì, ÷то x = (yт, zт)т (äëя опреäеëенности

с÷итаеì, ÷то разìерностü вектора y боëüøе разìер-
ности вектора w), и ëинеаризуþщая обратная связü
äëя систеìы (1.1), (1.2) иìеет виä

(1.4)

В этоì сëу÷ае нетруäно показатü, ÷то при старте
систеìы (1.1), (1.2) с ìножества M = {x0: v(x0) = 0}
ëинеаризуþщая обратная связü (1.4) упрощается и
опреäеëяется сëеäуþщиì образоì:

u = u1(y). (1.5)

Показано, что выбор обратной связи в задаче точной линеаризации нелинейных управляемых систем может зависеть не
только от вида исходной управляемой системы и рассматриваемой области фазового пространства, но также и от начальных
условий в решаемой задаче управления. В качестве примера рассмотрена задача трехосной переориентации асимметричного
твердого тела посредством трех двигателей-маховиков.
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u = u(x) = u1(y) + u2(x, v1(x), ..., vk(x));
u2(x, 0, ..., 0) ≡ 0.
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Такиì образоì, при наëи÷ии у неëинейной уп-
равëяеìой систеìы первоãо интеãраëа в постро-
ении ëинеаризуþщей обратной связи ìожет воз-
никнутü особенностü. Эта особенностü возникает,
есëи управëяеìый проöесс стартует из на÷аëüноãо
состояния, соответствуþщеìу нуëевоìу зна÷ениþ
первоãо интеãраëа. Особенностü своäится к тоìу,
÷то ëинеаризуþщая обратная связü в äанноì сëу-
÷ае ìожет оказатüся зна÷итеëüно проще и ìожет
зависетü от ìенüøеãо ÷исëа фазовых коорäинат
систеìы.

2. Задача переориентации
асимметричного твердого тела

Покажеì, ÷то указанная выøе особенностü в
выборе ëинеаризуþщей обратной связи иìеет ìес-
то при реøении заäа÷и переориентаöии асиììет-
ри÷ноãо тверäоãо теëа посреäствоì трех ìаховиков
(роторов) в сëу÷ае нуëевых на÷аëüных зна÷ений
уãëовой скорости теëа и ìаховиков.

2.1. Постановка задачи. Пустü иìееì асиììет-
ри÷ное тверäое теëо, вäоëü ãëавных öентраëüных
осей инерöии котороãо закрепëены оси вращения
оäнороäных сиììетри÷ных ìаховиков. Враща-
теëüное äвижение этой систеìы (ãиростата) вокруã
öентра ìасс описывается äифференöиаëüныìи
уравненияìи [10]

(2.1)

в которых Аi — ãëавные öентраëüные ìоìенты
инерöии ãиростата; xi — проекöии вектора уãëовой
скорости основноãо теëа на ãëавные öентраëüные
оси ki эëëипсоиäа инерöии ãиростата; Ji, ϕi — осе-
вые ìоìенты инерöии и уãëы поворота ìаховиков
(роторов), оси вращения которых непоäвижно за-
крепëены вäоëü осей ki. Управëяþщие ìоìенты ui
(ìоìенты внутренних сиë) приëожены к ìахови-
каì и созäаþтся спеöиаëüныìи äвиãатеëяìи. Обо-
зна÷иì x, u, j′ — векторы, состоящие соответствен-
но из xi, ui, . Зäесü и äаëее i ìеняется от 1 äо 3.
Наряäу с уравненияìи (2.1) рассìотриì опреäе-

ëяþщие ориентаöиþ тверäоãо теëа кинеìати÷еские
уравнения в переìенных Роäриãа—Гаìиëüтона [11]:

(2.2)

Обозна÷иì h — вектор, состоящий из ηi и η4
(в указанноì поряäке).
Управëяþщие ìоìенты ui = ui(x, h) ищутся по

принöипу обратной связи в кëассе K разрывных по

x, h функöий. Реаëизаöии ui[t] явëяþтся изìери-
ìыìи функöияìи, уäовëетворяþщиìи заäанныì
оãрани÷енияì

|ui | m αi = const > 0. (2.3)

Реøения систеìы (2.1), (2.2) при ui ∈ K пони-
ìаþтся в сìысëе А. Ф. Фиëиппова [12].
Задача (трехосной переориентации). Требуется

найти приëоженные к ìаховикаì управëяþщие
ìоìенты ui ∈ K, перевоäящие тверäое теëо за ко-
не÷ное вреìя из произвоëüноãо на÷аëüноãо поëо-
жения h(t0) = h0 в заäанное h(t1) = h1. Оба состоя-
ния явëяþтся состоянияìи покоя x(t0) = x(t1) = 0.
Кроìе тоãо, j′(t0) = 0. Моìент вреìени t1 > t0 не
фиксируется.
Не наруøая общности, с÷итаеì h(t1) = (0, 0, 0, 1).

В äанноì сëу÷ае в проöессе переориентаöии про-
исхоäит совìещение связанной с теëоì и заäанной
систеì коорäинат. Сëу÷ай произвоëüноãо на÷аëü-
ноãо и коне÷ноãо поëожения теëа буäет рассìот-
рен при описании аëãоритìа реøения поставëен-
ной заäа÷и управëения.
Отìетиì, ÷то äанная заäа÷а явëяется заäа÷ей

управëения не по всеì фазовыì переìенныì, а по
÷асти переìенных [6, 7, 13], опреäеëяþщих состоя-
ние систеìы (1.1), (1.2) — по переìенныì xi, ηi,
опреäеëяþщиì состояние основноãо теëа рассìат-
риваеìой ìехани÷еской систеìы.

2.2. Линеаризующая обратная связь и ее особен-
ность. Провеäеì ëинеаризаöиþ исхоäной неëи-
нейной систеìы (2.1), (2.2) по переìенныì ηi в об-
ëасти  +  +  m 1 – ε2(  l ε2). Это ìожно
сäеëатü посреäствоì неëинейных управëяþщих
ìоìентов виäа (выписано тоëüко выражение äëя u1;
выражения äëя u2 и u3 поëу÷аþтся из u1 öикëи÷е-
ской перестановкой инäексов 1 → 2 → 3)

u1 = – [ (  + ) + (η1η2 + η3η4) +

+ (η1η3 – η2η4) + 1/4η1(  +  + )] +

+ (A2x2 + J2 )x3 – (A3x3 + J3 )x2

(1 → 2 → 3), (2.4)

позвоëяþщих выäеëитü из заìкнутой неëинейной
систеìы (1.1), (1.2), (2.4) ëинейнуþ поäсистеìу
äифференöиаëüных уравнений

 = . (2.5)

Отìетиì, ÷то систеìа äифференöиаëüных урав-
нений (2.1) иìеет первый интеãраë виäа (1.2), в ко-
тороì

vi = Aixi(t) + Ji (t)

и, сëеäоватеëüно, выбранные управëяþщие ìоìен-
ты ui ìожно преäставитü в виäе (1.4).
Поскоëüку в рассìатриваеìой заäа÷е переори-

ентаöии управëяеìый проöесс на÷инается на ìно-

(А1 – J1)  = (А2 – А3)x2x3 + J2x3  – J3x2  – u1;

(А2 – J2)  = (А3 – А1)x1x3 + J3x1  – J1x3  – u2;

(А3 – J3)  = (А1 – А2)x1x2 + J1x2  – J2x1  – u3;

Ji(  + ) = ui,

x1′ ϕ2′ ϕ3′

x2′ ϕ3′ ϕ1′

x3′ ϕ1′ ϕ2′

ϕi″ xi′

ϕi′

2  = η4x1 + η2x3 – η3x2;

2  = η4x2 + η3x1 – η1x3; 

2  = η4x3 + η1x2 – η2x1;

 +  +  +  = 1.

η1′

η2′

η3′

η1
2 η2

2 η3
2 η4

2

η1
2 η2

2 η3
2 η4

2

2 A1 J1–( )
η4

------------------- u1* η1
2 η4

2 u2*

u3* x1
2 x2

2 x3
2

ϕ2′ ϕ3′

ηi″ ui*

ϕi′
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жестве M, ãäе vi = 0, то ëинеаризуþщая обратная
связü (2.4) упрощается и иìеет виä (1.5), т.е.

u1 = – [ (  + ) + (η1η2 + η3η4) +

+ (η1η3 – η2η4) + 1/4η1(  +  + )]

(1 → 2 → 3). (2.6)

В отëи÷ие от управëяþщих ìоìентов (2.4), управ-
ëяþщие ìоìенты (2.6) не соäержат переìенных ,
опреäеëяþщих текущие уãëовые скорости ìаховиков.

2.3. Вспомогательная линейная задача управления.
Дëя ëинейной систеìы (2.5) реøиì заäа÷у управ-
ëения о быстрейøеì привеäении в поëожение

ηi =  = 0. (2.7)

Управëение осуществëяется посреäствоì , ко-
торые с÷итаеì уäовëетворяþщиìи оãрани÷енияì

| | m . (2.8)

Проöеäура назна÷ения уровней  рассìатри-
вается ниже.
При заäанных  реøение (в форìе синтеза)

указанной вспоìоãатеëüной заäа÷и управëения äëя
систеìы (2.5) иìеет виä [14]

(ηi, ) = (2.9)

ãäе ψi(ηi, ) = –ηi – (2 )–1 | | – функöии пе-
рекëþ÷ений.
Движения систеìы (2.5), (2.9) на фазовых пëос-

костях переìенных ηi,  буäут сна÷аëа происхоäитü
(äо äостижения кривых перекëþ÷ений) по äуãаì па-
рабоë, явëяþщихся траекторияìи систеì  = 
при  виäа (2.9). Даëее, попав на кривые перекëþ-
÷ений ψi(ηi, ) = 0, äвижения буäут происхоäитü
вäоëü них в скоëüзящеì режиìе äо äостижения тре-
буеìых коне÷ных зна÷ений ηi =  = 0. На у÷аст-
ках реøений, соответствуþщих скоëüзящиì режи-
ìаì, вспоìоãатеëüные управëения  приниìаþт
зна÷ения ±  с бесконе÷но ÷астыìи сìенаìи знака.
Веëи÷ина

τ = max(τi), τi = 2{|ηi0|( )–1}1/2 (2.10)

опреäеëяет ìиниìаëüное вреìя τ äостижения по-
ëожения ηi =  = 0 во вспоìоãатеëüной заäа÷е уп-
равëения. Отìетиì, ÷то те поäсистеìы систеìы (2.2),
которые приäут в требуеìое поëожение ранüøе,
÷еì посëеäняя из них, буäут оставатüся в этоì по-
ëожении.

2.4. Алгоритм решения задачи трехосной пере-
ориентации. Реøая уравнения систеìы (2.2) как аë-
ãебраи÷еские относитеëüно xi, поëу÷аеì равенства

x1 = [ (  + ) + (η1η2 + η3η4) +

+ (η1η3 – η2η4)]

(1 → 2 → 3). (2.11)

Поэтоìу реøение рассìотренной ëинейной за-
äа÷и о быстрейøеì привеäении в поëожение (2.7)
озна÷ает реøение исхоäной неëинейной заäа÷и
переориентаöии посреäствоì управëяþщих ìо-
ìентов (2.6). Чисëо τ опреäеëяет вреìя переори-
ентаöии.
Итерационный алгоритм решения поставëенной

неëинейной заäа÷и переориентаöии вкëþ÷ает сëе-
äуþщие этапы.

1. Выбор конструкöии (2.6) управëяþщих ìо-
ìентов ui с  виäа (2.9). В сëу÷ае h(t1) ≠ (0, 0, 0, 1)
äостато÷но перейти к управëяþщиì ìоìентаì,
поëу÷аþщиìся из (2.6) перестановкой инäексов.
А иìенно, наряäу с конструкöией (2.6) ìожно
рассìатриватü конструкöии управëяþщих ìо-
ìентов виäа

ui = (x, h, j′, u*) (s = ), (2.12)

позвоëяþщие при опреäеëенноì выборе функöий
 выбратü вспоìоãатеëüные ëинейные управëяе-

ìые систеìы виäа (2.5) из заìкнутой систеìы äиф-
ференöиаëüных уравнений (1.1), (1.2), (2.12). В этоì
сëу÷ае ìножество инäексов i в систеìе типа (2.5)
буäет зависетü от инäекса s переìенной η в знаìе-
натеëе выражений (2.12). Так, инäексу s = 4 соот-
ветствуþт i = 1, 2, 3, инäексу s = 1 соответствуþт
i = 2, 3, 4, и т.ä.

2. "Назна÷ение" уровней  вспоìоãатеëüных
управëений . При этоì ÷исëа  преäопреäеëяþт
соответствуþщее зна÷ение τ = t1 – t0 вреìени пе-
реориентаöии тверäоãо теëа.

3. Проверка выпоëниìости заäанных оãрани÷е-
ний (2.3) äëя управëяþщих ìоìентов ui. При у÷ете
равенств (2.11) эту проверку ìожно осуществитü на
ìножестве состояний вспоìоãатеëüной ëинейной
систеìы äифференöиаëüных уравнений (2.5), (2.9).

Заключение

Показано, ÷то при наëи÷ии у неëинейной управ-
ëяеìой систеìы первоãо интеãраëа в построении
ëинеаризуþщей обратной связи ìожет возникнутü
особенностü, есëи проöесс управëения стартует из
на÷аëüноãо состояния, соответствуþщеãо нуëево-
ìу зна÷ениþ первоãо интеãраëа.
Особенностü своäится к тоìу, ÷то ëинеаризуþ-

щая обратная связü в äанноì сëу÷ае ìожет ока-
затüся зна÷итеëüно проще и зависетü от ìенüøеãо
÷исëа фазовых коорäинат систеìы.
В ка÷естве приìера рассìотрена неëинейная за-

äа÷а трехосной переориентаöии асиììетри÷ноãо
тверäоãо теëа посреäствоì трех ìаховиков (рото-
ров), ãäе указанная особенностü в выборе ëинеари-
зуþщей обратной связи возникает в сëу÷ае нуëе-
вых на÷аëüных зна÷ений уãëовой скорости теëа и
ìаховиков. В резуëüтате реøение äанной заäа÷и
уäается поëу÷итü посреäствоì неëинейных управ-
ëяþщих ìоìентов виäа (2.6), которые не требуþт
знания текущих зна÷ений уãëовых скоростей ìа-
ховиков.
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Иìея в виäу, ÷то то÷ный старт из на÷аëüноãо
состояния, соответствуþщеãо нуëевоìу зна÷ениþ
первоãо интеãраëа, невозìожен, в резуëüтате ëинеа-
ризаöии посреäствоì указанной боëее простой
обратной связи прихоäиì к некоторой "возìущен-
ной" ëинейной систеìе. Такиì образоì, в ка÷естве
"пëаты" за испоëüзование боëее простой ëинеари-
зуþщей обратной связи поëу÷аеì необхоäиìостü
реøения боëее сëожной ëинейной заäа÷и управëе-
ния. Теì не ìенее, в ряäе заäа÷ управëения неëи-
нейныìи систеìаìи такой поäхоä ìожет бытü не
тоëüко оправäан, но и öеëесообразен.
Отìетиì, ÷то заäа÷и переориентаöии трехро-

торноãо ãиростата посреäствоì управëяþщих ìо-
ìентов виäа (2.4) при неконтроëируеìых внеøних
поìехах рассìотрены в работах [15—17].
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The article studies the problem of the exact feedback linearization of the nonlinear control systems. This is a problem how
to use the feedback controls in order to modify the original internal dynamics of a controlled system in such a way as to obtain
to same behavior of certain prescribed autonomous linear systems. It presents possibilities of a successful selection of the linea-
rizing feedback from the structure form of the initial nonlinear control system, as well as from the considered domain of the
phase state. In this article the authors present a specific feature of construction of a linearizing feedback, when the initial non-
linear control system has the first integral and the control process takes start from the initial state where this first integral equals
to zero. As an example a problem of three-axis reorientation of a rigid spacecraft was considered. Three reaction wheels were
employed to produce the necessary torque in the axes of the initial. The controlling moments, applied to the flywheels, were
offered to be generated by means of a feedback in the form of nonlinear functions of the phase variables of the considered non-
linear controlled system of differential equations, including dynamic Euler equations and kinematic equations in Rodrigues-
Hamilton variables (in terms of the quaternion). As a result, the solution to the original nonlinear problem was narrowed down
to the elementary linear control problems. The above-mentioned peculiarity in construction of the linearizing feedback takes
place in this problem, when the initial angular velocities of the spacecraft and reaction wheels equal to zero.
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Механизм срыва слежения в стохастических аналоговых системах 
фазовой автоподстройки первого и второго порядков*

Введение

В статüе описан ìеханизì срыва сëежения в ана-
ëоãовых систеìах фазовой автопоäстройки (ФАП)
первоãо и второãо поряäков при наëи÷ии øироко-
поëосноãо øуìа на вхоäе.
В стохасти÷еских систеìах раäиоавтоìатики со

с÷етныì ÷исëоì устой÷ивых то÷ек равновесия (ус-
той÷ивые фокусы на фазовой пëоскости систеìы),

к которыì, в ÷астности, относятся систеìы ФАП,
поä срывоì сëежения пониìается перехоä систе-
ìы из окрестности оäноãо состояния равновесия в
окрестностü äруãоãо состояния равновесия. При
этоì, ÷то характерно äëя ФАП, äостато÷но ÷асто
перехоä осуществëяется не ìежäу сосеäниìи то÷-
каìи равновесия, т.е. во вреìя срыва сëежения ìо-
жет происхоäитü приращение оøибки сëежения по
фазе на веëи÷ину 2πk, k = ±1, ±2, ... .
Разëи÷ные аспекты анаëиза вероятностных ха-

рактеристик вреìени äо срыва сëежения в поäоб-
ных систеìах рассìатриваëисü в боëüøоì ÷исëе
работ, наприìер, в работах [1—8]. Характеристики

На основе марковской модели фазовой автоподстройки частоты проведено исследование апостериорных характеристик
входного широкополосного шума в процессе срыва слежения в аналоговой системе фазовой автоподстройки частоты. Пока-
зано, что срыв слежения вызван маловероятным событием — наличием продолжительного отрезка времени, на котором слу-
чайный процесс, описывающий шум, преимущественно сохраняет знак. Представлена математическая модель наиболее веро-
ятных траекторий процесса срыва слежения в аналоговых стохастических системах фазовой автоподстройки первого и вто-
рого порядков в виде обыкновенных дифференциальных уравнений относительно переменных состояния системы. Показана
эквивалентность подходов к нахождению наиболее вероятных траекторий срыва слежения на основе поиска максимума сов-
местной плотности распределения вероятностей координат точек траектории и решения вариационной задачи. Представ-
лена модель аномального шума, связанного с наличием срывов слежения. Предложена приближенная формула для описания
спектральной плотности мощности аномального шума. Исследован процесс срыва слежения в системе фазовой автоподст-
ройки с нелинейным звеном в петле обратной связи. Показано, что такие системы имеют улучшенные характеристики вре-
мени до срыва слежения по сравнению с традиционными. Предложено объяснение увеличения времени до срыва слежения при
использовании нелинейного элемента в петле обратной связи. Предложены подходы к выбору вида нелинейности. Приведены
данные для среднего времени до срыва слежения при различных видах нелинейности и параметрах системы автоподстройки.
Ключевые слова: фазовая автоподстройка частоты, срыв слежения, аномальный шум, фазовая ошибка, нелинейный элемент
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