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Динамическое программирование в задаче маршрутизации:
схема независимых вычислений

Введение

Настоящая работа явëяется проäоëжениеì ра-
боты [1]. В ней иссëеäуþтся вопросы построения
параëëеëüных аëãоритìов на основе схеìы незави-
сиìых вы÷исëений [2, 3]. Рассìатривается заäа÷а
курüера, т.е. заäа÷а коììивояжера (ЗК), осëожнен-
ная усëовияìи преäøествования; в теорети÷еской
÷асти äопускается также зависиìостü ìатриöы
стоиìостей от списка заäаний. Поäобная зависи-
ìостü ìожет возникатü при рассìотрении некото-
рых заäа÷, возникаþщих в атоìной энерãетике в
связи с соображенияìи ìиниìизаöии äозовой на-
ãрузки работников при выпоëнении иìи тоãо иëи
иноãо коìпëекса работ; сì. в связи с этиì работы
[4—6]. Отìетиì, ÷то зависиìостü стоиìостей пе-
реìещений от списка заäаний ìожет возникатü
также в заäа÷ах, связанных с ìаøиностроениеì;
иìеþтся в виäу вопросы управëения инструìен-
тоì при ëистовой резке äетаëей на ìаøинах с ЧПУ
[7—9]. Ввеäение в этих заäа÷ах упоìянутой зави-
сиìости ìожет бытü связано с у÷етоì техноëоãи-
÷еских оãрани÷ений (жесткости ëиста, тепëовых
äопусков) посреäствоì соответствуþщих øтрафов.
Как уже отìе÷аëосü, рассìатриваеìая заäа÷а

иìеет своиì прототипоì известнуþ NP-поëнуþ ЗК
(в анãëоязы÷ной ëитературе — TSP). В связи с ис-
сëеäованиеì ЗК отìетиì работы [10—15]; в ÷аст-
ности, в работах [14, 15] иссëеäоваëосü приìене-
ние äëя реøения ЗК ìетоäа äинаìи÷ескоãо про-
ãраììирования (ДП).
В настоящей работе испоëüзуется вариант ДП,

восхоäящий к работе [16] и не преäусìатриваþ-

щий построение поëноãо ìассива зна÷ений функ-
öии Беëëìана. Испоëüзуется схеìа независиìых
вы÷исëений сëоев äанной функöии, преäëоженная
в работах [2, 3], а также вариант äанной схеìы,
преäëоженный в работе [1]. В настоящей статüе по-
строен параëëеëüный аëãоритì вы÷исëения зна÷е-
ний функöии Беëëìана с приìенениеì супер-
коìпüþтера. Данный аëãоритì реаëизован на вы÷ис-
ëитеëüноì кëастере супервы÷исëитеëя "Уран",
провеäен вы÷исëитеëüный экспериìент, показываþ-
щий работоспособностü преäëаãаеìоãо аëãоритìа.

Обозначения общего характера

Ниже испоëüзуется станäартная теоретико-ìно-
жественная сиìвоëика (кванторы, связки; ∅ —
пустое ìножество). Сеìействоì называеì ìноже-
ство, все эëеìенты котороãо — ìножества (сеìей-
ство — ìножество, "составëенное" из ìножеств).
Есëи x и y — объекты, то {x; y} обозна÷аеì (еäин-
ственное) ìножество, соäержащее в ка÷естве своих
эëеìентов x, y и не соäержащее никаких äруãих
эëеìентов ({x; y} — неупоряäо÷енная пара объек-
тов x, y). Тоãäа, в ÷астности, äëя произвоëüноãо
объекта z в виäе {z}  {z; z} иìееì оäноэëеìентное
ìножество (синãëетон), соäержащее z. Кажäое ìно-
жество явëяется объектоì. С у÷етоì этоãо, сëеäуя
работе [17, с. 67], äëя произвоëüных объектов a и b
обозна÷аеì (a, b) упоряäо÷еннуþ пару (УП) упо-
ìянутых объектов: (a, b)  {{a}; {a, b}}. Есëи же z —
какая-ëибо УП, то pr1(z) и pr2(z) обозна÷аеì соот-
ветственно первый и второй эëеìенты УП z, оäно-
зна÷но опреäеëяеìые усëовиеì z = (pr1(z), pr2(z)).

Рассматривается реализация схемы независимых вычислений для решения маршрутной задачи с условиями предшествования
и (в теоретической части) с функциями стоимости, зависящими от списка заданий. Используется метод динамического про-
граммирования. Отдельно рассматривается параллельный алгоритм определения значения задачи (глобальный экстремум) и
алгоритм "полного" решения, включающего построение оптимального маршрута. Последний алгоритм реализован на супервы-
числителе "Уран" при использовании (конечной) системы узлов, каждый из которых является совокупностью нескольких про-
цессоров. В свою очередь, вся совокупность узлов образует вычислительный кластер. Допускается возможность вычисления не-
которых значений функции Беллмана разными процессорами.
Ключевые слова: динамическое программирование, маршрут, условия предшествования, существенные списки (заданий),
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Есëи H — ìножество, то P(H) и P ′(H) обозна÷аеì
соответственно сеìейства всех и всех непустых поä-
ìножеств (п/ì) H; Fin(H) обозна÷аеì сеìейство всех
коне÷ных ìножеств из P′(H) (Fin(H) естü, сëеäова-
теëüно, сеìейство всех непустых коне÷ных п/ì H).
Как обы÷но [18, с. 17] опреäеëяеì трипëеты,

"составëенные" из произвоëüных объектов: есëи
a, b и c — объекты, то (a, b, c)  ((a, b), c). В связи
с этиì сëеäуеì также известноìу [18, с. 17] правиëу:
A Ѕ B Ѕ С  (A Ѕ B) Ѕ C äëя произвоëüных непус-
тых ìножеств A, B и C. Есëи, кроìе тоãо, D естü не-
пустое ìножество, ϕ — отображение, äействуþщие
из A Ѕ B Ѕ С в D (т.е. ϕ: A Ѕ B Ѕ С → D), x ∈ A Ѕ B
и y ∈ C, то опреäеëено зна÷ение ϕ(x, y) ∈ D ото-
бражения ϕ в то÷ке (x, y) ∈ A Ѕ B Ѕ С, äëя котороãо
также испоëüзуеì обозна÷ение ϕ(pr1(x), pr2(x), y).
Дëя произвоëüных непустых ìножеств ª и «

обозна÷аеì (Bi) [ª; «] ìножество всех биекöий
[19, с. 87] ìножества ª на ìножество «. Есëи Y и
Z — непустые ìножества, а ψ ∈ (Bi)[Y; Z], то обо-
зна÷аеì ψ–1 биекöиþ Z на Y, т.е. ψ–1 ∈ (Bi)[Z; Y],
обратнуþ по отноøениþ к ψ [19, с. 87]. Дëя каж-
äоãо непустоãо ìножества L в виäе (Bi)[L; L] иìееì
ìножество всех перестановок L [19, с. 87].
Обозна÷аеì § вещественнуþ пряìуþ с поëожи-

теëüной поëуосüþ

[0, ∞[  {ξ ∈ § | 0 m ξ}, £  {1; 2; ...} ∈ P ′(§),
£0  {0} ∪ £ = {0; 1; 2; ...} и

  {i ∈ £0 | (p m i) & (i m q)} ∀p ∈ £0 ∀q ∈ £0

(заìетиì, ÷то  = ø и  = {i ∈ £ | i m m} ≠ ø при
m ∈ £). Непустоìу коне÷ноìу ìножеству K сопос-
тавëяеì еãо ìощностü |K | ∈ £; тоãäа опреäеëено

ìножество  = {i ∈ £ | i m |K|} и непустое ìно-

жество (bi)|K |  (Bi)[ ; K] всех биекöий 
на K. Кроìе тоãо, поëаãаеì |ø|  0. Всþäу в äаëü-
нейøеì äëя кажäоãо непустоãо ìножества S обозна-
÷аеì R+[S] ìножество всех функöий из S в [0, ∞[.

1. Некоторые специальные обозначения;
постановка задачи

Фиксируеì ÷исëо N ∈ £, N l 2. Наøей öеëüþ
явëяется иссëеäование переìещений

0 → α(1) → ... → α(N), (1.1)

ãäе α — перестановка инäексов из . В äаëüней-
øеì упоìянутые перестановки иìенуеì ìарøру-
таìи. Поëаãаеì, ÷то выбор α ìожет бытü стеснен
äопоëнитеëüныìи оãрани÷енияìи (усëовияìи
преäøествования). В связи с этиì фиксируеì от-
ноøение

  ∈ P(  Ѕ ), (1.2)

опреäеëяþщее усëовия преäøествования. Итак,  
естü п/ì  Ѕ  (сëу÷ай   = ø из рассìотрения
не искëþ÷ается и соответствует отсутствиþ усëо-

вий преäøествования). Эëеìентаìи   (1.2) явëя-
þтся УП; есëи z ∈  , то буäеì усëовно иìеноватü

pr1(z) ∈  отправитеëеì, а pr2(z) ∈  — поëу-
÷атеëеì z; саìи же эëеìенты   называеì аäресны-
ìи параìи. Всþäу в äаëüнейøеì поëаãаеì, ÷то

∀ 0 ∈ P ′( ) ∃z0 ∈  0: pr1(z0) ≠ pr2(z) ∀z ∈  0.(1.3)

Тоãäа [16, ÷астü 2] в виäе

�  {α ∈ ¥ |∀z ∈  ∀t1 ∈  ∀t2 ∈ 

(z = (α(t1), α(t1))) ⇒ (t1 < t2)} = {α ∈ ¥ | α–1(pr1(z)) < 

< α–1(pr2(z)) ∀z ∈  } ∈ P ′(¥), (1.4)

ãäе (зäесü и ниже) ¥  (bi)[ ], иìееì ìножество
всех äопустиìых ìарøрутов (ДМ) в сìысëе усëо-
вий преäøествования, опреäеëяеìых посреäствоì
  (1.2). Итак, �, как и в работе [1], опреäеëяет ìно-
жество äопустиìых реøений форìуëируеìой ниже
заäа÷и.
Пустü N  P ′( ); эëеìенты N называеì ниже

спискаìи (заäаний). Поëаãаеì заäанныìи отобра-
жения

c ∈ R+[  Ѕ  Ѕ N], f ∈ R+[ ], (1.5)

у÷аствуþщие в форìировании аääитивноãо крите-
рия. Сëеäуя работе [1], ввеäеì аääитивный критерий
ка÷ества ìарøрутов. Итак, есëи α ∈ ¥, то [1, (1)]

Cα  c(0, α(1), ) + c(α(t), α(t + 1),

{α( j): j ∈ }) + f (α(N)). (1.6)

В ка÷естве основной рассìатриваеì заäа÷у

Cα → min, α ∈ �. (1.7)

Поскоëüку � — непустое коне÷ное ìножество
(сì. (1.4)), то заäа÷е (1.7) сопоставëяется зна÷ение
(экстреìуì)

V  minα ∈ �Cα, (1.8)

и непустое ìножество оптиìаëüных ДМ:

�opt  {α0 ∈ � |  = V } ∈ P ′(�). (1.9)

Наøей öеëüþ явëяется опреäеëение зна÷ения V
(1.8) и какоãо-ëибо эëеìента ìножества (1.9). Дëя
реøения заäа÷и (1.7) буäеì испоëüзоватü аппарат
ДП, äействуя в äухе работ [1, 16, 20, 21]. В сëеäуþ-
щеì разäеëе конструкöия реøения на основе ДП
изëаãается в краткой форìе.

2. Динамическое программирование, 1

Дëя испоëüзования аппарата ДП в заäа÷е с воз-
ìожныìи оãрани÷енияìи в виäе усëовий преäøест-
вования, опреäеëяеìых ìножествоì  , ìы прежäе
всеãо осуществëяеì реäукöиþ соответствуþщих
оãрани÷ений [16, § 4.9]: äопустиìостü по преä-

p q,

1 0, 1 m,

1 K,

1 K, 1 K,

1 N,

1 N, 1 N,

1 N, 1 N,

1 N, 1 N,

1 N, 1 N,

1 N,

1 N,

0 N, 1 N, 1 N,

1 N,  
t 1=

N 1–

∑

t 1+ N,

Cα0
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øествованиþ заìеняется äопустиìостüþ по вы-
÷еркиваниþ. С этой öеëüþ ввеäеì в рассìотрение
оператор вы÷еркивания I, äействуþщий в ìноже-
стве (а, то÷нее, в сеìействе) N по правиëу

I(K)  K\{pr2(z): z ∈ Ξ[K]}, (2.1)

ãäе Ξ[K]  {z ∈   | (pr1(z) ∈ K) & (pr2(z) ∈ K)} при
K ∈ N. В терìинах (2.1) ввоäятся ÷асти÷ные (вооб-
ще ãоворя) ìарøруты, äопустиìые по вы÷еркива-
ниþ: поëаãаеì, ÷то (сì. [1, разäеë 2], [16, § 4.9])

(I – bi)[K]  {α ∈ (bi)[K] | α(s) ∈

∈ I({α(t): t ∈ })∀s ∈ }∀K ∈ N. (2.2)

В соотноøении (2.2) иìееì ìножество всех ДМ
посещения "ãороäов" с инäексаìи из K. Соãëасно
работе [16, преäëожения 2.2.2, 2.2.3] (при усëовии
(1.3)) (I – bi)[K] ≠ ø ∀K ∈ N. Стаëо бытü, соотно-
øение (2.2) опреäеëяет всякий раз непустое коне÷-
ное ìножество, при÷еì

� = (I – bi)[ ] = {α ∈ ¥ | (α(1) ∈ I( )) &

& (α(k) ∈ I( \{α(t): t ∈ }) ∀k ∈ )}(2.3)

(иìеется в виäу сëу÷ай K = ). Посреäствоì (2.2)
ввоäиì соответствуþщие ÷асти÷ные заäа÷и: при

s ∈  и K ∈ N со свойствоì |K | l 2 рассìатриваеì
заäа÷у

c(s, α(1), K) + c(α(t), α(t + 1), {α( j): j ∈

∈ }) + f (α(|K |)) → min, α ∈ (I – bi)[K].(2.4)

Кажäой заäа÷е (2.4) сопоставëяется зна÷ение
v(s, K) и непустое ìножество оптиìаëüных ДМ.

Итак, есëи k ∈  и K ∈ N, |K | l 2, то

v(k, K)  [c(k, α(1), K) + c(α(t), 

α(t + 1), {α( j): j ∈ }) + f (α(|K |))] ∈ [0, ∞[.(2.5)

Есëи же K ∈ N и |K | = 1, то ∃!j ∈ : K = { j}.
Поэтоìу при K ∈ N со свойствоì |K | = 1 ìы äëя

кажäоãо k ∈  поëаãаеì, ÷то

v(k, K)  c(k, r, {r}) + f (r), (2.6)

ãäе r ∈  таково, ÷то K ∈ {r} (инäекс r опреäе-
ëяется по K еäинственныì образоì). Такиì обра-
зоì, посреäствоì соотноøения (2.6) опреäеëены

все зна÷ения v(s, {t}), t ∈ . Отìетиì, оäнако, ÷то
в заäа÷е, осëожненной усëовияìи преäøествова-
ния, в посëеäнеì сëу÷ае ìожно буäет искëþ÷атü из
рассìотрения ситуаöии, коãäа t = pr1(z) при неко-
тороì выборе УП z ∈  .

Как обы÷но [1, 16, 20, 21], поëаãаеì также, ÷то

v(s, ø)  f (s) ∀s ∈ . (2.7)

При s ∈  ввеäеì в рассìотрение сеìейство
Ns  {K ∈ N|s = |K |}. Тоãäа  естü объеäинение всех

ìножеств Ns, s ∈ .

При k ∈ , l ∈  и K ∈ Nl зна÷ение v(k, K)
опреäеëяется посреäствоì (2.5). Есëи же l = 1 и

K ∈ Nl, то при k ∈  зна÷ение v(k, K) опреäеëя-
ется соотноøениеì (2.6), ãäе r соответствует K в
сìысëе равенства K = {r}.
Поëаãаеì зäесü и ниже, ÷то N  N U {ø}, поëу-

÷ая, коне÷но, равенство

N = Ns  U {ø}. (2.8)

Теперü зна÷ения v(s, K) опреäеëены (сì. (2.7),

(2.8)) при s ∈  и K ∈ N.
Иныìи сëоваìи, опреäеëена функöия

v ∈ R+[  Ѕ N], (2.9)

иìенуеìая ниже функöией Беëëìана.
Из общих резуëüтатов [20, 21] вытекает [1, с. 234]

уравнение Беëëìана

v(s, K) = [c(s, j, K) + v( j, K \{ j})]

∀s ∈ , ∀K ∈ N. (2.10)

Из соотноøений (1.6), (1.8), (2.3) и (2.5) выте-
кает важное равенство

V = v(0, ) =

= [c(0, j, ) + v( j, \{ j })]. (2.11)

Поэтоìу построеннуþ систеìу ÷асти÷ных заäа÷
ìожно рассìатриватü как расøирение основной
заäа÷и (1.7).

3. Динамическое программирование, 2

В настоящеì разäеëе изëаãается ìоäификаöия
схеìы, преäëоженной в работе [16, § 4.9] (сì. также
боëее позäние варианты в работах [1, 20, 21]). Ре÷ü
иäет о тоì, ÷тобы (при усëовиях преäøествования)
испоëüзоватü тоëüко "÷астü" ìассива зна÷ений функ-
öии Беëëìана, а потоìу при реаëизаöии ДП ока-
зывается возìожныì оãрани÷итüся этой "÷астüþ".
Сна÷аëа ввеäеì в рассìотрение так называеìые
существенные списки заäаний в виäе эëеìентов
сеìейства

�  {K ∈ N|∀z ∈  (pr1(z) ∈ K) ⇒ (pr2(z) ∈ K)}.(3.1)

Кроìе тоãо, поëаãаеì, ÷то �s  {K ∈ � | s = |K |}

∀ s ∈ . Тоãäа в виäе {�1; ...; �N} иìееì разбие-
ние � (3.1) в коне÷нуþ суììу сеìейств. Леãко

s K, 1 K,

1 N, 1 N,

1 N, 1 k 1–, 2 N,

1 N,

0 N,

t 1=

K 1–

∑

t 1+ K,

0 N,

min
α ∈ (I – bi)[K] t 1=

K 1–

∑

t 1+ K,

1 N,

0 N,

1 N,

1 N,

0 N,

0 N,

1 N,

0 N, 2 N,

0 N,

 U 
⎝
⎜
⎛ N

s = 1 ⎠
⎟
⎞

0 N,

0 N,

min
j I K( )∈

0 N,

1 N,

min
j I 1 N,( )∈

1 N, 1 N,
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виäетü, ÷то �N = { } (синãëетон, соäержащий

ìножество ).

Кроìе тоãо,

�1 = {{t}: t ∈ \ 1}, (3.2)

ãäе  1  {pr1(z): z ∈  }. Наконеö [20, 21],

�s – 1 = {K\{t}: K ∈ �s, t ∈ I(K)} ∀s ∈ . (3.3)

Свойства (3.2), (3.3) естественно связатü с ре-
куррентной проöеäурой

�N → �N – 1 → ... → �1, (3.4)

у которой сеìейства �1 и �N быëи указаны выøе.
В терìинах сеìейств �1, ..., �N опреäеëяþтся сëои
пространства позиöий, обозна÷енные äаëее D0, D1,
..., DN. При этоì

D0  {(s, ø): s ∈ \ 1}, DN  {(0, )}; (3.5)

DN естü синãëетон, соäержащий УП (0, ).
Есëи же s ∈ , то äëя построения Ds наì

потребуþтся некоторые вспоìоãатеëüные поня-
тия, а иìенно, при K ∈ �s посëеäоватеëüно опре-
äеëяеì ìножества

Js(K)  { j ∈ \K | K U { j} ∈ �s + 1},
�s[K]  {( j, K): j ∈ Js(K)}; (3.6)

в терìинах ìножеств (3.6) сëой Ds опреäеëяется
сëеäуþщиì образоì:

Ds  �s[K] ∈ P ′(  Ѕ �s). (3.7)

Кажäое ìножество (3.7) не пусто [16, § 4.9].
Итак, опреäеëены непустые ìножества D0, D1, ..., DN,

äëя которых Ds ⊂  Ѕ N ∀s ∈ .

С у÷етоì этоãо (сì. также (2.9)) äëя кажäоãо из
сëоев опреäеëено сужение функöии Беëëìана на
äанный сëой. Итак, поëаãаеì при s ∈ , ÷то

vs ∈ R+[Ds] (3.8)

естü такая функöия, ÷то

vs(x, K) = v(x, K) ∀ (x, K) ∈ Ds. (3.9)

Функöии (3.8), (3.9) называеì сëояìи функöии
Беëëìана, т.е. сëояìи функöии (2.9). Дëя постро-
ения рекуррентной проöеäуры, äоставëяþщей
кортеж (v0, v1, ..., vN), напоìниì известное [1, (6);
16, преäëожение 4.9.4] свойство:

(t, K\{t}) ∈ Ds – 1

∀s ∈  ∀(l, K) ∈ Ds ∀t ∈ I(K). (3.10)

С у÷етоì (3.8), (3.10) поëу÷аеì теперü, ÷то при
s ∈ , (l, K) ∈ Ds, t ∈ I(K) опреäеëено зна÷ение

vs – 1(t, K \{t}) ∈ [0, ∞[ функöии vs – 1 в "то÷ке"
(t, K \{t}). Боëее тоãо (сì. [1, преäëожение 2]) при
s ∈  преобразование функöии vs – 1 в vs опре-
äеëяется соотноøенияìи

vs(l, K) = [c(l, t, K) +

+ vs – 1(t, K \{t})] ∀(l, K) ∈ Ds. (3.11)

Отìетиì конкретизаöиþ (3.11) äëя сëу÷ая s = 1.
Иныìи сëоваìи, рассìотриì преобразование
v0 ∈ R+[D0] в v1 ∈ R+[D1]. Дëя этоãо прежäе всеãо
отìетиì, ÷то соãëасно (3.5) и (3.8) v0 поëностüþ оп-
реäеëяется зна÷енияìи f(s) = v0(s, ø), ãäе s ∈ \ 1.
Иныìи сëоваìи, v0 естü функöия

(s, ø) → f (s): D0 → [0, ∞[. (3.12)

Даëее, соãëасно (3.6) ìы при K ∈ �1 иìееì ра-
венство

J1(K) = { j ∈ \K | K U { j} ∈ �2}. (3.13)

Из соотноøений (3.2), (3.13) сëеäует теперü,
÷то при t ∈ \ 1 опреäеëено ìножество J1({t}),
при÷еì

J1({t}) = { j ∈ \{t} | {t; j} ∈ �2}. (3.14)

С у÷етоì (3.2) и (3.6) иìееì также, ÷то при
t ∈ \ 1 опреäеëено ìножество �1[{t}], при÷еì

�1[{t}] = {( j, {t}): j ∈ J1({t})}. (3.15)

Из соотноøений (3.2), (3.7), (3.14) и (3.15) вы-
текает, ÷то

D1 = �1[K] = �1[{t}] =

= {( j, {t}): j ∈ J1({t})} =

= {( j, {t}): t ∈ \ 1, j ∈ J1({t})}. (3.16)

Вìесте с теì, соãëасно (3.10) ( j,K\{ j})∈D0∀(l, K) ∈
∈ D1 ∀j ∈ I(K). При этоì, оäнако, соãëасно (3.7)

D1 ⊂  Ѕ �1, а потоìу при (l, K) ∈ D1 непреìен-

но K ∈ �1, т.е. (сì. (3.2)) K = {t} при t ∈ \ 1,

а тоãäа I(K) = I({t}) = {t} ( сì. [22, заìе÷ание 3.2]).
Возвращаясü к (3.11), заìетиì, ÷то

v1(l, K) = [c(l, t, K) +

+ v0(t, K\{t})] ∀(l, K) ∈ D1. (3.17)

С у÷етоì (3.16) функöия v1 поëностüþ опреäе-
ëяется зна÷енияìи

v1( j, {s}), s ∈ \ 1, j ∈ J1({s}).

1 N,

1 N,

1 N,

2 N,

1 N, 1 N,

1 N,
1 N 1–,

1 N,

U
K ∈ �s

1 N,

0 N, 0 N,

0 N,

1 N,

1 N,

1 N,

min
t ∈ I(K)

1 N,

1 N,

1 N,

1 N,

1 N,

U
K ∈ �1

 
t 1 N, \ ∈  1
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min
t ∈ I(K)
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Как сëеäствие из соотноøения (3.17) иìееì при
s ∈ \ 1 и j ∈ J1({s}), ÷то

v1( j, {s}) = [c( j, t, {s}) + v0(t, {s}\{t})] =

= [c( j, t, {s}) + v0(t, {s}\{t})] =

= c( j, s, {s}) + v0(s, ø) = c( j, s, {s}) + f (s). (3.18)

В сиëу (3.16) иìееì, ÷то посреäствоì (3.18) поë-
ностüþ опреäеëена функöия v1. Итак, у нас поëно-
стüþ и äостато÷но просто опреäеëены функöии v0
и v1. Даëüнейøее построение, т.е. опреäеëение функ-
öий v2, ..., vN, осуществëяется по правиëу (3.11).
Заìетиì, ÷то соãëасно (2.11), (3.5), (3.9)

V = vN(0, ), (3.19)

ãäе vN опреäеëяется на финаëüноì этапе рекур-
рентной проöеäуры

v0 → v1 → ... → vN,

в основе которой нахоäится преобразование (3.11).
Посëе этоãо, сëеäуя работе [1, разäеë 4], ìы кон-
струируеì оптиìаëüный ìарøрут. В öеëях поëноты
изëожения привеäеì äаннуþ проöеäуру постро-
ения оптиìаëüноãо ìарøрута.
Сна÷аëа заìетиì, ÷то в сиëу (3.11) и (3.19)

V = [c(0, t, ) + vN – 1(t, \{t})] (3.20)

(ìы испоëüзуеì (3.11) при s = N, l = 0, K = ).

С у÷етоì (3.20) выбираеì �1 ∈ I( ) так, ÷то при
этоì

V = c(0, �1, ) + vN – 1(�1, \{�1}). (3.21)

Отìетиì при этоì, ÷то соãëасно (3.10)

(�1, \{�1}) ∈ DN – 1, (3.22)

а потоìу vN – 1(�1, \{�1}) опреäеëено корректно.
Соãëасно (3.10) иìееì

(t, ( \{�1})\{t}) ∈ DN – 2 (3.23)

при t ∈ I( \{�1}), а потоìу äëя äанноãо сëу÷ая
опреäеëено

vN – 2(t, \{�1; t}) ∈ [0, ∞[.

С у÷етоì (3.11) и (3.22) иìееì теперü, ÷то

vN – 1(�1, \{�1}) =

= [c(�1, t, \{�1}) +

+ vN – 2(t, \{�1, t})]. (3.24)

Испоëüзуя соотноøение (3.24), выбереì �2 ∈
∈ I( \{�1}) так, ÷то

vN – 1(�1, \{�1}) =

= c(�1, �2, \{�1}) + vN – 2(�2, \{�1, �2}).(3.25)

Вìесте с теì, из (3.23) сëеäует, ÷то

(�2, \{�1, �2}) ∈ DN – 2, (3.26)

и тоãäа соãëасно (3.9) опреäеëено зна÷ение

vN – 2(�2, \{�1; �2}) ∈ [0, ∞[. По выбору �1 и �2
иìееì, ÷то �1 ∈ , �2 ∈ , �1 ≠ �2.
Теперü поäставиì выражение (3.25) в соотно-

øение (3.21).
Тоãäа

V = c(0, �1, ) + c(�1, �2, \{�1}) +

+ vN – 2(�2, \{�1, �2}). (3.27)

Заìе÷ание 3.1. Пустü N = 2. Тоãäа из (3.27) вы-
текает, ÷то

V = c(0, �1, ) +

+ c(�1, �2, \{�1}) + v0(�2, ø). (3.28)

Соãëасно (3.26) (�2, ø) ∈ D0, а поэтоìу в сиëу
(3.5) �2 ∈ \ 1.
Тоãäа соãëасно (3.12) v0(�2, ø) = f (�2), и в сиëу

(3.28) иìееì равенство

V = c(0, �1, ) + c(�1, �2, {�2}) + f (�2). (3.29)

Отìетиì, ÷то в наøеì сëу÷ае (N = 2)

J  (�t)  ∈ ¥,

а поэтоìу соãëасно (1.6) и (3.29)

CJ = c(0, �1, ) + c(�1, �2, {�2}) + f(�2) = V. (3.30)

Соãëасно (2.3) иìееì в наøеì сëу÷ае, ÷то

� = {α ∈ ¥ | (α(1) ∈ I( )) &

& (α(2) ∈ I( \{α(1)})}. (3.31)

Заìетиì, ÷то по выбору �1 (в наøеì сëу÷ае N = 2)
�1 ∈ I( ).
Вìесте с теì, по выбору �2, �2 ∈ I( \{�1}).
Поскоëüку J ∈ ¥, J(1) = �1 и J(2) = �2, иìееì из

(3.31), ÷то

J ∈ �. (3.32)

Тоãäа из соотноøений (1.9), (3.30) и (3.32) по-
ëу÷аеì, ÷то J ∈ �opt, ÷.т.ä. 
Есëи N > 2, то проöеäуру посëеäоватеëüноãо ре-

øения ëокаëüных заäа÷, поäобных (3.21) и (3.25),
сëеäует проäоëжатü впëотü äо ис÷ерпывания всеãо
списка. В резуëüтате буäет построен ДМ η =
= (�t)  ∈ � со свойствоì Cη = V (сì. (1.8)), ÷то

озна÷ает оптиìаëüностü ìарøрута η: η ∈ �opt.
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4. Элементы параллельной структуры

В настоящеì разäеëе изëаãается теорети÷еская
конструкöия, восхоäящая к [2—3, 22] (сì. также
боëее ÷астный вариант в работе [1]). В связи с этиì
напоìниì, ÷то (сì. (3.3))

�N – 1 = { \{t}: t ∈ I( )}. (4.1)

С у÷етоì свойства � ≠ ø и [16, преäëожение 4.9.2]
поëу÷аеì, ÷то �N – 1 ≠ ø; эëеìентаìи (4.1) явëяþт-
ся ìножества K ∈ � такие, ÷то |K | = N – 1. Заìетиì,
÷то в (3.20) испоëüзуþтся зна÷ения vN – 1 в пози-
öиях из DN – 1, у которых вторыì эëеìентоì явëя-
ется всякий раз ìножество из сеìейства (4.1).
С этой то÷ки зрения наибоëее важныì преäстав-
ëяется построение функöии

vN – 1: DN – 1 → [0, ∞[. (4.2)

(сì. (3.8)). При этоì, соãëасно (3.6) äëя K ∈ �N – 1

JN – 1(K) = { j ∈ \K | K U { j} ∈ �N} =

= { j ∈ \K | K U { j} = } = \K; (4.3)

�N – 1[K] =

= {( j, K): j ∈ JN – 1(K)} ∈ P ′(  Ѕ �N – 1). (4.4)

Наконеö, из (3.7) вытекает, ÷то

DN – 1 = �N – 1[K]. (4.5)

У÷теì (4.1). Тоãäа из (4.3) и (4.4) поëу÷аеì при

t ∈ I( ), ÷то \{t} ∈ �N – 1, и опреäеëены ìно-
жества

JN – 1( \{t}) = \( \{t}) = {t},

�N – 1[ \{t}] =

= {( j, \{t}): j ∈ JN – 1( \{t})} =

= {(t, \{t})}. (4.6)

Наконеö, из (4.1) и (4.5) поëу÷аеì, ÷то

DN – 1 = �N – 1[ \{t}] =

= {(t, \{t})} =

= {(t, \{t}): t ∈ I( )} (4.7)

(сì. [1, (17)]). Из (3.20) и (4.7) сëеäует, ÷то ãëобаëü-
ный экстреìуì поëностüþ опреäеëяется зна÷ения-

ìи vN – 1(t, \{t}), t ∈ I( ), в совокупности ре-
аëизуþщиìи функöиþ vN – 1. Выражение (3.20) бу-
äеì рассìатриватü в ка÷естве оконе÷ноãо äëя
схеìы независиìых вы÷исëений, изëаãаеìой ниже.
Вспомогательные области достижимости. Всþäу

в äаëüнейøеì поëаãаеì, ÷то N l 3. При этоì усëо-
вии, сëеäуя работаì [2, 3, 22], рассìотриì вспоìо-
ãатеëüные проöессы с äискретныì вреìенеì, фа-

зовое пространство которых составëяþт всевоз-
ìожные списки заäаний.
Есëи K ∈ �N – 1 (т.е. K = \{t}, ãäе t ∈ I( )),

то T[K] обозна÷иì ìножество всех таких кортежей

(Ki) :  → �, (4.8)

÷то

(K0 = K) & (Kt = Kt – 1\{s} ∀t ∈

∈  ∀s ∈ I(Kt – 1)). (4.9)

Иныìи сëоваìи, на÷аëüноìу состояниþ K ìы
сопоставиì пу÷ок траекторий (4.8), кажäая из ко-
торых иìеет äинаìику, опреäеëяеìуþ в (4.9). По-
сëеäнее ìожно связатü с разностныìи вкëþ÷ения-
ìи: поëаãая при P ∈ �, ÷то K[P]  {P \{s}: s ∈ I(P)},
ìы рассìатриваеì траектории (4.8), отве÷аþщие
на÷аëüноìу усëовиþ K0 = K и вкëþ÷енияì

Kt ∈ K[Kt – 1], t ∈ . (4.10)

Напоìниì, ÷то K ∈ �N – 1 у нас зафиксировано;
T [K] естü ìножество всех реøений вкëþ÷ения
(4.10), ãäе K0 = K.
С проöессаìи (4.9), (4.10) естественно связыва-

þтся обëасти äостижиìости (ОД) в коне÷ный и
проìежуто÷ные "ìоìенты вреìени": есëи K ∈ �N – 1

и t ∈ , то

[K; t]  {Kt : (Ki)  ∈ T [K]} ∈ P(�). (4.11)

В работе [3, преäëожение 12] установëено, ÷то

�N – (t + 1) = [K; t] =

= [ \{ j}; t] ∀t ∈ . (4.12)

Заìетиì в связи с (4.11) и (4.12), ÷то [K; 0] = {K}

и [K; N – 2] ⊂ �1 при K ∈ �N – 1. Разуìеется, в

сиëу (4.1) посëеäнее озна÷ает, ÷то при j ∈ I( )

[ \{ j}; 0] = { \{ j}},

[ \{ j}; N – 2] ⊂ �1. (4.13)

При этоì [1—3, 22] в усëовиях фиксированноãо
списка K ∈ �N – 1 систеìа ОД поä÷иняется сëе-

äуþщей рекуррентной проöеäуре: [K; 0] = K и

при t ∈ 

[K; t + 1] = {P\{s}: P ∈ [K; t], s ∈ I(P)}. (4.14)

Данная проöеäура позвоëяет наì построитü при
заäанноì на÷аëüноì усëовии K ∈ �N – 1 всþ сис-
теìу ОД äëя наøих вспоìоãатеëüных проöессов:

( [K; 0] = K) → [K; 1] → ... → [K; N – 2].(4.15)
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С у÷етоì (4.1) поëу÷аеì, ÷то (4.15) опреäеëяет
при фиксаöии j ∈ I( ) систеìу ОД

( [ \{ j}; t]) .

С у÷етоì (4.1) ìы, сëеäоватеëüно, поëу÷аеì, ÷то при

j ∈ I( ) иìеет ìесто [ \{ j}; 0] = { \{ j}}

и, кроìе тоãо, при t ∈ 

[ \{ j}; t + 1] =

= {P \{s}: P ∈ [ \{ j}; t]), s ∈ I(P)}. (4.16)

Такиì образоì реаëизуется поøаãовая проöеäура

( [ \{ j}; 0] = { \{ j}}) → [ \{ j}; 1] → ... 

... → [ \{ j}; N – 2]. (4.17)

5. Представление слоев пространства позиций

Напоìниì, ÷то при s ∈  и K ∈ �s опреäеëено

ìножество �s[K] ∈ P′(  Ѕ �s). Данные ìножества
усëовиìся иìеноватü кëеткаìи пространства пози-
öий. С поìощüþ кëеток уäается [2, 3] построитü не-
которые новые сëои пространства позиöий. В связи

с этиì напоìниì, ÷то при s ∈ , K ∈ �N – 1 и

H ∈ [K; N – (s + 1)] (отìетиì, ÷то N – (s + 1) ∈

∈ ) �s[H] ⊂ Ds. Как сëеäствие при s ∈ 
и K ∈ �N – 1 опреäеëено (сì. [1, (28)])

Ds[K]  �s[H] ∈ P ′(Ds). (5.1)

С у÷етоì (4.1) и (5.1) поëу÷аеì, как сëеäствие,

при s ∈  и j ∈ I( ), ÷то

Ds[ \{ j}] =

= �s[H] ∈ P ′(Ds). (5.2)

В сиëу [3, преäëожение 17] иìееì теперü

Ds = Ds[K] =

= Ds[ \{ j}] ∀s ∈ . (5.3)

Случай s = 1. Отäеëüно рассìотриì вариант, от-
ве÷аþщий сëу÷аþ s = 1. В связи с этиì напоìниì,
÷то соãëасно (3.16)

D1 = {(k, {t}): t ∈ \ 1, k ∈ J1({t})}. (5.4)

Вìесте с теì из (4.12) вытекает, ÷то при K ∈ �N – 1

[K; N – 2] ⊂ �1, (5.4’)

и при этоì [K; N – 2] ≠ ø. Из (5.1) вытекает (как
÷астный сëу÷ай), ÷то при K ∈ �N – 1

D1[K] = �1[H] ∈ P ′(D1), (5.5)

ãäе соãëасно (5.4’) при всякоì выборе � ∈ [K; N – 2]

äëя некотороãо t ∈ \ 1

� = {t}. (5.6)

В интересах конкретизаöии инäекса t в (5.6)
ввеäеì [1, (36)] в рассìотрение при K ∈ �N – 1

¢0[K]  {h ∈ \ 1|{h} ∈ [K; N – 2]}. (5.7)

Из (5.5)—(5.7) вытекает, ÷то

D1[K] = �1[{h}], (5.8)

ãäе [1, преäëожение 6.1]

[K; N – 2] = {{h}: h ∈ ¢0[K]}. (5.9)

Заìетиì, ÷то ìножества ¢0[K], K ∈ �N – 1, оп-
реäеëяþтся всякий раз посëе испоëнения рекур-
рентной проöеäуры (4.15).
Заìетиì с у÷етоì (3.2) и (5.4’), ÷то

∀K ∈ �N – 1 ∀P ∈ [K; N – 2]

∃ h ∈ \ 1: P = {h}. (5.10)

С у÷етоì (5.7) и (5.10) поëу÷аеì, ÷то

∀K ∈ �N – 1 ∀P ∈ [K; N – 2]
∃ h ∈ ¢0[K]: P = {h}. (5.11)

Замечание 5.1. В саìоì äеëе, пустü K ∈ �N – 1

и P ∈ [K; N – 2]. Испоëüзуя (5.10), поäбереì

p ∈ \ 1 так, ÷то P = {p}. Тоãäа по выбору P

иìееì, ÷то {p} ∈ [K; N – 2]. Итак,

p ∈ \ 1: {p} ∈ [K; N – 2]. (5.12)

Из (5.7) и (5.12) вытекает, ÷то p ∈ ¢0[K], ÷еì и
заверøается проверка (5.11). 
С у÷етоì [1, преäëожение 6.1] иìееì, ÷то (сì. (5.9))

[K; N – 2] = {{h}: h ∈ ¢0[K]} ∀K ∈ �N – 1. (5.13)

В своþ о÷ереäü, из (5.5) и (5.13) вытекает свойство

D1[K] = �1[{h}], ∀K ∈ �N – 1. (5.14)

Из (3.14) и (5.7) поëу÷аеì, оäнако, ÷то

J1({t}) =

={ j∈ \{t} |{t; j}∈�2}∀K∈�N –1∀t∈¢0[K]. (5.15)
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В своþ о÷ереäü, из (3.15) вытекает, ÷то (сì. (5.7))

�1[{t}] = {( j, {t}): j ∈ J1({t})}
∀ K ∈ �N – 1 ∀t ∈ ¢0[K]. (5.16)

Из (5.14) и (5.16) вытекает сëеäуþщее поëоже-
ние (сì. (5.15)):

D1[K] = {( j, {h}): j ∈ J1({h})} =

= {( j, {h}): h ∈ ¢0[K], j ∈ J1({h})} ∀K ∈ �N – 1. (5.17)

Вернеìся к соотноøениþ (5.1). С у÷етоì (3.8)
и (5.1) корректно опреäеëяется при s ∈  и
K ∈ �N – 1 функöия

Ws[K] ∈ R+[Ds[K]] (5.18)

посреäствоì сëеäуþщеãо правиëа:

Ws[K]( j, P)  vs( j, P) ∀ ( j, P) ∈ Ds[K]. (5.19)

Тоãäа, в ÷астности, из (3.9) и (5.19) сëеäует, ÷то

Ws[K]( j, P) =

=v( j,P)∀s∈ ∀K∈�N – 1 ∀( j, P) ∈ Ds[K].(5.20)

В ÷астности, посреäствоì (5.19), (5.20) при
K ∈ �N – 1 опреäеëена функöия W1[K].
Соãëасно (5.19) и (5.20) иìееì

W1[K]( j, P) = v1( j, P) = v( j, P) ∀( j, P) ∈ D1[K].(5.21)

С у÷етоì (5.17) и (5.21) поëу÷аеì при K ∈ �N – 1,
÷то функöия

W1[K] ∈ ℜ+[D1[K]] (5.21’)

поëностüþ опреäеëяется зна÷енияìи

W1[K]( j, {h}) ∈ [0, ∞[, h ∈ ¢0[K], j ∈ J1({h}).

При опреäеëении äанных зна÷ений иìеет
сìысë у÷итыватü (3.18). Дëя этоãо заìетиì, ÷то со-
ãëасно (5.7)

¢0[K] ⊂ \ 1 ∀K ∈ �N – 1. (5.22)

Тоãäа из (3.18), (5.21) и (5.22) вытекает, ÷то

W1[K]( j, {h}) = v1( j, {h}) =
c( j, h, {h}) + f (h) ∀K ∈ �N – 1

∀h ∈ ¢0[K] ∀j ∈ J1({h}). (5.23)

Из (5.17), (5.21’) и (5.23) вытекает, ÷то функöии
W1[K] при K ∈ �N – 1 построены (у÷итываеì (5.22),
(5.7), (3.14)).
Рассìотриì теперü вопросы, связанные с пре-

образованияìи

Wt[K] → Wt + 1[K], K ∈ �N – 1, t ∈ . (5.23’)

Дëя этоãо заìетиì, прежäе всеãо, ÷то соãëасно
работе [22, преäëожение 9.1]

(s, Q\{s}) ∈ Dt[K] ∀K ∈ �N – 1 ∀t ∈

∈  ∀ (x, Q) ∈ Dt + 1[K]

∀s ∈ I(Q). (5.24)

Из (5.18) и (5.24) вытекает, в ÷астности, ÷то при

K ∈ �N – 1, t ∈ , (v, Q) ∈ Dt + 1[K] и s ∈ I(Q)
опреäеëено

Wt[K](s, Q\{s}) ∈ [0, ∞[.

Как сëеäствие, при K ∈ �N – 1, t ∈  и
(v, Q) ∈ Dt + 1[K] опреäеëено зна÷ение

mins ∈ I(Q)[c(v, s, Q) + Wt[K](s, Q\{s})] ∈ [0, ∞[.

Соãëасно работе [22, (10.17)] иìееì (сì. также
конкретизированный äëя рассìатриваеìоãо ÷аст-
ноãо сëу÷ая вариант [1, преäëожение 6.3]), ÷то

Wt + 1[K](v, Q) =

= (c(v, s, Q) + Wt[K](s, Q\{s})]

∀K ∈ �N – 1 ∀t ∈  ∀ (v, Q) ∈ Dt + 1[K]. (5.25)

Посреäствоì (5.23), (5.25) при кажäоì K ∈ �N – 1
реаëизуется сëеäуþщая рекуррентная проöеäура:

W1[K] → W2[K] → ... → WN – 1[K]. (5.26)

Действитеëüно, W1[K] опреäеëяется посреä-
ствоì (5.23), а преобразование (5.23’) опреäеëяется
посреäствоì (5.25). Отìетиì, ÷то (5.26) ìожно с
у÷етоì (4.1) рассìатриватü как проöеäуру

W1[ \{ j}] → W2[ \{ j}] → ...

... → WN – 1[ \{ j}], (5.27)

ãäе j ∈ I( ). В виäе (5.26), (5.27) иìееì всякий раз
проöеäуру, ëокаëизованнуþ äëя испоëüзования то-
ãо иëи иноãо проöессора.
Вернеìся к построениþ сëоев v1, ..., vN – 1. Испоëü-

зуя проöеäуру (5.26), ìы при кажäоì s ∈ 
поëу÷аеì ìножества Ds[K], K ∈ �N – 1, которые в
объеäинении реаëизуþт Ds (сì. (5.3)); на кажäоì
из этих ìножеств опреäеëена (посëе реаëизаöии
проöеäуры (5.26)) соответствуþщая функöия Ws[K].

Теперü (при s ∈ ) построение сëоя vs функ-
öии Беëëìана осуществëяется по сëеäуþщеìу пра-
виëу: есëи ( j, Q) ∈ Ds, то испоëüзуя (5.3), поäбира-

еì ëþбое ìножество  ∈ �N – 1, äëя котороãо

( j, Q) ∈ Ds[ ], (5.28)

(такое ìножество  существует в сиëу (5.3)), посëе
÷еãо, сëеäуя (5.19), поëаãаеì

vs( j, Q) = Ws[ ]( j, Q). (5.29)

Итак, vs конструируется посреäствоì скëеива-
ния функöий

Ws[K], K ∈ �N – 1.
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Данная схеìа построения v1, ..., vN – 1 ìожет бытü
реаëизована и в терìинах рекуррентной проöеäуры
(5.27). Зäесü этап (5.28), (5.29) сëеäует осуществëятü

в терìинах поäхоäящеãо инäекса из I( ).

Итак, пустü s ∈ . Тоãäа äëя построения vs
приìеняеì сëеäуþщее рассужäение. Есëи (l, Q) ∈ Ds,

то с у÷етоì (5.3) поäбираеì ëþбой инäекс j ∈ I( ),
äëя котороãо

(l, Q) ∈ Ds[ \{ j}],

(такой инäекс непреìенно существует; сì. (5.3)),
посëе ÷еãо с у÷етоì (5.3) и (5.19) иìееì

vs(l, Q) = Ws[ \{ j}](l, Q). (5.30)

В äанной версии vs поëу÷ается скëеиваниеì

Ws[ \{ j}], j ∈ I( ).

Такиì образоì, в терìинах (5.29), (5.30) буäут

построены все нужные функöии vs, s ∈  (на-
поìниì, ÷то функöия v0 известна; сì. (3.12)). Теперü
äëя опреäеëения vN (сì. (3.12)) сëеäует испоëüзо-
ватü (3.20); напоìниì, ÷то функöия vN поëностüþ
опреäеëяется (сì. (3.19)) зна÷ениеì V в сиëу (3.5).
Распоëаãая набороì (v0, v1, ..., vN), ìы ìожеì те-
перü построитü оптиìаëüный ìарøрут, äействуя в
äухе (3.21), (3.25); сì. также закëþ÷ение разäеëа 3.
Параллельный алгоритм определения глобального

экстремума. Рассìотриì вариант проöеäуры (5.26),
(5.27), ориентированный на опреäеëения V (2.11).
Дëя этоãо ìоäифиöируеì проöеäуру (5.26), иìея
своей öеëüþ эконоìиþ паìяти. Буäеì сëеäоватü
при этоì иäее работы [23, с. 48, 49] (в [23], оäнако,
не рассìатриваëисü вопросы, связанные с распараë-
ëеëиваниеì).

10. Зафиксируеì ìножество  ∈ �N – 1 и обсуäиì

ìоäификаöиþ (5.26) при усëовии K = . Сна÷аëа

опреäеëяеì W1[ ], испоëüзуя нужный вариант

(5.23), т.е. вы÷исëяя при h ∈ ¢0[ ] и j ∈ J1({h})

W1[ ]( j, {h}) = c( j, h, {h}) + f (h). (5.31)

Посëе выпоëнения всех вы÷исëений виäа (5.31)
при переборе h ∈ ¢0[ ] и j ∈ J1({h}) ìы поëу÷аеì
функöиþ W1[ ].
Пустü вообще τ ∈ , и функöия Wτ[ ]

уже найäена. Тоãäа соãëасно (5.25) опреäеëяеì

Wτ + 1[ ] ∈ ℜ+[Dτ + 1[ ]]:

при (v, Q) ∈ Dτ + 1[ ] вы÷исëяеì

Wτ + 1[ ](v, Q) =

= [c(v, s, Q) + Wτ[ ](s, Q\{s})]. (5.32)

Систеìа зна÷ений (5.32) поëностüþ опреäеëяет
функöиþ Wτ + 1[ ].
Есëи τ = N – 2, то в виäе Wτ + 1[ ] поëу÷аеì

WN – 1[ ] и останавëиваеì проöеäуру, явëяþщуþ-
ся ìоäификаöией (5.26). Есëи же τ < N – 2, то за-
ìеняеì в паìяти вы÷исëитеëя ìассив зна÷ений
Wτ[ ] ìассивоì зна÷ений Wτ + 1[ ], который буäет
испоëüзоватüся при построении Wτ + 2[ ] (äейству-
еì в äухе (5.25) при о÷евиäной сìене обозна÷ений).
В итоãе реаëизаöии äанной проöеäуры

W1[ ] → ... → WN – 1[ ]

ìы поëу÷аеì тоëüко "финаëüнуþ" функöиþ WN – 1[ ].
20. Поëаãаеì теперü, ÷то по правиëу пункта 10

при кажäоì ìножестве (списке) K ∈ �N – 1 выпоë-
нена проöеäура

W1[K] → ... → WN – 1[K] (5.32’)

с перезаписüþ сëоев впëотü äо построения WN – 1[K].
В резуëüтате ìы поëу÷аеì набор функöий

WN – 1[K], K ∈ �N – 1. (5.33)

Теперü в терìинах (5.33) конструируеì vN – 1
посреäствоì скëеивания, поäобноãо (5.29). Итак,
поскоëüку соãëасно (5.3)

DN – 1 = DN – 1[K], (5.34)

ìы поступаеì сëеäуþщиì образоì при поäс÷ете
зна÷ений функöии vN – 1. Есëи (l, Q) ∈ DN – 1, то

с у÷етоì (5.34) поäбираеì  ∈ �N – 1, äëя котороãо

(l, Q) ∈ DN – 1[ ]

(такое ìножество  непреìенно существует в сиëу
(5.34)), посëе ÷еãо поëаãаеì (сì. (5.29)), ÷то

vN – 1( j, Q) = WN – 1[ ]( j, Q). (5.35)

Поä÷еркнеì, ÷то функöия WN – 1[ ] наì из-
вестна (сì. (5.33)). Такиì образоì, уäается построитü
всþ функöиþ vN – 1, посëе ÷еãо по форìуëе (3.20)
опреäеëяется искоìое зна÷ение V.
Заìетиì, ÷то в сëу÷ае, коãäа наì необхоäиìо на-

ряäу с ãëобаëüныì экстреìуìоì V найти оптиìаëü-
ный ìарøрут, ìы äоëжны äëя кажäоãо K ∈ �N – 1
построитü все функöии W1[K], ..., WN – 1[K], посëе
÷еãо скëеиваниеì в äухе (5.29) найти все функöии
v1, ..., vN – 1 (и разìеститü их в паìяти вы÷исëите-
ëя), посëе ÷еãо опреäеëитü (3.20) и выпоëнитü про-
öеäуру построения оптиìаëüноãо ìарøрута, ис-
поëüзуя соотноøения, поäобные (3.21), (3.25).

6. Реализация процедуры построения слоев 
функции Беллмана независимыми процессорами

В этоì разäеëе описана практи÷еская реаëиза-
öия проöеäуры построения сëоев функöии Беë-
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ëìана независиìыìи äруã от äруãа проöессораìи.
Итак, рассìотриì схеìу реаëизаöии проöеäуры с
испоëüзованиеì схеìы независиìых вы÷исëений.
Кроìе тоãо, ìы изìеняеì зäесü некоторые эëеìен-
ты наøей теорети÷еской конструкöии. А иìенно, в
äаëüнейøеì ìы преäпоëаãаеì, ÷то кажäый сëой,
связанный с K ∈ �N – 1, обрабатывается нескоëü-
киìи проöессораìи с общей оперативной паìятüþ
(ОЗУ). Называеì äаннуþ совокупностü проöессо-
ров узëоì кëастера. Совокупностü узëов образует
вы÷исëитеëüный кëастер. Такая конструкöия (т. е.
узеë) испоëüзуется вìесто кажäоãо отäеëüноãо
проöессора из преäыäущеãо разäеëа.

Хранение данных

Рассìотриì вариант хранения äанных äëя оä-
ноãо узëа кëастера. Дëя ëþбоãо ìножества öеëевых
то÷ек K в храниëище ìожет хранитüся набор крат-
÷айøих путей (äаëее НКП) (иìеþтся в виäу сëои
функöии Беëëìана Ws[K], K ∈ �N – 1), прохоäящих
÷ерез это ìножество. Кажäый крат÷айøий путü в
НКП отëи÷ается от остаëüных путей этоãо НКП
своей на÷аëüной то÷кой и явëяется крат÷айøиì
среäи всех возìожных путей с той же на÷аëüной
то÷кой. В НКП ìожет бытü ìаксиìуì стоëüко пу-
тей, какова ìощностü соответствуþщеãо ìножест-

ва K, но, как правиëо, их ìенüøе, так как какие-то
то÷ки äанноãо ìножества не ìоãут бытü на÷аëüны-
ìи из-за оãрани÷ений в виäе усëовий преäøество-
вания. Ввиäу этоãо в ка÷естве контейнера äëя хра-
ниëища НКП испоëüзуется хэø-табëиöа в öеëях
эконоìии паìяти по сравнениþ с ìассивоì. Кëþ-
÷оì в хэø-табëиöе явëяется битовая ìаска ìноже-
ства, в которой кажäый еäини÷ный бит в позиöии
i озна÷ает присутствие в äанноì ìножестве то÷ки
с ноìероì i.

Основной алгоритм

1. Гëавный проöессор форìирует сеìейство �N – 1
(�N – 1 = { \{t}: t ∈ I( )}), äëя котороãо каж-
äый эëеìент преäставëяет собой ìножество ìощ-
ности N – 1. Множества K ∈ �N – 1 распреäеëяþтся
ìежäу узëаìи с поìощüþ протокоëа MPI. Кажäый
узеë соäержит k вы÷исëитеëüных яäер с общей
оперативной паìятüþ. На узëе, связанноì со спи-
скоì K ∈ �N – 1, сëои функöии Беëëìана Ws[K],
s ∈ , равноìерно распреäеëены ìежäу про-
öессораìи. Поскоëüку оперативная паìятü на узëе
общая, то обìена äанныìи ìежäу проöессораìи
не провоäится. Распреäеëение фраãìентов сëоев
пространства позиöий и сëоев функöии Беëëìана

Рис. 1. Структура параллельного алгоритма

1 N, 1 N,

1 N 1–,
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ìежäу проöессораìи внутри оäноãо узëа выпоë-
няется с поìощüþ бибëиотеки OpenMP.

2. Сëои зна÷ений функöии Беëëìана, поëу÷ен-
ные на первоì øаãе кажäыì вы÷исëитеëüныì уз-
ëоì, собираþтся на ãëавный узеë. Посëе этоãо
сëой vN – 1 вы÷исëяется с поìощüþ (5.34) и (5.35).
И, наконеö, расс÷итывается зна÷ение экстреìуìа
заäа÷и, т.е. V из (3.20).

3. Гëавный проöессор строит оптиìаëüный
ìарøрут путеì нахожäения ëокаëüных экстреìу-
ìов поäобно (3.21) и (3.24).
Работу аëãоритìа иëëþстрирует рис. 1.

7. Практическая реализация решения 
задачи маршрутизации, осложненной 

условиями предшествования

В äанноì разäеëе рассìатривается реøение за-
äа÷и ìарøрутизаöии на пëоскости с испоëüзова-
ниеì супервы÷исëитеëя "Уран". Функöиþ стои-
ìости с поëаãаеì сей÷ас äëя простоты не завися-
щей от списка заäаний и опреäеëяеì посреäствоì
евкëиäова расстояния на пëоскости R Ѕ R, функ-
öиþ f поëаãаеì тожäественно равной нуëþ. Буäеì
рассìатриватü в äанноì разäеëе сëу÷ай, коãäа ÷исëо
ãороäов равно 45, т.е. N = 45. Гороäа опреäеëяþтся
то÷каìи на пëоскости, базе отве÷ает стартовая то÷-
ка x0 = (95,492; 87,568). Мы рассìатриваеì зäесü
ìножество  , соäержащее 35 аäресных пар, опреäе-
ëяþщих усëовия преäøествования: ìножество  ,
заäается сëеäуþщиìи аäресныìи параìи: (5,25)
(2,25) (29,28) (3,18) (43,30) (20,40) (25,38) (20,0)
(29,2) (30,24) (20,7) (44,26) (27,18) (5,3) (11,5) (5,9)
(18,29) (36,28) (15,34) (1,32) (7,39) (26,42) (27,21)
(8,41) (32,4) (41,28) (5,29) (35,12) (39,4) (1,10)
(32,15) (31,15) (44,32) (37,25) (34,6), ãäе в ка÷естве
первоãо арãуìента заäается отправитеëü, а второй
арãуìент указывает на поëу÷атеëя.
В öеëях практи÷еской проверки теорети÷еской

работы быëа написана проãраììа äëя суперкоìпüþ-
тера "Уран" на языке проãраììирования C++.
Проãраììа работает в среäе 64-разряäной опера-
öионной систеìы сеìейства Linux. Вы÷исëитеëü-
ный экспериìент провоäиëи на вы÷исëитеëüных
узëах кëастера "Уран" со сëеäуþщиìи характерис-
тикаìи:

äва øестияäерных проöессора Intel® Xeon®
X5675 (3.07 GHz);
оперативная паìятü 192 GB;
кэø-паìятü 2 Ѕ 12 MB Level 2 cache;
8 GPU Tesla M2090 (6 ГБ Global Memory);
ëокаëüный жесткий äиск 400 GB.
В экспериìенте быëо испоëüзовано 19 узëов

кëастера, кажäый узеë соäержит 12 вы÷исëитеëü-
ных яäер. Такиì образоì, в наøей практи÷еской
реаëизаöии аëãоритìа быëо заäействовано 228 вы-
÷исëитеëüных яäра.
В резуëüтате вы÷исëений быë найäен ìарøрут:

(i1 = 8, i2 = 37, i3 = 1, i4 = 13, i5 = 44, i6 = 41, i7 = 35,
i8 = 11, i9 = 43, i10 = 16, i11 = 27, i12 = 17, i13 = 22,

i14 = 5, i15 = 31, i16 = 10, i17 = 14, i18 = 26, i19 = 3,
i20 = 9, i21 = 32, i22 = 33, i23 = 30, i24 = 15, i25 = 18,
i26 = 23, i27 = 21, i28 = 20, i29 = 42, i30 = 34, i31 = 6,
i32 = 36, i33 = 29, i34 = 7, i35 = 39, i36 = 12, i37 = 4,
i38 = 2, i39 = 25, i40 = 28, i41 = 0, i42 = 40, i43 = 38,
i44 = 19, i45 = 24) (рис. 2).
Быëи поëу÷ены сëеäуþщие резуëüтаты: V =

= 777,322449 (экстреìуì заäа÷и), вреìя с÷ета
24 662 с, ìаксиìаëüный объеì оперативной паìя-
ти, испоëüзуеìый на оäноì вы÷исëитеëüноì узëе,
составиë 94 620 Мбайт.

Заключение

В статüе построен параëëеëüный аëãоритì äëя
реøения заäа÷и курüера, т.е. заäа÷и коììивояжера
с усëовияìи преäøествования и функöияìи стои-
ìости, äопускаþщиìи зависиìостü от списка за-
äаний. Такоãо роäа зависиìостü ìожет возникатü,
в ÷астности, в заäа÷ах атоìной энерãетики, связан-
ных со снижениеì обëу÷аеìости персонаëа АЭС.
В основе аëãоритìа нахоäится параëëеëüный вари-
ант ìетоäа ДП, реаëизуþщий построение сëоев
функöии Беëëìана (построение всеãо ìассива äан-
ной функöии не преäпоëаãается).
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The article is devoted to an implementation of the scheme of independent computations for solving the routing problem with
precedence constraints and (in the theoretical part) with the cost functions depending on the list of tasks. The prototype of the
considered statement is the well-known intractable traveling salesman problem, however, the considered statement is distin-
guished by the above-mentioned qualitative features. The problem is solved by the dynamic programming method. It is not nec-
essary to construct the whole array of the values of the Bellman function, which is motivated by a desire to decrease the com-
putational complexity. The parallel algorithm for determining the value of the problem value (the global extremum) and the
"complete" solution algorithm, which includes the construction of an optimal route, are treated separately. The latter algorithm
was realized on the Uran supercomputer; it made use of the (finite) nodes system. Every node had multiple processors, and
the totality of the nodes formed the computational cluster. It was possible for certain values of the Bellman function to be (in-
dependently) computed by different processors. The developed methods may be applied to certain problems of the nuclear power
generation, including the problem of minimization of the radiation exposure of the staff during the emergency situations, similar
to Chernobyl and Fukushima. Another possible application may be connected with machine engineering problems, such as
routing of a cutting tool of CNC cutting machines. And the last but not the least, this statement may be used to model many
problems in the sea and air transportation, and also certain problems in the airborne wildfire detection.

Keywords: dynamic programming, route, precedence constraints, feasible sets (of tasks), state space layers, independent
computations, Bellman function
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