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Метод больших коэффициентов при синтезе
параметрически грубых систем модального управления1

Введение

Вопросы параìетри÷еской ãрубости САУ, синте-
зируеìых анаëити÷ескиìи ìетоäаìи, интересуþт
иссëеäоватеëей äостато÷но äавно. Оäной из пер-
вых работ, посвященной этой теìатике, явëяется
статüя [1]. Позäнее анаëизу таких систеì быëо по-
священо зна÷итеëüное ÷исëо пубëикаöий [2—10].
Синтез параìетри÷ески ãрубых систеì также вы-
зываë зна÷итеëüный интерес у иссëеäоватеëей
[8, 9, 11—18]. В работе [8] соäержится обøирная
бибëиоãрафия по этой теìатике.
Среäи направëений синтеза ãрубых САУ ìожно

выäеëитü äва, основу которых составëяет коìби-
наöия произвоäных выхоäноãо сиãнаëа и боëüøоãо
коэффиöиента усиëения: ìетоä боëüøих коэффи-
öиентов усиëения В. М. Меерова [11] и ìетоä ëо-
каëизаöии (управëения с испоëüзованиеì высøей
произвоäной) А. С. Вострикова [12].
В работе [11] показано, ÷то боëüøой коэффи-

öиент усиëения в контуре позвоëяет обеспе÷итü не
тоëüко высокуþ стати÷ескуþ то÷ностü, но и низкуþ
÷увствитеëüностü к вариаöияì параìетров объекта
управëения. Ввеäение боëüøоãо коэффиöиента
усиëения осуществëяется в äва этапа. Вна÷аëе про-
воäится синтез основноãо реãуëятора (в терìино-
ëоãии автора — "стабиëизируþщеãо устройства",
состоящеãо из звенüев с переäато÷ныìи функöияìи

виäа H(s) = ), обеспе÷иваþщеãо в зоне суще-

ственных ÷астот необхоäиìые свойства систеìы,
äаþщие возìожностü посëеäуþщеãо ввеäения в
контур "боëüøоãо" коэффиöиента усиëения. Затеì
выбирается необхоäиìый коэффиöиент усиëения.
При этоì ка÷ество (характер и теìп) перехоäных
проöессов САУ с изìенениеì коэффиöиента уси-
ëения также ìожет ìенятüся.
Метоäы ëокаëизаöии [12] также испоëüзуþт

äвухэтапнуþ проöеäуру синтеза САУ, вкëþ÷аþщуþ
синтез контура, обеспе÷иваþщеãо робастные свой-
ства, и основноãо контура, приäаþщеãо САУ не-
обхоäиìые ка÷ественные показатеëи функöиони-
рования. Особенностüþ ìетоäа явëяется испоëüзо-
вание в реãуëяторе инфорìаöии о произвоäных,
вкëþ÷ая высøуþ (поряäка, равноãо поряäку объ-
екта управëения).
В посëеäнее вреìя боëüøое ÷исëо работ посвя-

щено обеспе÷ениþ параìетри÷еской ãрубости сис-
теì, синтезированных ìетоäаìи ìоäаëüноãо уп-
равëения, в ÷астности систеì с äинаìи÷ескиìи
(поëиноìиаëüныìи) реãуëятораìи в öепи ãëавной
обратной связи, поскоëüку известно, ÷то испоëü-
зование äанных ìетоäов также ìожет привоäитü
к поëу÷ениþ САУ с высокой ÷увствитеëüностüþ
к вариаöияì параìетров [8, 10, 17]. При÷ины ее
ìоãут бытü разëи÷ны.
Наприìер, боëüøое вëияние на параìетри÷е-

скуþ ãрубостü оказывает наëи÷ие нуëей в переäа-
то÷ной функöии ìатеìати÷еской ìоäеëи объекта
управëения [8, 17], при÷еì это ìожет бытü связано
как с образованиеì так называеìых "äипоëей"
(бëизко распоëоженных нуëей поëþсов), так и с
распоëожениеì нуëей и поëþсов на зна÷итеëüноì
уäаëении äруã от äруãа.

Решается задача обеспечения параметрической грубости систем модального управления с полиномиальными регуляторами
с использованием метода больших коэффициентов усиления.
Ключевые слова: параметрическая грубость, модальное управление, полиномиальный регулятор, метод больших коэффициентов

 1 Иссëеäование выпоëнено за с÷ет среäств ãранта Россий-
скоãо нау÷ноãо фонäа (проект № 14-19-00972) и при финансо-
вой поääержке Минобрнауки РФ в раìках базовой ÷асти ãос-
заäания в сфере нау÷ной äеятеëüности на 2014—2016 ãã.
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Также к неãрубыì реøенияì ìожет привоäитü
у÷ет при синтезе так называеìых "ìаëых постоянных
вреìени", опреäеëяþщих äвижения зна÷итеëüно
боëее быстрые, ÷еì в синтезируеìой САУ [17].
И в тоì и в äруãоì сëу÷ае признакоì неãрубости

буäут сëужитü иëи сиëüные поëожитеëüные безынер-
öионные обратные связи в ìноãоконтурных САУ
иëи неìиниìаëüнофазовые иëи неустой÷ивые äи-
наìи÷еские звенüя в оäноконтурных систеìах. Не-
устой÷ивостü САУ при этоì ìожет набëþäатüся
при незна÷итеëüных вариаöиях параìетров объек-
та управëения.
И, наконеö, параìетри÷еская ãрубостü систеìы

ìожет бытü неäостато÷ной при возìожных вари-
аöиях параìетров äаже при отсутствии вëияния
указанных выøе факторов.
Поставиì заäа÷у повыøения параìетри÷еской

ãрубости систеì ìоäаëüноãо управëения с поëино-
ìиаëüныìи реãуëятораìи (ПР) на основе испоëü-
зования ìетоäа боëüøих коэффиöиентов усиëения.
Синтезируеìый реãуëятор äоëжен обеспе÷иватü
как требуеìое ка÷ество (теìп и характер) проöес-
сов в САУ на основе соответствуþщеãо распоëо-
жения корней характеристи÷ескоãо поëиноìа, так
и снижение параìетри÷еской ÷увствитеëüности
посреäствоì боëüøоãо (неоãрани÷енноãо) коэф-
фиöиента усиëения.

1. Системы модального управления 
с полиномиальными регуляторами

САУ (рис. 1, а) описывается сëеäуþщиìи урав-
ненияìи:

A(s)y(s) = B(s)u(s), C(s)u(s) = R(s)Δ(s),
Δ(s) = y0*(s) – y(s), y0*(s) = R(s)–1y0(s),

ãäе A(s) = sn + an – 1s
n – 1 + ... + a1s + a0, B(s) =

= bmsm + bm – 1s
m – 1 + ... + b1s + b0 — поëиноìы

знаìенатеëя и ÷исëитеëя переäато÷ной функöии
ОУ (äаëее буäут рассìатриватüся объекты со строãо
правиëüныìи переäато÷ныìи функöияìи, т.е. n > m);

C(s) = cl s
l + cl – 1s

l – 1 + ... + c1s + c0, R(s) = rks
k +

+ rk – 1s
k – 1 + ... + r1s + r0 — поëиноìы знаìенатеëя

и ÷исëитеëя переäато÷ной функöии реãуëятора,
степени которых выбираþтся на этапе синтеза; s —
коìпëексная переìенная Лапëаса; n — поряäок ìа-
теìати÷еской ìоäеëи объекта; y(s) — управëяеìая
коорäината, u(s) — сиãнаë выхоäа реãуëятора, y0(s) —
сиãнаë заäания.
Синтез поëиноìиаëüноãо реãуëятора осуществ-

ëяþт по уравнениþ синтеза

A(s)C(s) + B(s)R(s) = D(s), (1)

обы÷но приниìая

degR(s) = degA(s) – 1;

degC(s) = (2)

— при синтезе äифференöируþщеãо реãуëятора
иëи

degC(s) = degR(s)

— при синтезе физи÷ески реаëизуеìоãо реãуëятора
(äаëüнейøее увеëи÷ение степени поëиноìа C(s)
возìожно, но привеäет к усëожнениþ управëяþ-
щеãо устройства и с практи÷еской то÷ки зрения ìо-
жет бытü неöеëесообразныì);

degD(s) = degA(s) + degC(s),

ãäе

D(s) = sn + l + dn + l – 1s
n + l – 1 + ... + d1s + d0 =

= sn + l + Ω0s
n + l – 1 + ... +

+ s + (3)

— поëиноì знаìенатеëя переäато÷ной функöии САУ

H(s) =  =  = ,

в основноì опреäеëяþщий ка÷ество перехоäных
проöессов. Поëиноìы A(s) и D(s) норìированы, т.е.
коэффиöиенты при старøей степени s равны еäи-
ниöе. Ω0 и — среäнеãеоìетри÷еский коренü, оп-
реäеëяþщий быстроäействие, и коэффиöиенты,
устанавëиваþщие характер перехоäных проöессов,
соответственно.
САУ, структура которой привеäена на рис. 1, б,

синтезируется анаëоãи÷ныì образоì.
Префиëüтры с переäато÷ныìи функöияìи 1/C(s)

и 1/R(s) ввоäятся äëя коìпенсаöии "ëиøних" ну-
ëей, появëяþщихся в ãëавноì контуре САУ (рис. 1).
Есëи вëияние таких нуëей на ка÷ество перехоäных
проöессов невеëико, то äëя упрощения техни÷еской
реаëизаöии префиëüтры ìожно не испоëüзоватü.

2. Синтез параметрически грубых систем 
модального управления

Система с дифференцирующим регулятором.
Дëя упрощения изëожения поëожиì B(s) = b0 (это
оãрани÷ение не явëяется жесткиì, поскоëüку спра-Рис. 1

0, при degB(s) = 0;
degB(s) – 1, при degB(s) > 0

dn l 1–+*

d1* Ω0
n l 1–+ Ω0

n l+

y s( )
y0 s( )
--------- B s( )

A s( )C s( ) B s( )R s( )+
--------------------------------------- B s( )

D s( )
--------

di*
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веäëиво äëя ìноãих техни÷еских объектов и сис-
теì) и C(s) = c0 = 1 (äифференöируþщий реãуëя-
тор), тоãäа уравнение (1) синтеза ПР приìет виä

A(s) + b0R(s) = D(s). (4)

Анаëизируя систеìу уравнений, составëеннуþ
из коэффиöиентов при равных степенях s уравне-
ния синтеза (4) в усëовиях (2)

ìожно сäеëатü вывоä о тоì, ÷то увеëи÷ение зна÷е-
ний коэффиöиентов di поëиноìа D(s) (÷то ìожет
бытü, соãëасно (3), ëеãко обеспе÷ено увеëи÷ениеì
зна÷ения среäнеãеоìетри÷ескоãо корня Ω0) приве-
äет к соответствуþщеìу увеëи÷ениþ коэффиöиен-
тов реãуëятора ri :

т.е. увеëи÷ениþ коэффиöиента усиëения (r0) в кон-
туре управëения. Это позвоëит не тоëüко снизитü
стати÷ескуþ оøибку, но и повыситü параìетри÷е-
скуþ ãрубостü САУ.
Связü ìежäу коэффиöиентаìи и корняìи поëи-

ноìа описывается форìуëаìи Виета:

–dn – 1 = s1 + s2 + ... + sn = sj;

dn – 2 = s1s2 + s1s3 + ... + s2s3 + ... + sn – 2sn – 1 =

= ;

–dn – 3 = s1s2s3 + s1s2s4 + ... + sn – 2sn – 1sn =

= ;

(–1)n – 1d1 = s1s2...sn – 1 + s1s2...sn – 2sn + ... + s2s3...sn;

(–1)nd0 = s1s2...sn.

О÷евиäно, ÷то увеëи÷ение ìоäуëя оäноãо иëи
нескоëüких корней привеäет к соответствуþщеìу
увеëи÷ениþ коэффиöиентов поëиноìа, а сëеäова-
теëüно, и к увеëи÷ениþ коэффиöиентов поëино-
ìов реãуëятора.
Отìетиì также, ÷то при степени поëиноìа B(s),

отëи÷ной от нуëя, указанный эффект сохраняется,
оäнако в этоì сëу÷ае ряä коэффиöиентов поëино-
ìов C(s) и/иëи R(s) (при опреäеëенноì взаиìноì
распоëожении корней поëиноìов A(s), B(s) и D(s))
ìожет приниìатü отриöатеëüные зна÷ения [17]. Это
зна÷ит, ÷то в контур управëения буäут ввоäитüся
неустой÷ивые иëи неìиниìаëüнофазовые звенüя,
÷то нежеëатеëüно с то÷ки зрения обеспе÷ения ни-
зкой параìетри÷еской ÷увствитеëüности. Поэтоìу

сëу÷ай degB(s) > 0 в äаëüнейøеì рассìатриватüся
не буäет.
Система с физически реализуемым регулятором.

Есëи принятü degC(s) = degR(s) äëя обеспе÷ения
физи÷еской реаëизуеìости реãуëятора, то эффект
увеëи÷ения коэффиöиентов поëиноìов реãуëятора
при увеëи÷ении зна÷ений коэффиöиентов характе-
ристи÷ескоãо поëиноìа заìкнутой систеìы всëеäст-
вие роста среäнеãеоìетри÷ескоãо корня также сохра-
няется. Доказатеëüство äëя сëу÷ая "физи÷ески ре-
аëизуеìоãо" реãуëятора привеäено в приëожении 1.
Итак, увеëи÷ение коэффиöиентов поëиноìа D(s)

привоäит к росту коэффиöиентов R(s) и C(s).
Оäнако остается открытыì вопрос: увеëи÷ится ëи
коэффиöиент усиëения в контуре, поскоëüку ука-
занные поëиноìы явëяþтся поëиноìаìи ÷исëи-
теëя и знаìенатеëя переäато÷ной функöии реãуëя-
тора, и увеëи÷ение их коэффиöиентов иãрает, на
первый взãëяä, противопоëожнуþ роëü. Эффект
увеëи÷ения коэффиöиента петëевоãо усиëения при
увеëи÷ении коэффиöиентов поëиноìа D(s) äока-
зан в приëожении 2.
Сëеäует заìетитü, ÷то в приëожении äоказан

эффект увеëи÷ения зна÷ений поëиноìов R(s) и C(s)
с ростоì Ω0 поëиноìа D(s), есëи он преäставиì
в виäе (3).
Оäнако необхоäиìо у÷итыватü, ÷то испоëüзова-

ние в ка÷естве характеристи÷ескоãо D(s) поëиноìа
САУ станäартных поëиноìов (Нüþтона, Баттервор-
та и т.п.) позвоëит сохранитü ëиøü характер про-
öессов. Теìп проöессов буäет изìенятüся пропор-
öионаëüно увеëи÷ениþ Ω0. Посëеäнее ìожет бытü
неäопустиìо по техни÷ескиì при÷инаì (оãрани-
÷енные ìехани÷еская про÷ностü испоëнитеëüных
устройств, ìощностü привоäных устройств и т.п.).
Поэтоìу испоëüзование таких поëиноìов при за-
äании свойств САУ не позвоëяет в поëной ìере ис-
поëüзоватü потенöиаë ìоäаëüноãо управëения.
Дëя обеспе÷ения параìетри÷еской ãрубости

систеì преäëаãается форìироватü поëиноì D(s)
сëеäуþщиì образоì:

D(s) = D1(s)D2(s), (5)

испоëüзуя свойство, ÷то поëиноì D(s) буäет соäер-
жатü все корни поëиноìов D1(s) и D2(s). При этоì
первая составëяþщая D1(s) (и соответствуþщая ей
ãруппа корней) буäет обеспе÷иватü повыøение ко-
эффиöиента петëевоãо усиëения и форìироватü
"быстрые проöессы", а вторая составëяþщая D2(s)
(поëиноì 1...2 поряäка) — требуеìые быстроäей-
ствие ("низкое") и характер проöесса. Обе состав-
ëяþщие ìоãут бытü, наприìер, поëиноìаìи Нüþ-
тона. В этоì сëу÷ае сфорìированный поëиноì (5)
также буäет преäставиì в виäе (3).
Данный поäхоä позвоëяет форìироватü ëþбой

коэффиöиент усиëения в контуре при сохранении
ка÷ества (быстроäействия и характера) проöессов.

an – 1 + rn – 1 = dn – 1;
................;
a1 + r1 = d1;
a0 + r0 = d0,

rn – 1 = dn – 1 – an – 1;
................;
r1 = d1 – a1;
r0 = d0 – a0,

1m j m n
∑

 
1m j1m j2 m n

∑ sj1
sj2

1m j1m j2m j3 m n
∑ sj1 sj2
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Пример

Иссëеäования преäëоженноãо поäхоäа выпоë-
ниì на ìатеìати÷еской ìоäеëи объекта, соответ-
ствуþщей типовой упруãой äвухìассовой эëектро-
ìехани÷еской систеìе (рис. 2) с поëиноìиаëüныì
реãуëятороì.
Приняты сëеäуþщие обозна÷ения: KСП — ко-

эффиöиент усиëения сиëовоãо преобразоватеëя;
K, Т — коэффиöиент переäа÷и и постоянная вре-
ìени якорной öепи; C, J1 — конструктивная посто-
янная и ìоìент инерöии якоря эëектроäвиãатеëя;
C12, J2 — коэффиöиент жесткости кинеìати÷еской
переäа÷и и ìоìент инерöии испоëнитеëüноãо ор-
ãана. В рас÷етах принято: KСП = 100, зна÷ения ос-
таëüных параìетров равны еäиниöе.
Векторно-ìатри÷ное описание объекта при век-

торе состояния x = [I Ω1 Δϕ Ω2], ãäе переìенныìи
состояния явëяþтся ток I якорной öепи, ÷астота Ω1
вращения ваëа эëектроäвиãатеëя, разностü уãëов
Δϕ поворота ваëов эëектроäвиãатеëя и испоëни-
теëüноãо ìеханизìа и ÷астота Ω2 вращения ис-
поëнитеëüноãо ìеханизìа, иìеет виä

A = ; B = ; C = [0 0 0 1],

а соответствуþщая еìу переäато÷ная функöия равна

H(s) =  = C(Is – A)–1B = .

Иссëеäоваëасü вариаöия ìоìента инерöии ис-
поëнитеëüноãо ìеханизìа как параìетра, наибоëее
поäверженноãо изìененияì. Структура иссëеäуе-
ìой САУ привеäена на рис. 1.
Пустü при ноìинаëüных параìетрах объекта уп-

равëения требуется обеспе÷итü апериоäи÷еский
перехоäный проöесс с вреìенеì не боëее 1,5 с.
Тоãäа при синтезе поëиноìиаëüноãо реãуëятора

в усëовиях:

degA(s) = 4, degB(s) = 0,
degR(s) = 4 – 1 = 3, degC(s) = R(s) = 3,

degD(s) = degA(s) + degC(s) = 7

в сëу÷ае испоëüзования в ка÷естве D(s) поëиноìа
Нüþтона D(s) = (s + 10)7 (s1–7 = –10) поëу÷аеì пе-
реäато÷нуþ функöиþ реãуëятора

Hp1(s) =  =

= ,

а при испоëüзовании преäëаãаеìоãо поäхоäа äëя
s1–6 = –20 (быстрая составëяþщая), s7 = –3,3 (ìеä-
ëенная составëяþщая):

Hp2(s) =  =

= .

Графики перехоäных проöессов при ноìинаëü-
ных параìетрах объекта управëения привеäены на
рис. 3, а (спëоøная ëиния äëя Hp1(s), пунктирная
ëиния — äëя Hp2(s)).

Рис. 2

sx = Ax + Bu;
y = Cx,

1– 1– 0 0
1 0 1– 0
0 1 0 1–

0 0 1 0

100
0
0
0

Ω s( )
u s( )
-------- 100

s4 s3 3s2 2s 1+ + + +
---------------------------------------

R s( )
C s( )
--------

3110s3 19 975s2 69 324s 99 672+ + +

s3 69s2 2026s 32 763+ + +
--------------------------------------------------------------------------

R s( )
C s( )
--------

27 358s3 265 878s2 1 270 074s 2 110 268+ + +

s3 122s2 6270s 173 160+ + +
--------------------------------------------------------------------------------------------

Рис. 3
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Графики, поëу÷енные при уìенüøении ìоìента
инерöии рабо÷еãо орãана в äва раза, привеäены на
рис. 3, б; при увеëи÷ении в äва раза — на рис. 3, в
(спëоøная ëиния äëя Hp1(s)). О÷евиäно, ÷то систеìа,
синтезированная по преäëоженноìу принöипу,
обëаäает зна÷итеëüно боëüøей параìетри÷еской
ãрубостüþ (вëияние параìетри÷еских возìущений
привоäит к зна÷итеëüно ìенüøеìу вëияниþ на пе-
рехоäный проöесс).
Даëüнейøее увеëи÷ение зна÷ений корней ха-

рактеристи÷ескоãо поëиноìа "быстрой" поäсисте-
ìы обеспе÷ит соответствуþщий рост коэффиöиента
петëевоãо усиëения, а зна÷ит, и усиëение эффекта
"ãрубости" САУ. "Побо÷ныì" эффектоì этоãо буäет
повыøение стати÷еской то÷ности.
Диаãраììы Боäе äëя разоìкнутоãо ãëавноãо

контура систеì с реãуëятораìи Hp1(s) (непрерыв-
ная ëиния) и Hp2(s) (øтриховая ëиния) привеäены
на рис. 4.
О÷евиäно, ÷то ÷астотные свойства систеì о÷енü

бëизки. Это свиäетеëüствует о тоì, ÷то поìехоус-
той÷ивостü САУ, синтезированной преäëоженныì
ìетоäоì, буäет ìаëо отëи÷атüся от систеìы, реãу-
ëятор которой поëу÷ен на основе станäартных по-
ëиноìов.
Сëеäует заìетитü, ÷то поëожитеëüностü коэффи-

öиентов поëиноìов R(s) и C(s) при степенях выøе
второй не ãарантирует их устой÷ивости. А вкëþ÷е-
ние в контурнуþ, а теì боëее внеконтурнуþ ÷астü
систеì (сì. рис. 1), неустой÷ивых звенüев не позво-
ëит обеспе÷итü параìетри÷ескуþ ãрубостü САУ.
Поэтоìу необхоäиìо оöениватü свойства поëино-
ìов реãуëятора в кажäоì отäеëüноì сëу÷ае.
В рассìатриваеìоì приìере зна÷ения корней

поëиноìов ÷исëитеëя и знаìенатеëя переäато÷ных
функöий Hp1(s) и Hp2(s) соответственно равны

R(s): s1 = –38,5, s2, 3 = –15,5 ± i24,9;
C(s): s1 = –1,32, s2, 3 = –2,55 ± i4,21;
R(s): s1 = –67, s2, 3 = –27,5 ± i43,8;
C(s): s1 = –2,89, s2, 3 = –3,41 ± i3,88.

Заключение

1. Испоëüзование разбиения характеристи÷е-
скоãо поëиноìа САУ на "быструþ" и "ìеäëеннуþ"
÷асти в раìках ìетоäа ìоäаëüноãо управëения в
поëиноìиаëüной трактовке позвоëяет обеспе÷итü
äинаìи÷ескиì систеìаì свойство параìетри÷е-
ской ãрубости.

2. Возìожностü варüирования теìпа "быстрых"
проöессов äает возìожностü раöионаëüноãо выбо-
ра зна÷ения коэффиöиентов реãуëятора äëя еãо по-
сëеäуþщей техни÷еской реаëизаöии.

3. Связü коэффиöиента петëевоãо усиëения и
стати÷еской то÷ности САУ позвоëяет также повы-
ситü стати÷ескуþ то÷ностü синтезируеìых систеì.
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Приложение 1

Пустü A(s) = aks
k — поëиноì степени n от s,

при÷еì an = 1; D(s) = dks
k — поëиноì степени

2n – 1 от s, при÷еì коэффиöиенты dk = dk(Ω) зависят

от поëожитеëüноãо параìетра Ω: dk = Ω2n – 1 – k

при кажäоì k = 0, 1, ..., 2n – 1, ãäе  > 0.

Рассìотриì уравнение

A(s)C(s) + b0R(s) = D(s), (*)

ãäе C(s) = cks
k, R(s) = rks

k — неизвестные

поëиноìы степени n – 1 от s, b0 > 0 — поëожитеëü-
ное ÷исëо.

Теорема

1. При кажäоì Ω ∈ (0; +∞) уравнение (*) иìеет
еäинственное реøение, т.е. уравнение (*) оäнозна÷-
но опреäеëяет 2n – 1 функöий ck = ck(Ω), rk = rk(Ω),
k = 0, 1, ..., n – 1.

2. Существует Ω0, зависящее тоëüко от ak, b0 и
, такое ÷то
а) ck(Ω) > 0, rk(Ω) > 0 при Ω >  Ω0, k = 0, 1, ..., n – 1;
б) функöии ck(Ω), rk(Ω) возрастаþт к +∞ на про-

ìежутке Ω ∈ (Ω0; +∞) при кажäоì k = 0, 1, ..., n – 1.
Потребуþтся сëеäуþщие вспоìоãатеëüные ут-

вержäения и опреäеëения.

Утверждение 1. Пустü T =  — нижнетре-

уãоëüная ìатриöа с опреäеëитеëеì, равныì произ-
веäениþ ее эëеìентов, стоящих на ãëавной äиаãо-

наëи: detT = tkk [21], при÷еì tkk > 0 при всех

k = . Зафиксируеì ноìер стоëбöа 1 m i0 m m.
Тоãäа
1) Aki = 0 äëя всех k таких, ÷то i0 m k m m;

2)  = tkk > 0.

Из 1), 2) сëеäует, ÷то наибоëüøий инäекс k, äëя
котороãо  ≠ 0, равен i0, при этоì  > 0. Зäесü

Aki = (–1)k + iΔki — аëãебраи÷еские äопоëнения со-
ответствуþщих эëеìентов tki ìатриöы T.
Доказательство утверждения 1.
Зафиксируеì ноìер строки k0 такой, ÷то i0m k0m m,

и рассìотриì ìатриöу T = { } , поëу÷аþщуþ-

ся из ìатриöы T путеì вы÷еркивания i0-ãо стоëбöа
и k0-й строки, тоãäа  = detT ′ — соответствуþ-

щий ìинор эëеìента  исхоäной ìатриöы.

Докажеì, ÷то тоãäа T ′ — нижнетреуãоëüная ìат-
риöа, т.е. ÷то  = 0, есëи k ≠ i.

Неравенства

(+)

озна÷аþт, ÷то при k > k0 иìеет ìесто неравенство
i > i0 (ëибо тоãäа i0 m k0 m k < i), поэтоìу при вы-
поëнении (+) ìоãут иìетü ìесто тоëüко три сëу÷ая:

(1)

(2)

(3)

В сëу÷ае (1):  = tki = 0 (так как k < i) и T —
нижнетреуãоëüная.
В сëу÷ае (2):  = tk, i + 1 = 0 (так как k < i < i + 1).
В сëу÷ае (3):  = tk + 1, i + 1 = 0 (так как k + 1 <

< i + 1).
Такиì образоì, в ëþбоì сëу÷ае из неравенства

k < i сëеäует, ÷то  = 0, и ìатриöа T ′ — нижне-

треуãоëüная. Тоãäа  = detT ′ = .

Преäпоëожиì, ÷то i0 < k0 m m. Тоãäа i0 m m – 1

и  = |Случай 2| =  = 0, поэтоìу  =

=  = 0 (произвеäение соäержит ìножитеëü

 = 0), сëеäоватеëüно и  =  = 0,

есëи k0 > i0, и 1) äоказано.
Преäпоëожиì, ÷то k0 = i0, тоãäа ëибо k < k0 и

= tkk, ëибо k l k0, и тоãäа  = tk + 1, k + 1, по-

этоìу в сëу÷ае 2) (k0 = i0) буäеì иìетü  =

=  = detT ′ = tkk = tkk > 0.

Утверждение 1 доказано.
Так как преäпоëаãается иссëеäоватü зависи-

ìостü коэффиöиентов поëиноìов реãуëятора от Ω,
ввеäеì в рассìотрение поëиноì P(Ω).

Утверждение 2. Пустü P(Ω) = αkΩk — по-

ëиноì от Ω с поëожитеëüныì старøиì коэффиöи-
ентоì αm > 0. Тоãäа существует Ω0 > 0 такое, ÷то:

1) P(Ω) > 0 при всех Ω > Ω0;
2) поëиноì P(Ω) возрастает к +∞ на интерваëе

Ω ∈ (Ω0; +∞).
Доказательство утверждения 2.

Так как αk > 0, то P(Ω) = αkΩk =

= Ωm αkΩk –m=+∞ (так как αk Ѕ

Ѕ Ωk – m = αm). Сëеäоватеëüно, найäется ÷исëо
Ω1 > 0 такое, ÷то P(Ω) > 0 при всех Ω ∈ (Ω1; +∞).

k 0=

n

∑

k 0=

2n 1–

∑

dk′

dk′

k 0=

n 1–

∑
k 0=

n 1–

∑

dk′

{tki}k i,
m

k 1=

m

∏

1 m,

Ai0i0
1

ti0i0
------

k 1=

m

∏

Aki0
Ai0i0

tki′ k i, 1=
m 1–

Δk0i0
tk0i0

tki′

i0 m k0;
k < i

k < k0;
i < i0;
k < k0;
i l i0;
k l k0;
i > i0.

tki′

tki′
tki′

tki′

Δk0i0
 

k 1=

m 1–

∏ tkk′

ti0i0
′ ti0 i0 1+, Δk0i0

 
k 1=

m 1–

∏ tkk′

ti0i0
′ Ak0i0

1–( )
k0 i0+

Δk0i0

tkk′ tkk′

Ai0i0

1–( )
i0 i0+

Δi0i0
k i0≠
∏

1
ti0i0
------

k 1=

m

∏

 
k 0=

m
∑

lim
Ω → +∞

lim
Ω → +∞

 
k 0=

m
∑

lim
Ω → +∞

 
k 0=

m
∑ lim

Ω → +∞
 

k 0=

m
∑
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Рассìотриì произвоäнуþ P ′(Ω) = kαkΩk – 1

— поëиноì степени m – 1 с поëожитеëüныì стар-
øиì коэффиöиентоì kαk > 0.

P ′(Ω) = kαkΩk – 1 =

= Ωm – 1 kαkΩk – m = +∞,

зна÷ит, найäется ÷исëо Ω2 > 0 такое, ÷то P ′(Ω) > 0
при всех Ω ∈ (Ω2; +∞).
Обозна÷иì Ω0 = max{Ω1; Ω2}. Тоãäа P ′(Ω) > 0

при всех Ω ∈ (Ω0; +∞), и функöия P(Ω) ìонотонно
возрастает на проìежутке (Ω0; +∞). Кроìе тоãо,

P(Ω) > 0 при Ω ∈ (Ω0; +∞) и P(Ω) = +∞.

Утверждение 2 доказано.
Доказательство теоремы.
Поäставиì в уравнение (*)

A(s) = aks
k, D(s) = dks

k,

C(s) = cks
k, R(s) = rks

k:

+b0  = dks
k.

(**)

Приравняв в уравнении (**) коэффиöиенты при
оäинаковых степенях s, стоящих в ëевой и правой
÷астях, поëу÷иì систеìу из 2n ëинейных уравне-
ний относитеëüно 2n неизвестных cn – 1, cn – 2, ..., c0,
rn – 1, rn – 2, ..., r0.
Матриöа T äанной систеìы разìерности 2n Ѕ 2n —

нижнетреуãоëüная:

T = .

По ãëавной äиаãонаëи ìатриöы T стоят n ÷исеë
an и n ÷исеë b0. Обозна÷ив сn – 1 = x1, сn – 2 = x2, ...,
c0 = xn, rn – 1 = xn + 1, ..., r0 = x2n,

X = , D = ,

поëу÷иì записü систеìы в ìатри÷ноì виäе [20]:

TX = D. (***)

Так как T — нижнетреуãоëüная ìатриöа, то [21]

Δ =detT = tkk =  > 0,

и по теореìе Краìера систеìа (***) äëя ëþбоãо
стоëбöа T иìеет еäинственное реøение, опреäе-

ëяеìое по форìуëе Краìера: xi = , ãäе Δi — оп-

реäеëитеëü ìатриöы, поëу÷енной из ìатриöы T пу-
теì заìены i-ãо стоëбöа на D.
При кажäоì i =  разëожиì опреäеëитеëü Δi

по i-ìу стоëбöу:

Δi = d2n – kAki = Ωk – 1Aki,

ãäе Aki — аëãебраи÷еские äопоëнения соответст-
вуþщих эëеìентов tki ìатриöы T.
Матриöа T уäовëетворяет усëовияì утвержäе-

ния 1, так как она нижнетреуãоëüная и по ее ãëав-
ной äиаãонаëи стоят ÷исëа an > 0 и b0 > 0. Сëеäо-
ватеëüно, по утвержäениþ 1 Aki = 0 при k > i и Aki =
= Aii > 0 при k = i.

Такиì образоì, Δi = Ωk – 1Aki при каж-

äоì i = 1, 2, ..., 2n и xi(Ω)=  = Ωk – 1Aki —

поëиноì степени i – 1 со старøиì коэффиöиентоì

Aii > 0.

Тоãäа по утвержäениþ 2 äëя кажäоãо i = 1, 2, ..., 2n
найäется ÷исëо Ω0i > 0 такое, ÷то

1) xi(Ω) > 0 при всех Ω ∈ (Ω0i; +∞);
2) функöия xi(Ω) возрастает к +∞ на проìежутке

(Ω0i; +∞).
Пустü Ω0 = Ω0i > 0.

Тоãäа при Ω ∈ (Ω0; +∞) xi(Ω) > 0 при всех i = 1,
2, ..., 2n; функöии xi(Ω) возрастаþт к +∞ на (Ω0;
+∞) при кажäоì i = 1, 2, ..., 2n.
Теорема доказана.

 
k 1=

m

∑

lim
Ω → +∞

lim
Ω → +∞

 
k 1=

m

∑

lim
Ω → +∞

 
k 1=

m

∑

lim
Ω → +∞

 
k 0=

n

∑  
k 0=

2n 1–

∑

 
k 0=

n 1–

∑  
k 0=

n 1–

∑

aks
k

k 0=

n

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

cks
k

k 0=

n 1–

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

rks
k

k 0=

n 1–

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

 
k 0=

2n 1–

∑

an 0 0 … 0 0 0 0 … 0 0

an 1– an 0 … 0 0 0 0 … 0 0

an 2– an 1– an … 0 0 0 0 … 0 0

… … … … … … … … … … …
a1 a2 a3 … an 0 0 0 … 0 0

a0 a1 a2 … an 1– b0 0 0 … 0 0

0 a0 a1 … an 2– 0 b0 0 … 0 0

0 0 a0 … an 3– 0 0 b0 … 0 0

… … … … … … … … … … …
0 0 0 … a1 0 0 0 … b0 0

0 0 0 … a0 0 0 0 … 0 b0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

x1

x2

…
x2n⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ d2n 1–

d2n 2–

…
d0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

 
k 1=

2n

∏ an
n b0

n

Δi

Δ
---

1 2n,

 
k 1=

2n

∑  
k 1=

2n

∑ d2n k–
′

 
k 1=

i

∑ d2n k–
′

Δi

Δ
---

d2n k–

Δ
------------

k 1=

i

∑
′

d2n k–

Δ
------------

′

max
1 m i m 2n



808 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 12, 2016

Приложение 2

Утверждение
При кажäоì i = 0, 1, ..., n – 1 иìеет ìесто равен-

ство  = +∞, в ÷астности =

+∞.
Доказательство

ci(Ω) = xn – i = = γ2n – kAk, n – i Ω
k – 1 —

поëиноì степени n – 1 – i со старøиì коэффиöи-

ентоì γn + iAn + i, n – i > 0,

ri(Ω)=x2n – i= = γ2n – kAk, 2n – i Ω
k – 1 —

поëиноì степени 2n – 1 – i со старøиì коэффи-

öиентоì γiA2n – i, 2n – i > 0.

Поэтоìу

 =  =

=  =

= Ωn

при Ω → +∞, сëеäоватеëüно

 ≈ Ωn → +∞

при Ω → +∞.
Зна÷ит и

 = +∞.
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Parametric robustness is an important property of the systems synthesized by analytical methods. The article presents a
solution to the problem of the parametrical robustness of the modal control systems with polynomial regulators, during which
the parameters can vary in a wide range. The authors investigate a possible application of the approach, the basis of which
is the use of a high coefficient of amplification in the control path. They also analyze certain methods of the robust systems’
synthesis: the method of high coefficients of amplification by V. M. Meerov and the method of localization (control with the
use of higher derivative) by A. S. Vostrikov. Their advantages and disadvantages are noted. The methodology of the synthesis
of the automatic control single-loop system with polynomial regulators is proposed, it guarantees both a high coefficient of am-
plification in the control path and the necessary quality of the transients (operating speed and nature of the process). A high
coefficient of amplification ensures the parametrical robustness and high static accuracy for the system. The methodology is
based on the formation of a characteristic system of a polynom with two groups of roots: "fast" and "slow", the former one en-
sures a high coefficient of amplification and, consequently, a parametrical robustness, the latter ensures the quality of the tran-
sients. A possibility of variation within the magnitude of the "fast" roots of the characteristic polynom allows us to choose the
rate of the automatic control of the system’s robustness. The article presents versions of synthesis of the regulators with an ir-
regular (physically unrealizable, differential), and a regular (physically realizable) transfer functions. The research based on
a computing experiment with the use of the mathematical model of the typical dual-mass electromechanical object and variation of
the control member moment of inertia as a parameter, most susceptible to alternation, confirmed the efficiency of the proposed
synthesis methodology. In the supplement the authors provide confirmation of the given approach allowing one to increase the
coefficient of amplification with preservation of the quality of the transients.
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ПИД регулятор как платформа для реализации
адаптивных законов управления электроприводом

Введение

Новые техноëоãии проектирования аëãоритìи-
÷ескоãо обеспе÷ения систеì управëения äвижени-
еì [1], основанные на конöепöиях обратных заäа÷
äинаìики и ëокаëüной оптиìизаöии, привоäят к
анаëити÷ескиì выраженияì äëя законов аäаптив-
ноãо управëения с неявныìи этаëонныìи ìоäеëя-
ìи, преäназна÷енных äëя управëения такиìи äи-
наìи÷ескиìи объектаìи, которые иìеþт непоëное
описание иëи параìетры которых ìоãут сущест-

венно изìенятüся в проöессе функöионирования.
Реãуëяторы, реаëизуþщие такие законы управëения,
приäаþт построенныì на их основе заìкнутыì
систеìаì аäаптивные свойства, а их структурная
интерпретаöия позвоëяет увиäетü знакоìые о÷ерта-
ния траäиöионноãо ПИД реãуëятора. Это навоäит
на ìысëü о возìожной реаëизаöии новых законов
аäаптивноãо управëения äëя существуþщих эëек-
тропривоäов постоянноãо тока, оборуäованных
траäиöионныìи реãуëятораìи. При этоì проöеäура

Ставится и решается задача аналитического конструирования закона прямого адаптивного управления электроприводом.
Показано, что сконструированный закон может быть реализован на аналоговой либо компьютерной платформе ПИД регу-
лятора. При этом традиционный ПИД регулятор преобразуется в адаптивный просто путем изменения параметров его на-
стройки при неизменном элементном составе, включающем интегратор, дифференциатор и усилители.
Ключевые слова: адаптация, градиентный метод, закон управления, локальная оптимизация, адаптивный регулятор, ПИД

регулятор, электропривод


