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Синтез следящих систем на основе аппарата
линейно-квадратичной оптимизации

Для многих задач вопросы оптимальности совсем не существенны. Это
просто математический инструмент, который помогает формализо-
вать слово "можно". Введение квадратичного критерия — вопрос мате-
матического удобства и часто диктуется желанием применить для ре-
шения задачи аналитические методы и получить решение в явном виде.

Беëëìан (R. E. Bellman)

Автоìатизаöия проöессов управëения техни÷е-
скиìи объектаìи и техноëоãи÷ескиìи проöессаìи
в разëи÷ных обëастях проìыøëенности, энерãети-
ки и транспорта сопровожäается øирокиì испоëü-
зованиеì систеì сëеäящеãо реãуëирования [1—3],
преäназна÷енных äëя воспроизвеäения на выхоäе
с опреäеëенной то÷ностüþ заäаþщеãо возäействия,
произвоëüно изìеняþщеãося по заранее неизвест-
ноìу закону. К äанноìу кëассу систеì автоìати-
÷ескоãо реãуëирования относятся äистанöионные
систеìы воспроизвеäения уãëовых и ëинейных пе-
реìещений, привоäы систеì автоìати÷ескоãо со-
провожäения öеëей, руëевые приборные привоäы,
привоäы управëения станкаìи, антеннаìи, систеìы
управëения ìаневроì ëетатеëüных аппаратов и äр.
В теории автоìати÷ескоãо управëения øирокое

распространение поëу÷иëа ìетоäоëоãия анаëити÷е-
скоãо конструирования реãуëяторов (АКОР), иìе-
нуеìая также ëинейно-кваäрати÷ной (ЛК) оптиìи-
заöией, äостоинстваìи которой явëяþтся простота
форìаëизаöии заäа÷, закон÷енностü, анаëити÷ностü
и вы÷исëитеëüная эффективностü поëу÷аеìых ре-
øений. В кëасси÷ескоì варианте постановки заäа÷
АКОР связаны со стабиëизаöией невозìущенноãо
äвижения (öеëевоãо равновесноãо состояния) объ-
екта. Оäнако за преäеëаìи äанной постановки ока-
зывается важнейøий äëя инженерных приëожений
кëасс заäа÷ сëеäящеãо реãуëирования: зäесü неотъ-
еìëеìыì структурныì фактороì автоìати÷еской
систеìы явëяется канал ввода уставки, который

опреäеëяет öеëевое зна÷ение управëяеìоãо выхоäа
объекта.
Известны попытки распространитü ìетоäоëо-

ãиþ АКОР на проöессы управëения с öеëевыì по-
веäениеì объекта, заäанныì экзогенными (внеøни-
ìи) этаëонныìи ìоäеëяìи, которые вкëþ÷аþтся в
проöесс управëения и выпоëняþт функöиþ ãене-
ратора этаëонноãо выхоäа объекта (сì., наприìер,
[4, с. 385—386; 5; 6, с. 379—382; 7, с. 483—484;
8, с. 240—242; 9, с. 704—707; 10, с. 166—169; 11,
с. 672—680]). В этоì сëу÷ае оптиìизируеìый
функöионаë соäержит интеãраëüнуþ кваäрати÷нуþ
оøибку отработки систеìой управëения посту-
паþщеãо от ãенератора заäаþщеãо возäействия,
так ÷то ЛК-оптиìизаöия направëена на обеспе÷е-
ние ìаксиìаëüной бëизости äействитеëüноãо и же-
ëаеìоãо (этаëонноãо) перехоäных проöессов в сис-
теìе. Необхоäиìо отìетитü, ÷то в äанных работах
ре÷ü иäет, факти÷ески, об объеäинении принöи-
пов проãраììноãо управëения и стабиëизаöии,
всëеäствие ÷еãо преäëаãаеìые реøения неприеì-
ëеìы äëя заäа÷ синтеза систеì сëеäящеãо реãуëи-
рования, в которых заäаþщее возäействие явëяет-
ся произвоëüной неизвестной функöией вреìени.
В настоящей работе обсужäается ìетоäоëоãия при-
ìенения аппарата ЛК-оптиìизаöии иìенно äëя
заäа÷ управëения такоãо типа — заäа÷ синтеза сëе-
äящих систеì (СС), функöия которых состоит в
сëежении за изìененияìи a priori неизвестноãо
командного сигнала.

Предлагается методология решения задач следящего регулирования, основанная на аппарате линейно-квадратичной (ЛК)
оптимизации процессов управления. Ее основу составляют два решения: во-первых, обобщенная схема следящей системы, со-
четающая принципы построения классических одноконтурных систем регулирования и систем стабилизации с обратной связью
по состоянию; во-вторых, идея конвертирования задачи ЛК стабилизации в задачу синтеза астатической следящей системы.
Ключевые слова: синтез автоматических следящих систем, обобщенная схема следящего регулирования, качество процес-
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Класс объектов управления

Даëее рассìатривается кëасс ëинейных стаöио-
нарных äинаìи÷еских объектов управëения, описы-
ваеìых в переìенных состояния уравненияìи виäа

 = A0x + B0u, (1)

y = C0x, (2)

ãäе t l 0, u ∈ R — управëяþщий вхоä, x ∈ Rn — со-
стояние, y ∈ R — управëяеìый выхоä, A0, B0, C0 —
÷исëовые ìатриöы соответствуþщих разìеров.
Поëаãаеì, ÷то объект обëаäает свойстваìи поë-

ной управëяеìости и набëþäаеìости. Обозна÷иì
W0(s) еãо переäато÷нуþ функöиþ (ПФ), которая в
сиëу (1) и (2) равна

W0(s) = C0(Es – A0)
–1B0 = . (3)

Зäесü s — коìпëексная ÷астота, E — еäини÷ная
ìатриöа соответствуþщеãо разìера; M0(s) и L0(s) —
ìноãо÷ëены:

L0(s) = ai s
i, M0(s) = bj s

j, (4)

ãäе m < n, ai, bj — вещественные константы.

Динаìи÷еские проöессы в объекте ìоãут бытü
описаны ìоäеëüþ "вхоä—выхоä", т.е. äифференöи-
аëüныì уравнениеì n-ãо поряäка:

ai y
(i)(t) = bju

( j)(t). (5)

Ввеäеì в рассìотрение äифференöиаëüный опе-

ратор k-ãо поряäка Dk : Dkf (t) ≡ f (t).

Уравнение (5) с у÷етоì (4) ìожно переписатü в
операторной форìе:

L0(D)y(t) = M0(D)u(t), (6)

ãäе L0(D) и M0(D) — операторные ìноãо÷ëены:

L0(D) = aiDi, M0(D) = bjD j.

Ввоäя в рассìотрение операторную передаточ-
ную функцию (ОПФ)

W0(D) = ,

связü вхоäа и выхоäа объекта ìожно форìаëüно
выразитü сëеäуþщиì операторныì уравнениеì:

y(t) = W0(D)u(t).

Системы следящего регулирования

Отëи÷итеëüной структурной особенностüþ сис-
теì автоìати÷ескоãо реãуëирования и, в ÷астности,
СС по сравнениþ с систеìаìи стабиëизаöии явëя-
ется наëи÷ие канаëа ввоäа уставки (рис. 1).
Цеëевое зна÷ение выхоäа объекта опреäеëяется

задатчиком, который ãенерирует уставку, т.е. за-
äаþщий (коìанäный) сиãнаë. Задача слежения —
отработка (отсëеживание) СС заäаþщеãо сиãнаëа,
т.е. обеспе÷ение бëизости выхоäа y(t) к еãо заäан-
ноìу вхоäу y*(t) в соответствии с заäанныìи (же-
ëаеìыìи) требованияìи ка÷ества проöессов уп-
равëения:

y(t) ≈ y*(t).

Оöенка ка÷ества СС основана на анаëизе про-
öессов отработки систеìой тестируþщих коìанä-
ных сиãнаëов, в ка÷естве которых, как правиëо,
выбираþт аëãебраи÷еские поëиноìы. Важнейøиì
показатеëеì ка÷ества СС явëяется äинаìи÷еская
оøибка εd(t), явëяþщаяся вынужäенной состав-
ëяþщей оøибки сëежения ε — рассоãëасования
ìежäу уставкой и выхоäоì объекта:

ε(t) = y*(t) – y(t). (7)

Характерное свойство СС с астатизмом v-ãо по-
ряäка — отработка без вынужäенной поãреøности
коìанäных сиãнаëов, явëяþщихся поëиноìаìи
степени < ν. Такиì образоì, есëи коìанäные сиã-
наëы поä÷иняþтся усëовиþ

Dνy*(t) ≡ 0, (8)

то

εd(t) ≡ 0.

Отìетиì сëеäуþщий фунäаìентаëüный резуëü-
тат кëасси÷еской теории управëения.
Утверждение 1. Поряäок астатизìа заìкнутой

систеìы равен кратности нуëевоãо поëþса s = 0
пряìой öепи, т.е. ÷исëу интеãрируþщих звенüев в
контуре реãуëирования. 
Такиì образоì, есëи поряäок астатизìа СС ра-

вен ν, то ПФ ее пряìой öепи иìеет виä

V(s) = V0(s), V(0) ≠ 0.

Обозна÷иì R(s) ПФ реãуëятора астати÷еской СС.
Есëи у объекта управëения отсутствуþт нуëевые
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переäато÷ные поëþса, то она буäет иìетü виä не-
сократиìой äроби

R(s) = , (9)

ãäе P(s) и W(s) — взаиìно простые ìноãо÷ëены,
при÷еì P(0) ≠ 0.
Закон управëения ìожно преäставитü в опера-

торной форìе:

u(t) = R(D)(y*(t) – y(t)), (10)

ãäе R(D) — ОПФ реãуëятора.
Из соотноøений (6), (7), (10) с у÷етоì (9) сëе-

äует уравнение

L0(D)Dνy(t) = ε(t).

Отсþäа и из усëовий (7), (8) вытекает равенство

L0(D)Dνε(t) = – ε(t). (11)

Рассìатривая свобоäное äвижение заìкнутой СС

y*(t) ≡ 0, (12)

соãëасно (7) и (11) поëу÷иì уравнение

L0(D)Dνy(t) = – y(t). (13)

Сравнение уравнений (11) и (13) привоäит к
сëеäуþщеìу вывоäу.
Утверждение 2. В астати÷еских СС äинаìика

оøибки сëежения описывается теì же уравнениеì,
÷то и ее свобоäное äвижение. 

Задача ЛК-стабилизации

Вкратöе остановиìся на форìаëизìе заäа÷и
ЛК-стабиëизаöии.
С÷итаеì, ÷то öеëевыì стабиëизируеìыì состо-

яниеì объекта явëяется еãо нуëевое состояние, ко-
тороìу отве÷ает невозìущенный выхоä: y(t) ≡ 0.
Поëаãаеì также, ÷то то÷ностü и энерãозатраты

проöесса стабиëизаöии оöениваþтся сëеäуþщиìи
кëасси÷ескиìи интеãраëüныìи кваäрати÷ныìи
критерияìи:

Jy = y2(t)dt, Ju = u2(t)dt. (14)

Пустü оптиìизаöия проöессов стабиëизаöии
осуществëяется соãëасно критериþ оптиìаëüнос-
ти, образованноìу сверткой äанных ÷астных кри-
териев с весовыì ìножитеëеì р > 0:

J = pJy + Ju = [py2(t) + u2(t)]dt → min. (15)

Как известно [12, п. 9.6.4], реøениеì заäа÷и оп-
тиìаëüной стабиëизаöии (1), (2), (15) явëяется за-
кон реãуëирования

u = –Kx, K = P, (16)

ãäе P ∈ Rn Ѕ n — сиììетри÷еская ìатриöа, явëяþ-
щаяся реøениеì аëãебраи÷ескоãо ìатри÷ноãо урав-
нения Риккати

PB0 P – PA0 – P – p C0 = 0

(зäесü сиìвоë "т" озна÷ает операöиþ транспони-
рования).
На рис. 2 показана схеìа рассìатриваеìой сис-

теìы стабиëизаöии.

Обобщенная схема системы 
следящего регулирования

Буäеì синтезироватü СС соãëасно обобщенной
схеìе, преäставëенной на рис. 3. Она со÷етает в себе
структурные свойства кëасси÷еской оäноконтур-
ной схеìы реãуëирования (сì. рис. 1) и схеìы ста-
биëизаöии с обратной связüþ по состояниþ (сì.
рис. 2). Такиì образоì, преäëаãаеìая схеìа синте-
зируеìой СС унасëеäует от первой последователь-
ное корректирующее звено (ПКЗ), а от второй —
корректирующую обратную связь (КОС).
КОС описывается уравнениеì

u0(t) = –K0x(t), (17)

ãäе K0 ∈ R1 Ѕ n — ìатриöа коэффиöиентов КОС.
Поëаãаеì, ÷то ПКЗ иìеет äинаìи÷еский поряäок

n1 l 1 и описывается уравненияìи состояния виäа

 = A1z + B1ε, (18)

u1 = C1z, (19)

Q s( )

sνP s( )
------------

M0 D( )Q D( )
P D( )

------------------------

M0 D( )Q D( )
P D( )

------------------------

M0 D( )Q D( )
P D( )

------------------------

 
0

∞

∫  
0

∞

∫

 
0

∞

∫

B0
т

B0
т A0

т C0
т

Рис. 2

Рис. 3

z·



798 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 12, 2016

ãäе z ∈  — состояние, а A1, B1, C1 — ÷исëовые
ìатриöы соответствуþщих разìеров.
ПФ R(s) äанноãо звена равна

R(s) = C1(E1s – A1)
–1B1, (20)

ãäе E1 — еäини÷ная ìатриöа соответствуþщеãо
разìера.
Управëяþщее возäействие (рис. 3) опреäеëяется

равенствоì

u = u0 + u1. (21)

Утверждение 3. Требование астатизìа СС буäет
выпоëнятüся, есëи ПФ ПКЗ R(s) иìеет ν нуëевых
переäато÷ных поëþсов, т.е. она преäставëяется вы-
ражениеì (9). 
Пример 1. Пустü n1 = 2,

A1 = , B1 = , C1 = [q0 q1].

Тоãäа

R(s) = , (22)

т.е. ПКЗ вкëþ÷ает äва интеãрируþщих звена. 

Конвертирование задачи ЛК-стабилизации
в задачу слежения

Динаìи÷ескуþ ÷астü СС, вкëþ÷аþщуþ каскаä-
но-соеäиненные объект управëения и ПКЗ, буäеì
трактоватü как расширенную модель объекта (РМО).
С÷итаеì вхоäоì РМО управëяþщий вхоä объ-

екта u. Ее состояние опреäеëяется бëо÷ныì векто-
роì :

 = , (23)

т.е.  ∈ ,  = n + n1, при÷еì äинаìика состоя-
ния РМО описывается уравненияìи (1), (18).
Буäеì рассìатриватü свобоäное äвижение РМО,

т.е. преäпоëаãаеì выпоëнение усëовия (12). Тоãäа
с у÷етоì соотноøений (2), (7) и (12) äинаìику
РМО ìожно преäставитü уравненияìи, записан-
ныìи в векторно-ìатри÷ной форìе:

 =  + u, (24)

y = , (25)

ãäе ìатриöы ,  и  иìеþт сëеäуþщуþ бëо÷нуþ
структуру:

 = ,  = ,  = [C0  0].

Поëожиì, ÷то äëя РМО поëу÷ено реøение за-
äа÷и оптиìаëüной стабиëизаöии (24), (25), (15) в
виäе закона реãуëирования:

u = – , (26)

ãäе  ∈  — ìатри÷ный коэффиöиент усиëения.
Преäставиì поëу÷еннуþ ìатриöу  в бëо÷ной

форìе:

 = [   ], (27)

ãäе  ∈ ,  ∈ .

Теперü с у÷етоì соотноøений (21), (23), (17), (19)
поëу÷аеì выражения äëя искоìых ìатри÷ных ко-
эффиöиентов КОС и ПКЗ:

K0 = , C1 = – . (28)

Преäëаãаеìая ìетоäоëоãия приìенения форìа-
ëизìа ЛК-оптиìизаöии äëя структурно-параìет-
ри÷ескоãо синтеза СС основывается на утвержäе-
ниях 1—3 и сëаãается из сëеäуþщих проöеäур:
в структуру СС ввоäится ПКЗ с нуëевыìи поëþ-
саìи; неизìеняеìая ÷астü ПКЗ вìесте с объектоì
управëения образует РМО; äаëее реøается стан-
äартная заäа÷а оптиìаëüной стабиëизаöии свобоä-
ных äвижений РМО среäстваìи ЛК-форìаëизìа;
наконеö, поëу÷енная функöионаëüная структура
систеìы стабиëизаöии конвертируется в функöи-
онаëüнуþ структуру СС.
Пустü u*(t) и z*(t) — вынужäенные составëяþщие

соответственно управëяþщеãо возäействия и со-
стояния ПКЗ, иниöиированные заäаþщиì возäей-
ствиеì y*(t). Перехоäная составëяþщая в äинаìике
СС характеризуется переìенныìи ε(t), Δu(t) и Δz(t):

ε(t) = y*(t) – y(t), Δu(t) = u(t) – u*(t),
Δz(t) = z(t) – z*(t).

Поëаãаеì, ÷то критериеì то÷ности проöессов
сëежения сëужит кваäрати÷ный функöионаë

Jy = ε2(t)dt.

Пряìое приìенение функöионаëа Ju виäа (14) в
ка÷естве критерия энерãозатрат невозìожно, по-
скоëüку в режиìе отработки тестовых коìанäных
сиãнаëов поëиноìиаëüной структуры этот несобст-
венный интеãраë буäет расхоäитüся. В связи с этиì
в ка÷естве критерия энерãозатрат воспоëüзуеìся
сëеäуþщиì кваäрати÷ныì функöионаëоì:

Ju = (Δu(t))2dt.

Кстати, иìенно äанный функöионаë явëяется
критериаëüной оöенкой степени усиëения сиãнаëов
в öепях обратной связи синтезируеìой систеìы.
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Необхоäиìо также форìаëüно у÷естü эффект
äеìпфирования äинаìи÷еских проöессов в ПКЗ.
Дëя этой öеëи воспоëüзуеìся кваäрати÷ныì функ-
öионаëоì виäа

Jz = (Δz(t))тQΔz(t)dt,

ãäе Q — сиììетри÷еская поëожитеëüно опреäеëен-
ная ìатриöа разìера n1 Ѕ n1.
В резуëüтате свертки критериев Jy, Ju и Jz поëу-

÷аеì обобщенный кваäрати÷ный критерий опти-
ìаëüности:

J = pJy + Jz + Ju =

= [pε2(t) + (Δz(t))тQΔz(t) + (Δu(t))2]dt. (29)

Дëя реøения заäа÷и синтеза СС в сиëу высказан-
ных соображений ìожно оãрани÷итüся рассìотре-
ниеì свобоäных (отве÷аþщих усëовиþ (12)) äви-
жений заìкнутой систеìы. Тоãäа критерий опти-
ìаëüности (29) приниìает виä

J = [py2(t) + zт(t)Qz(t) + u2(t)]dt → min. (30)

Ввеäеì в рассìотрение бëо÷нуþ ìатриöу  ∈

∈ :

 = .

Посреäствоì приìенения аппарата ЛК-опти-
ìизаöии поëу÷аеì закон реãуëирования (26), ìат-
ри÷ный коэффиöиент котороãо  равен

 = ,

ãäе  ∈  — сиììетри÷еская ìатриöа, явëяþ-
щаясvя реøениеì аëãебраи÷ескоãо ìатри÷ноãо
уравнения Риккати

 –  –  – p  –  = 0.

По найäенной ìатриöе коэффиöиентов  в со-
ответствии с выраженияìи (27) и (28) опреäеëяеì
искоìые ìатри÷ные коэффиöиенты СС K0 и C1.
Пример 2. Рассìотриì объект управëения 3-ãо

поряäка (n = 3), описываеìый уравненияìи (1), (2)
с параìетраìи

A0 = , B0 = , C0 = [0 0 1]. (31)

Еãо ПФ по канаëу "вхоä—выхоä" равна

W0(s) = .

Пустü ν = 1 — требуеìая степенü астатизìа СС.
Возüìеì структуру ПКЗ (9) из приìера 1 виäа (22).
В функöионаëе (30) поëожиì:

p = 10, Q = . (32)

Реøая ЛК-заäа÷у оптиìаëüной стабиëизаöии
(24)—(26), (31), (32), (30), поëу÷иì коэффиöиент-
нуþ ìатриöу

 = [5,05 7,11 5,58 –6,52 –1].

Спектр заìкнутой СС оказывается равныì

Λ = {–1,04; –0,51 ± 0,13j; –0,33 ± 0,49j}.

Даëее соãëасно (27), (28) нахоäиì коэффиöиен-
ты КОС (17) и ПКЗ (19):

K0 = [5,05 7,11 5,58], С1 = [–6,52 –1],

так ÷то параìетры q0 и q1 ПФ ПКЗ (22) равны

q0 = 6,52, q1 = 1.

На рис. 4 преäставëена реакöия СС y (спëоøная
ëиния) на три типа тестовых возäействий y* (пунк-
тирная ëиния): постоянноãо (рис. 4, а), ëинейно
нарастаþщеãо (рис. 4, б) и кусо÷но-ëинейноãо
(рис. 4, в). 

 
0

∞

∫

 
0

∞

∫

 
0

∞

∫

Q~

Rn n×~ ~

Q~ 0
Q

K~

K~ Bт~ P~

P~ Rn n×~ ~

P~ B~ Bт~ P~ P~ A~ Aт~ P~ Cт~ C~ Q~

K~

0,2– 0 0
0,5 0,5– 0
0 1 1–

0,2
0
0

1
5s 1+( ) 2s 1+( ) s 1+( )

-------------------------------------------

5 0
0 1

K~

Рис. 4



800 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 12, 2016

Список литературы

1. Основы проектирования сëеäящих систеì / Поä реä. Н. А. Ла-
коты. М.: Маøиностроение, 1978.

2. Younkin G. W. Industrial Servo Control Systems: Fundamen-
tals and Applications. Marcel Dekker. NY, 2003.

3. Nakamura M., Goto S., Kyura N. Mechatronic Servo System
Control: Problems in Industries and their Theoretical Solutions.
Springer-Verlag. NY, 2004.

4. Андреев Ю. Н. Управëение коне÷ноìерныìи ëинейныìи
объектаìи. М.: Наука, 1976.

5. Смагин В. И., Параев Ю. И. Синтез сëеäящих систеì уп-
равëения по кваäрати÷ныì критерияì. Тоìск: Изä-во Тоì.
ун-та, 1996.

6. Справочник по теории автоìати÷ескоãо управëения / Поä
реä. А. А. Красовскоãо. М.: Наука, 1987.

7. Машиностроение. Энöикëопеäия в 40 т. Т. I-4. Автоìа-
ти÷еское управëение. Теория / Е. А. Феäосов, А. А. Красовский,

Е. П. Попов и äр. Поä общ. реä. Е. А. Феäосова. М.: Маøино-
строение, 2000.

8. Современная прикëаäная теория управëения. В 3-х ÷. Ч. I.
Оптиìизаöионный поäхоä в теории управëения / Поä реä. А. А. Ко-
ëесникова. Таãанроã: Изä-во ТРТУ, 2000.

9. Методы кëасси÷еской и совреìенной теории автоìати÷е-
скоãо управëения. В 5 т. Т. 4. Теория оптиìизаöии систеì авто-
ìати÷ескоãо управëения / Поä реä. К. А. Пупкова и Н. Д. Еãу-
пова. М.: Изä-во МГТУ иì. Н. Э. Бауìана, 2004.

10. Naidu D. S. Optimal control systems. CRC Press LLC. NY,
2003.

11. Bhattacharyya S. P., Datta A., Keel L. H. Linear Control
Theory: Structure, Robustness, and Optimization. CRC Press LLC.
NY, 2009.

12. Ким Д. П. Теория автоìати÷ескоãо управëения. Т. 2.
Мноãоìерные, неëинейные, оптиìаëüные и аäаптивные систеìы.
М.: ФИЗМАТЛИТ, 2004.

Synthesis of Servosystems on the Basis
of the Apparatus of Linear-Quadratic Optimization

A. B. Filimonov, filimon_ab@mail.ru,
Moscow Technological University, Moscow, 119454, Russian Federation,

N. B. Filimonov, nbfilimonov@mail.ru ,
Lomonosov Moscow State University, Moscow, 119991, Russian Federation

Corresponding author: Filimonov Nikolay B., Professor, Dr. Sci. Tech.,
Lomonosov Moscow State University, Moscow, 119991, Russian Federation,

e-mail: nbfilimonov@mail.ru

Received on August, 15, 2016
Aссepted on September, 29, 2016

The automation of control processes by technical objects and technological processes in the different fields of industry, ener-
getics and transport is accompanied by the broad use of tracking regulation systems intending for the reproduction at the output
with the definite precision of the giving action, arbitrarily varying from the law which is unknown in advance. The methodology
of the analytical synthesis of the optimal regulators (ASOR) called also as linear-quadratic (LQ) optimization has got the wide
propagation in the automatic control theory. In the classical variant of setting up the ASOR problems are connected with sta-
bilization of unperturbed motion of the object. The given settings don’t take into account the wide class of the problems connected
with the completeness (tracking) of the dynamic processes in environmental influences: here the channel of reference input defining
the goal meaning of the directed output of the object is the integral structural factor of the automatic system. There are well known
the tries to extend the ASOR methodology to control processes with the goal behavior of the object given by external (outer) standard
models which are included themselves in control process and carry out the function of the generator of the standard output of the
object. But the analysis of papers of the given direction shows its inapplicability for the wide class of control problems where the
given action may be the arbitrary time function. In the given paper the methodology of use of LQ optimization for synthesis of
servosystems, the function of which consists in tracking for variations a priori of unknown command order signal is discussed.

Keywords: synthesis of servosystems, general scheme of tracking control, quality tracking processes, linear-quadratic op-
timization
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Метод больших коэффициентов при синтезе
параметрически грубых систем модального управления1

Введение

Вопросы параìетри÷еской ãрубости САУ, синте-
зируеìых анаëити÷ескиìи ìетоäаìи, интересуþт
иссëеäоватеëей äостато÷но äавно. Оäной из пер-
вых работ, посвященной этой теìатике, явëяется
статüя [1]. Позäнее анаëизу таких систеì быëо по-
священо зна÷итеëüное ÷исëо пубëикаöий [2—10].
Синтез параìетри÷ески ãрубых систеì также вы-
зываë зна÷итеëüный интерес у иссëеäоватеëей
[8, 9, 11—18]. В работе [8] соäержится обøирная
бибëиоãрафия по этой теìатике.
Среäи направëений синтеза ãрубых САУ ìожно

выäеëитü äва, основу которых составëяет коìби-
наöия произвоäных выхоäноãо сиãнаëа и боëüøоãо
коэффиöиента усиëения: ìетоä боëüøих коэффи-
öиентов усиëения В. М. Меерова [11] и ìетоä ëо-
каëизаöии (управëения с испоëüзованиеì высøей
произвоäной) А. С. Вострикова [12].
В работе [11] показано, ÷то боëüøой коэффи-

öиент усиëения в контуре позвоëяет обеспе÷итü не
тоëüко высокуþ стати÷ескуþ то÷ностü, но и низкуþ
÷увствитеëüностü к вариаöияì параìетров объекта
управëения. Ввеäение боëüøоãо коэффиöиента
усиëения осуществëяется в äва этапа. Вна÷аëе про-
воäится синтез основноãо реãуëятора (в терìино-
ëоãии автора — "стабиëизируþщеãо устройства",
состоящеãо из звенüев с переäато÷ныìи функöияìи

виäа H(s) = ), обеспе÷иваþщеãо в зоне суще-

ственных ÷астот необхоäиìые свойства систеìы,
äаþщие возìожностü посëеäуþщеãо ввеäения в
контур "боëüøоãо" коэффиöиента усиëения. Затеì
выбирается необхоäиìый коэффиöиент усиëения.
При этоì ка÷ество (характер и теìп) перехоäных
проöессов САУ с изìенениеì коэффиöиента уси-
ëения также ìожет ìенятüся.
Метоäы ëокаëизаöии [12] также испоëüзуþт

äвухэтапнуþ проöеäуру синтеза САУ, вкëþ÷аþщуþ
синтез контура, обеспе÷иваþщеãо робастные свой-
ства, и основноãо контура, приäаþщеãо САУ не-
обхоäиìые ка÷ественные показатеëи функöиони-
рования. Особенностüþ ìетоäа явëяется испоëüзо-
вание в реãуëяторе инфорìаöии о произвоäных,
вкëþ÷ая высøуþ (поряäка, равноãо поряäку объ-
екта управëения).
В посëеäнее вреìя боëüøое ÷исëо работ посвя-

щено обеспе÷ениþ параìетри÷еской ãрубости сис-
теì, синтезированных ìетоäаìи ìоäаëüноãо уп-
равëения, в ÷астности систеì с äинаìи÷ескиìи
(поëиноìиаëüныìи) реãуëятораìи в öепи ãëавной
обратной связи, поскоëüку известно, ÷то испоëü-
зование äанных ìетоäов также ìожет привоäитü
к поëу÷ениþ САУ с высокой ÷увствитеëüностüþ
к вариаöияì параìетров [8, 10, 17]. При÷ины ее
ìоãут бытü разëи÷ны.
Наприìер, боëüøое вëияние на параìетри÷е-

скуþ ãрубостü оказывает наëи÷ие нуëей в переäа-
то÷ной функöии ìатеìати÷еской ìоäеëи объекта
управëения [8, 17], при÷еì это ìожет бытü связано
как с образованиеì так называеìых "äипоëей"
(бëизко распоëоженных нуëей поëþсов), так и с
распоëожениеì нуëей и поëþсов на зна÷итеëüноì
уäаëении äруã от äруãа.

Решается задача обеспечения параметрической грубости систем модального управления с полиномиальными регуляторами
с использованием метода больших коэффициентов усиления.
Ключевые слова: параметрическая грубость, модальное управление, полиномиальный регулятор, метод больших коэффициентов

 1 Иссëеäование выпоëнено за с÷ет среäств ãранта Россий-
скоãо нау÷ноãо фонäа (проект № 14-19-00972) и при финансо-
вой поääержке Минобрнауки РФ в раìках базовой ÷асти ãос-
заäания в сфере нау÷ной äеятеëüности на 2014—2016 ãã.
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