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Модификация метода ветвей и границ
для двумерной маршрутизации координированного полета 

группы летательных аппаратов1

Введение

В настоящее вреìя при реøении разëи÷ных за-
äа÷ управëения и контроëя все боëüøе вниìания
уäеëяется ãрупповыì äействияì в поëете, отëи÷аþ-
щиìся высокой эффективностüþ. К ÷исëу таких за-
äа÷ относится обсëуживание заäанноãо ìножества
пунктов набëþäения назеìных объектов с поìощüþ
ãруппы ëетатеëüных аппаратов (ЛА), ìарøруты äви-
жения которых необхоäиìо заранее опреäеëитü.
Заäа÷а ìарøрутизаöии äвижения рассìатрива-

ется во ìножестве работ, посвященных выбору оп-
тиìаëüных, но оäноìерных ìарøрутов [1—16],
среäи которых особое ìесто заниìает ìетоä ветвей
и ãраниö [2] в виäе реøения известной ìатеìати-
÷еской заäа÷и коììивояжера. Оäнако при ãруппо-
вых äействиях прихоäится ëибо у÷итыватü øтрафы
при пересе÷ении оäноìерных ìарøрутов поëета [3],
ëибо осуществëятü äопоëнитеëüный проãнозируе-
ìый контроëü безопасности поëета при сбëижении
ЛА, внося существенные поправки в первона÷аëü-
ные пëаны оäноìерной ìарøрутизаöии.
В äанной работе рассìатривается заäа÷а коор-

äинированноãо ìарøрутноãо поëета äвух ЛА при
сëеäуþщей постановке заäа÷и.

Постановка задачи

1. Реøается заäа÷а форìирования äвух разоìк-
нутых ìарøрутов äвижения, иìеþщих заäанные
общие на÷аëüнуþ и коне÷нуþ то÷ки А и В (рис. 1).

2. Заäано ìножество непоäвижных то÷е÷ных
пунктов набëþäения, коорäинаты их распоëожения
и общее ÷исëо n (на рис. 1 это ÷исëо n = 5), ÷то по-
звоëяет сфорìироватü исхоäящуþ ìатриöу М0 рас-
стояний ìежäу ниìи, на÷аëоì и конöоì ((n + 1)-й

то÷кой) ìарøрутов. Дëя рис. 1 исхоäная ìатриöа
М0 иìеет сëеäуþщий виä:

В этой ìатриöе естü запрещенные эëеìенты
(обозна÷енные Х), как это принято в известноì
ìетоäе ветвей и ãраниö [6], а иìенно
эëеìенты по äиаãонаëи ìатриöы, запрещаþщие
попаäание в ëþбой пункт повторно сразу посëе
еãо обсëуживания;
эëеìенты в первоì стоëбöе, запрещаþщие воз-
вращение в на÷аëüный пункт äëя разоìкнутых
ìарøрутов;
эëеìенты в нижнеì стоëбöе, запрещаþщие ëþ-
бое проäоëжение äвижения посëе попаäания в
коне÷ный пункт (n + 1);
эëеìенты (0, n + 1), запрещаþщие äвижение
сразу из на÷аëüноãо пункта в коне÷ный.

Предложен метод решения задачи коммивояжера в случае двумерной маршрутизации полета, отличающийся формирова-
нием двух исходных матриц расстояний между пунктами для двух разомкнутых маршрутов, которые анализируются пооче-
редно при координированном выборе элемента минимальной длины в каждой из них. Приводятся примеры расчетов, демонст-
рирующие эффективность предложенного подхода и указывающие на сокращение числа пунктов облета более, чем в два раза.
Ключевые слова: беспилотный летательный аппарат, многомерная маршрутизация, безопасность полета, целочисленное

программирование

 1 Работа выпоëнена при ìатериаëüной поääержке ãрантов
РФФИ 16-08-00-832-а, 15-08-00043.

0 1 2 3 4 5 6
0 Х 5 8 11 9,4 11,5 Х
1 Х Х 3 6 5,8 6,7 11
2 Х 3 Х 3 5 4,3 8
3 Х 6 3 Х 5,8 3 5
4 Х 5,8 5 5,8 Х 3,5 9,4
5 Х 6,7 4,3 3 3,5 Х 5,8
6 Х Х Х Х Х Х Х

Рис. 1. Картина расположения пунктов наблюдения с указани-
ем найденных в конце расчета маршрутов М1 и М2

.
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3. Иìеþтся äва ЛА, поëет которых на заäанной
постоянной высоте нужно скоорäинироватü такиì
образоì, ÷тобы кажäый пункт быë обсëужен тоëü-
ко оäниì ЛА и тоëüко оäин раз.

4. Требуется сфорìироватü äва ìарøрута поëета
так, ÷тобы их суììарная äëина быëа ìиниìаëüна.

Подход к решению задачи на первом этапе расчетов

Реøение заäа÷и основано на известных äейст-
виях, принятых в öеëо÷исëенноì ìетоäе ветвей и
ãраниö äëя оäноìерной ìарøрутизаöии, с äобав-
ëениеì к ниì новых необхоäиìых операöий. Как
и в известноì ìетоäе, пëанирование äоëжно состо-
ятü из ìножества øаãов рас÷ета (k = 1, ..., n + 1) с теì
отëи÷иеì, ÷то вìесто оäной ìатриöы М0 расстоя-
ний анаëизируþтся äве ìатриöы М1 и М2 — по оäной
äëя кажäоãо ìарøрута. Исхоäное состояние этих
ìатриö форìируется на основе общей исхоäной
ìатриöы (как показано ниже) присоеäинениеì но-
воãо стоëбöа äëя указания коорäинаты х и z так на-
зываеìых "öентров притяжения" обоих форìируе-
ìых ìарøрутов, иìеþщих ноìера (n + 2) и (n + 3).
В исхоäноì состоянии эти ìатриöы äëя приìе-

ра, преäставëенноãо на рис. 1, иìеþт виä:
ìатриöа М10 äëя первоãо ìарøрута на нуëевоì
øаãе

ìатриöа М20 äëя второãо ìарøрута на нуëевоì
øаãе

Дëя пояснения öентров притяжения ìарøрутов
на рис. 2 показана аппроксиìаöия траекторий ìарø-

рутов М1 и М2, состоящая из äвух пряìоуãоëüных
отрезков, исхоäящих из на÷аëа и конöа ìарøрутов
к этиì öентраì.
Назовеì эту аппроксиìаöиþ треуãоëüной ìо-

äеëüþ, эëеìенты которой показаны øтриховыìи
отрезкаìи.
В äанной работе на кажäоì k-ì øаãе рас÷ета

преäëаãается выпоëнятü сëеäуþщие äействия, вы-
äеëяя особо среäи них новые:
выбратü äëя анаëиза поо÷ереäно оäну из äвух
ìатриö и найти в ней эëеìент ìиниìаëüной
äëины, который нужно вкëþ÷итü в пëан, как это
принято в ìетоäе ветвей и ãраниö;
проанаëизироватü найäенный эëеìент (i, j) на
"бëизостü" к первоìу иëи второìу ìарøруту;
в выбранной оäной из äвух ìатриö уäаëитü стро-
ку i и строку j, поставив знак запрета в эëеìент
(j, i), но äопоëнитеëüно посëе присоеäинения
эëеìента (i, j) уто÷нитü коорäинаты z и x öентра
притяжения соответствуþщеãо ìарøрута, поста-
вив их в правый стоëбеö выбранной ìатриöы;
в äруãой ìатриöе уäаëитü äве строки (i, j) и äва
стоëбöа (i, j) äëя искëþ÷ения их обсëуживания.
Всëеäствие этих äействий разìерностü обеих

ìатриö снижается, а посëе их повторений ÷исëо
перес÷етов кажäой ìатриöы ìожет оказатüся нео-
äинаковыì, но суììа этих ÷исеë в конöе рас÷ета
буäет равна (n + 1). В итоãе в преäëоженноì поä-
хоäе найäены ответы на äва вопроса:
в какой из äвух ìатриö анаëизироватü эëеìенты
ìаëой äëины;
в какуþ из äвух ìатриö ввести эëеìент ìини-
ìаëüной äëины.
Ответ таков — äëя анаëиза эëеìентов по прин-

öипу равноправия обе ìатриöы испоëüзуþтся по-
о÷ереäно, но затеì эëеìент присоеäиняется к тоìу
ìарøруту, к котороìу он "бëиже", независиìо от
тоãо, в какой ìатриöе он быë выбран.
На первоì этапе рас÷ета ìера этой бëизости оп-

реäеëяется разниöей расстояний m1 и m2 от эëе-
ìента (i, j) äо öентров притяжения (n + 2) и (n + 3)
äвух ìарøрутов, как показано на рис. 2.
Чтобы боëее äетаëüно понятü сущностü преäëа-

ãаеìых äействий, рассìотриì реøение показанно-
ãо на рис. 1 приìера при n = 5.
Пустü вна÷аëе öентры притяжения äвух ìарø-

рутов ëежат посереäине пряìой ëинии (0, n + 1),
поскоëüку äо распреäеëения пунктов набëþäения
их поëожение выøе и ниже этой ëинии равнове-
роятно.
На первом шаге (k = 1) выбереì äëя анаëиза ìат-

риöу М10, в ней ìиниìаëüныì эëеìентоì явëяется
äуãа (1, 2), которая также ëежит на пряìой (0, 6) и
оäинаково бëизка к äвуì öентраì притяжения.
Поэтоìу возüìеì в ка÷естве реøения первый
ìарøрут (p = 1), т.е. в ìатриöе М10 искëþ÷иì стро-
ку 1 и стоëбеö 2, поставив знак запрета в эëеìент
(2, 1), а в ìатриöе М20 вы÷еркнеì строки 1, 2 и
стоëбöы 1, 2. Кроìе тоãо, в ìатриöе М10 в äопоë-
нитеëüноì стоëбöе n + 1 = 7 пос÷итаеì новые ко-

0 1 2 3 4 5 6 7 = n + 1
0 Х 5 8 11 9,4 11,5 Х 8 → Xn + 2(0)
1 Х Х 3 6 5,8 6,7 11
2 Х 3 Х 3 5 4,3 8
3 Х 6 3 Х 5,8 3 5
4 Х 5,8 5 5,8 Х 3,5 9,4
5 Х 6,7 4,3 3 3,5 Х 5,8
6 Х Х Х Х Х Х Х 0 ← Zn + 2(0);

0 1 2 3 4 5 6 7 = n + 1
0 Х 5 8 11 9,4 11,5 Х 8 → Xn + 3(0)
1 Х Х 3 6 5,8 6,7 11
2 Х 3 Х 3 5 4,3 8
3 Х 6 3 Х 5,8 3 5
4 Х 5,8 5 5,8 Х 3,5 9,4
5 Х 6,7 4,3 3 3,5 Х 5,8
6 Х Х Х Х Х Х Х 0 ← Zn + 3(0).

Рис. 2. Треугольная аппроксимация маршрутов М1 и М2
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орäинаты öентра притяжения (n + 2), поëüзуясü
сëеäуþщиìи рассужäенияìи.
Так как äуãа (i, j) иìеет äва конöа, опреäеëиì ее

поëожение в систеìе коорäинат x, z ÷ерез коорäи-
наты сереäины äуãи, иìеþщие зна÷ения (0,5xi + 0,5xj)
и (0,5zi + 0,5zj), ÷то явëяется апостериорной ин-
форìаöией о öентре притяжения (n + 2) ìарøрута
М1 по отноøениþ к априорной, которой соответ-
ствуþт зна÷ения xn + 2(0) = 8 и zn + 2(0) = 0, стоя-
щие в правоì стоëбöе ìатриöы М10. Поэтоìу
искоìый резуëüтат при k = 1 естü среäнее зна÷ение
ìежäу ниìи:

xn + 2(1) = 0,5xn + 2(0) + 0,25(xi + xj);

zn + 2(1) = 0,5zn + 2(0) + 0,25(zi + zj).

Можно записатü в äруãоì виäе:

(1)

Дëя иìеþщихся в ìатриöе М10 ÷исëовых äан-
ных по форìуëаì (1) поëу÷иì xn + 2(1) = 7,25;
zn + 2(1) = 0, и в итоãе при k = 1 ìатриöы М11 и М21
иìеþт сëеäуþщий виä:

ìатриöа М11

ìатриöа М21

На втором шаге выбираеì äëя анаëиза вторуþ
ìатриöу вìесто первой и в ней нахоäиì эëеìент
(5, 3) ìиниìаëüной äëины, который по физи÷е-
скоìу сìысëу не äоëжен попастü в оптиìаëüные
ìарøруты, но форìаëüно еãо нужно присоеäинитü
к оäноìу из них, äëя ÷еãо необхоäиìо установитü,
к какоìу из них он "бëиже" и по какоìу критериþ
эту бëизостü оöениватü. На äанноì этапе рас÷ета
испоëüзуеì критерий ìиниìуìа расстояний m1 и m2
от äуãи (i, j) äо кажäоãо из äвух öентров притяже-
ния (n + 2) и (n + 3), расс÷итываеìых по форìуëаì:

(2)

Дëя äанноãо øаãа и эëеìента (5, 3) оказывается,
÷то m1 = 6; m2 = 4, ÷то указывает на присоеäинение
äуãи к (5, 3) к ìарøруту М2 (p = 2). Поэтоìу, пе-
рес÷итав по форìуëе (1) новые коорäинаты öентра
притяжения второãо ìарøрута и искëþ÷ив строку 5
и стоëбеö 3, а также эëеìент (3, 5) в ìатриöе М21,
а также уäаëив строки 3, 5 и стоëбöы 3, 5 в ìат-
риöе М11, поëу÷иì äве новые ìатриöы ìенüøей
разìерности:

ìатриöу М12

ìатриöу М22

На третьем шаге при о÷ереäноì анаëизе ìат-
риöы М12 конкурентаìи на попаäание в ìарøруты
явëяþтся äуãи (0, 1) и (2, 4), а из них ìиниìаëüныì
эëеìентоì явëяется äуãа (0, 1), и по критериþ ìи-
ниìаëüных расстояний, вы÷исëенных по форìу-
ëаì (2), она äоëжна бытü отнесена к ìарøруту М1.
Даëее по принятой проöеäуре вна÷аëе наäо

искëþ÷итü из ìатриöы М12 как стоëбеö 1, так и
строку 0, ноìер которой соответствует на÷аëу не
тоëüко первоãо ìарøрута, но и второãо. Поэтоìу
затеì из äруãой ìатриöы М22 строку 0 искëþ÷атü
неëüзя, а нужно уäаëитü тоëüко строку 1 и äва
стоëбöа 0 и 1 (есëи они естü). В итоãе поëу÷аеì äве
новых ìатриöы:

ìатриöу М13

ìатриöу М23

На четвертом шаге в резуëüтате ÷ереäования
ìатриö анаëизируеì ìатриöу М23, в ней эëеìентоì
ìиниìаëüной äëины явëяется äуãа (4, 5), которая
соãëасно форìуëаì (2) бëиже ко второìу ìарøру-
ту. В резуëüтате соответствуþщих äействий поëу-
÷аеì ответ в виäе ìатриö М14 и М24 посëе искëþ-
÷ения соответствуþщих строк и стоëбöов из ìат-
риö М13 и М23:

ìатриöа М14

0 1 3 4 5 6 7
0 Х 5 11 9,4 11,5 Х 7,25
2 Х X 3 5 4,3 8
3 Х 6 Х 5,8 3 5
4 Х 5,8 5,8 Х 3,5 9,4
5 Х 6,7 3 3,5 Х 5,8 ;
6 Х Х Х Х Х Х 0

0 3 4 5 6 7
0 Х 11 9,4 11,5 Х 8
3 Х Х 5,8 3 5
4 Х 5,8 Х 3,5 9,4
5 Х 3 3,5 Х 5,8 .
6 Х Х Х Х Х 0

xn + 2(1) = xn + 2(0) + ;

zn + 2(1) = zn + 2(0) + .

0,5 xi xj+( ) xn 2+ 0( )–

2
------------------------------------------

0,5 zi zj+( ) zn 2+ 0( )–

2
-----------------------------------------

m1 = ;

m1 = .

zi zn 2+–( )2 xi xn 2+–( )2+

zi zn 3+–( )2 xi xn 3+–( )2+

0 1 4 6 7
0 Х 5 9,4 Х 7,25
2 Х Х 5 85
4 Х 5,8 Х 9,4 ;
6 Х Х Х Х 0

0 4 5 6 7
0 Х 9,4 11,5 Х 9,5
3 Х 5,8 Х 5
4 Х Х 3,5 9,4 .
6 Х Х Х Х 0,75

0 4 6 7
2 Х 5 8 5,7
4 Х Х 9,4 ;
6 Х Х Х 0

4 5 6 7
0 9,4 11,5 Х 9,5
3 5,8 Х 5
4 Х 3,5 9,4 .
6 Х Х Х 0,75

0 6 7
2 Х 8 5,7
6 Х Х 0 ;
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ìатриöа М24

На пятом шаге при анаëизе ìатриöы М14 виäиì,
÷то еäинственныì эëеìентоì, претенäуþщиì на
вкëþ÷ение в оптиìаëüный пëан, явëяется äуãа (2, 6),
которуþ нужно отнести к первоìу ìарøруту. Поэто-
ìу посëе искëþ÷ения из ìарøрута М24 тоëüко
строки 6 (стоëбеö 6 из ìатриöы не искëþ÷ается,
так как ноìер 6 соответствует конöу не тоëüко пер-
воãо, но и второãо ìарøрутов) поëу÷аеì ìатриöу
М25, а коорäинаты öентра притяжения первоãо
ìарøрута равны zn + 2 = 0, xn + 2 = 7,5:

ìатриöа М25

В этой ìатриöе эëеìентоì ìиниìаëüной äëины
явëяется äуãа (3, 6), принаäëежащая второìу
ìарøруту. Наконеö, при искëþ÷ении из ìатриöы
М25 строки 3 и стоëбöа 6 нахоäиì на шестом шаге
посëеäний äëя первоãо ìарøрута эëеìент (0, 4).
Объеäиняя поëу÷енные на всех øаãах резуëüта-

ты, поëу÷аеì, ÷то ìарøруты М1 и М2 вкëþ÷аþт
сëеäуþщие пункты набëþäения:

М1 → 0, 1, 2, 6;
М2 → 0, 4, 5, 3, 6.

На рис. 3 эти ìарøруты преäставëены в виäе
траекторий, которые пока не соответствуþт опти-
ìаëüныì из-за тоãо, ÷то в общий пëан попаëа äуãа
(5, 3).
На этоì же рисунке преäставëено поëожение

öентров притяжения (n + 2) = 7 и (n + 3) = 8, ко-
торые уäаëосü развести äруã от äруãа в разные сто-
роны при k = 6 с коорäинатаìи:

xn + 2(6) = 7,25; xn + 3(6) = 9,2;

zn + 2(6) = 0; xn + 3(6) = 1,6.

Провеäенный рас÷ет позвоëяет сäеëатü сëеäуþ-
щие проìежуто÷ные вывоäы:

1. Правиëо обязатеëüноãо присоеäинения о÷е-
реäноãо эëеìента ìиниìаëüной äëины к оäноìу из

ìарøрутов привеëо к тоìу, ÷то в выбранные
траектории попаëа äуãа (5, 3), которая на саìоì äе-
ëе явëяется "переìы÷кой" ìежäу показанныìи на
рис.1 оптиìаëüныìи ìарøрутаìи.

2. Саìа переìы÷ка (5, 3) обëаäает особыìи
свойстваìи — ìиниìаëüные расстояния от нее äо
ìарøрутов М1 и М2 равны äруã äруãу (от то÷ки 3 äо
М1 и от то÷ки 5 äо М2) иëи, по крайней ìере, ìаëа
их разностü, а саìа äуãа оказаëасü ìежäу ìарøру-
таìи. Друãие эëеìенты исхоäной ìатриöы этиì
свойствоì не обëаäаþт.

3. Достоинствоì преäëоженноãо выøе рас÷ета
явëяется способностü развести ìарøруты М1 и М2
в разные стороны, как виäно на рис. 3.

4. Неäостаткоì оöенки бëизости анаëизируеìо-
ãо эëеìента (i, j) к ìарøрутаì с поìощüþ расстоя-
ний m1 и m2 явëяется то, ÷то она поëностüþ не у÷и-
тывает взаиìноãо распоëожения трех анаëизируе-
ìых объектов — М1, М2 и (i, j), а то÷нее, знаков
ìиниìаëüных разностей расстояний не äо öентров
притяжения, а äо саìих траекторий треуãоëüных
ìоäеëей аппроксиìаöии, как это показано на рис. 4
äëя ÷етырех возìожных ситуаöий — а, б, в, г.
Виäно, ÷то в ситуаöии а не вызывает соìнения

принаäëежностü äуãи (i, j) ìарøруту М2, в ситуа-
öии б — ìарøруту М1, в то вреìя как в ситуаöии в и г
эти соìнения возникаþт, коãäа оба пункта i и j на-
хоäятся ëибо вне ìарøрутов, ëибо ìежäу ниìи.
Оäнако äëя вы÷исëения новых расстояний l1 и l2
с у÷етоì их знаков знания тоëüко исхоäной ìатри-
öы неäостато÷но. Нужно знатü саìи коорäинаты
ìестопоëожения пунктов, на÷аëа и конöа ìарø-
рутов, а также öентров притяжения, вы÷исëенных
на первоì этапе рас÷ета.
Нужно также отìетитü, ÷то в äанной работе äо-

поëнитеëüная оöенка бëизости расстояний l1 и l2
базируется пока ÷то на апроксиìаöии ìарøрутов
треуãоëüныìи ìоäеëяìи, соäержащиìи ÷етыре
пряìоуãоëüных отрезка 1, 2, 3, 4 (рис. 4).

Использование дополнительного критерия близости 
анализируемых участков полета к выбираемым 

маршрутам на втором этапе расчетов

Приìениì в ка÷естве второй попытки äопоëни-
теëüные правиëа оöенки бëизости äуãи (i, j) к ìарø-
рутаì М1 и М2 äëя принятия реøений.

4 6 7
0 9,4 Х 9,5
3 5,8 5
6 Х Х 1,83 .

4 6 7
0 9,4 Х 9,5
3 5,8 5 1,83 .

Рис. 3. Траектории маршрутов М1 и М2, полученные на первом
этапе расчета

Рис. 4. Картина взаимного расположения дуги (i, j) и треуголь-
ных моделей аппроксимации маршрутов М1 и М2
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1. Вы÷исëитü ÷етыре разности äëя ìарøрута М1:

l11i = zi – z11(xi); l12i = zi – z12(xi);

l11j = zj – z11(xj); l12j = zj – z12(xj),

ãäе z11 и z12 — коорäинаты äëя пряìоуãоëüных от-
резков 1 и 2, вы÷исëенные по форìуëаì

(3)

2. Найти оäну ìиниìаëüнуþ по ìоäуëþ раз-
ностü Δ1 из ÷етырех вы÷исëенных (l11i, l11j, l12i, l12j)
и запоìнитü ее с у÷етоì знака.

3. Вы÷исëитü äруãие ÷етыре разности äëя ìарø-
рута М2.

l23i = zi – z23(xi); l24i = zi – z24(xi);
l23j = zj – z23(xj); l24j = zj – z24(xj),

ãäе z23 и z24 — коорäинаты äëя пряìоуãоëüных от-
резков 3 и 4, вы÷исëенные по форìуëаì

(4)

4. Найти оäну ìиниìаëüнуþ по ìоäуëþ раз-
ностü Δ2 из ÷етырех вы÷исëенных на преäыäущеì
øаãе, и с у÷етоì ее знака сравнитü с Δ1, присваивая
сëеäуþщие зна÷ения вспоìоãатеëüной переìенной р:

— есëи Δ1 и Δ2 иìеþт оäинаковые знаки, то
при |Δ1| m |Δ2|: р = 1 (присоеäинитü (i, j)
к ìарøруту М1);
при |Δ1| > |Δ2|: р = 2 (присоеäинитü (i, j)
к ìарøруту М2);

— есëи Δ1 и Δ2 иìеþт разные знаки, то

(5)

при |Δ1 + Δ2| < δ: р = 0
(ни оäноìу ìарøруту äуãа (i, j) не принаäëежит, пос-
тавитü в эëеìенты (i, j) (j, i) обеих ìатриö М1 и М2
знаки запрета). Веëи÷ина δ назна÷ается экспериìен-
таëüныì путеì, наприìер, пустü δ = 0,1|zn + 2 – zn + 3|.
Тоãäа реøение первоãо приìера но второì этапе

рас÷ета выãëяäит так. У÷итывая резуëüтаты первоãо
этапа, показанные на рис. 3, повториì äействия по
øаãаì.
На первом шаге о÷евиäно, ÷то äуãа (1, 2) прина-

äëежит ìарøруту М1, так как Δ1 = 0, Δ2 = 3,1. Зато
на втором шаге при анаëизе во второй ìатриöе эëе-
ìента (5, 3) поëу÷иì Δ1 + Δ2 = 0,3, зна÷ит р = 0, и
соãëасно правиëу (5) эта переìы÷ка искëþ÷ается
из ìарøрутов. Поэтоìу посëе запрещения эëеìен-

тов (5, 3) и (3, 5) ìатриöы М12 и М22 приобретаþт
сëеäуþщий виä:

ìатриöа М12

ìатриöа М22

На третьем шаге пëанирование осуществëяется
по новоìу пути. Так как на преäыäущеì øаãе
окон÷атеëüное реøение р = 1, 2 не быëо найäено,
äаäиì еще раз возìожностü выбора ìатриöе М22,
при анаëизе которой эëеìентоì ìиниìаëüной
äëины оказаëасü äуãа (4, 5), которуþ нужно отнес-
ти к ìарøруту М2. Поэтоìу, искëþ÷ив из ìатриöы
М22 эëеìент (5, 4), строку 4 и стоëбеö 5, а из ìат-
риöы М12 — строки 4, 5 и стоëбöы 4, 5, поëу÷иì:

ìатриöа М13

ìатриöа М23

На четвертом шаге перехоäиì к анаëизу ìатри-
öы М13, äаþщей ответ — присоеäинитü äуãу (2, 3)
к ìарøруту М1, искëþ÷ив из ìатриöы М13 строку
2 и стоëбеö 3, а из ìатриöы М23 — строку 3 и стоë-
беö 3, посëе ÷еãо поëу÷иì:

ìатриöа М14

ìатриöа М24

На пятом шаге при анаëизе ìатриöы М24 нахо-
äиì эëеìент (5, 6), принаäëежащий ìарøруту М2,
а на шестом шаге, анаëизируя ìатриöу М1, выби-
раеì эëеìент (0, 1), присоеäиняя еãо к ìарøруту М1.
В конöе реøения заäа÷и оäнозна÷но опреäеëяþтся

z11(xi) = xi ; z12(xi) = ;

z11(xj) = xj ; z12(xj) = .

zn 2+

xn 2+
----------

zn 2+ xi xn 1+–( )
xn 2+ xn 1+–

-------------------------------

zn 2+

xn 2+
----------

zn 2+ xj xn 1+–( )
xn 2+ xn 1+–

-------------------------------

z23(xi) = xi ; z24(xi) = ;

z23(xj) = xj ; z24(xj) = .

zn 3+

xn 3+
----------

zn 3+ xi xn 1+–( )
xn 3+ xn 1+–

-------------------------------

zn 3+

xn 3+
----------

zn 3+ xj xn 1+–( )
xn 3+ xn 1+–

-------------------------------

при |Δ1 + Δ2| l δ и |Δ1| m Δ2: р = 1;
при |Δ1 + Δ2| l δ и |Δ1| > Δ2: р = 2;

0 1 3 4 5 6 7
0 Х 5 11 9,4 11,5 Х 7,25
2 Х Х 3 5 4,3 8
3 Х 6 Х 5,8 Х 5
4 Х 5,8 5,8 Х 3,5 9,4
5 Х 6,7 Х 3,5 Х 5,8 ;
6 Х Х Х Х Х Х 0

0 3 4 5 6 7
0 Х 11 9,4 11,5 Х 8
3 Х Х 5,8 Х 5
4 Х 5,8 Х 3,5 9,4
5 Х Х 3,5 Х 5,8 .
6 Х Х Х Х Х 0

0 1 3 6 7
0 Х 5 11 Х 7,25
2 Х Х 3 8
3 Х 6 Х 5 ;
6 Х Х Х Х 0

0 3 4 6 7
0 Х 11 9,4 Х 8,75
3 Х Х 5,8 5
5 Х Х Х 5,8
6 Х Х Х Х 2 .

0 1 6 7
0 Х 5 Х 9
3 Х 6 5 ;
6 Х Х Х 1,3

0 4 6 7
0 Х 9,4 Х 8,75
5 Х Х 5,8
6 Х Х Х 2 .
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эëеìенты (0, 4) äëя ìарøрута М2 и (3, 6) — äëя
ìарøрута М1, ÷то привоäит к жеëаеìоìу опти-
ìаëüноìу резуëüтату, показанноìу на рис. 1.

Пример координированного планирования двух 
маршрутов, находящихся близко друг от друга

Чтобы яр÷е показатü эффект от избавëения пе-
реìы÷ек и испоëüзования треуãоëüной ìоäеëи тра-
екторий ìарøрутов, рассìотриì второй приìер,
котороìу соответствует рис. 5.
Необхоäиìо обсëужитü äвуìя ЛА 10 пунктов,

ìежäу которыìи саìыìи короткиìи явëяþтся пе-
реìы÷ки (1, 2), (3, 4), (5, 6), (7, 8), (9, 10) äëиной
r = 3, äиаãонаëüные äуãи (2, 3), (4, 5), (6, 7), (8, 9)
иìеþт äëину r = 5, а äве äуãи (9, 10), (10, 11) иìеþт
äëину r = 6.
При реøении этой заäа÷и известныì ìетоäоì

оäноìерной ìарøрутизаöии выясняется, ÷то пере-
ìы÷ки äëиной r = 3 явëяþтся ëиäераìи в отборе
эëеìентов ìиниìаëüной äëины, и они äоëжны по-
пастü в ìарøрут. Тоãäа посëе искëþ÷ения соответ-
ствуþщих строк и стоëбöов из исхоäной ìатриöы
разìерности 12 Ѕ 12 ìожно убеäитüся, ÷то в сфор-
ìированной ìатриöе разìерности 7 Ѕ 7 строки
иìеþт ÷етные ноìера, стоëбöы — не÷етные, а сëе-
äуþщиìи эëеìентаìи ìиниìаëüной äëины стано-
вятся äиаãонаëüные äуãи.

Посëе их вкëþ÷ения в ìарøрут становится ясно,
÷то остаëисü неназванныìи äуãи (0, 1) и (10, 11).
Виä найäенной траектории на рис. 5 указывает, ÷то
поëу÷енное реøение äаëеко от иäеаëа.
При реøении заäа÷и преäëоженныì ìетоäоì

äвуìерной ìарøрутизаöии на первоì этапе рас÷ета
форìируþтся äве исхоäных ìатриöы расстояний
äëя äвух ЛА разìерностüþ 12 Ѕ 12. Не преäставëяя
их äëя краткости изëожения, ìожно убеäитüся, ÷то
при их поо÷ереäноì анаëизе и äвухаëüтернативноì
выборе ноìера ìарøрута (р = 1, 2) äëя кажäой äуãи
(i, j) поëу÷енный ответ также äаëек от иäеаëа. На
рис. 6 непрерывной ëинией показан первый ìарø-
рут М1, øтриховой ëинией — второй ìарøрут.
Также оказаëосü, ÷то öентры притяжения

n + 2 = 12 и n + 3 = 13 разнесены äруã от äруãа и
иìеþт коорäинаты

x12 = 9,5; z12 = 0; x13 = 15,3; z13 = 0.

Резуëüтаты анаëиза на второì этапе рас÷ета вно-
сят существенные изìенения в проöесс ìарøрутиза-
öии за с÷ет трехаëüтернативноãо выбора (р = 0, 1, 2),
а иìенно — вна÷аëе на первых пяти øаãах рас÷ета
все переìы÷ки äëиной r = 3 соãëасно второìу, äо-
поëнитеëüноìу критериþ бëизости не попаäаþт в
пëан поëета, в сиëу ÷еãо конкурентаìи становятся
эëеìенты (1, 3), (3, 5), (5, 7), (7, 9), (2, 4), (4, 6),
(6, 8), (8, 9), которые иìеþт äëину r = 4 и при из-
вестноì способе äаже не попаäаëи в рас÷еты.
Даëее на посëеäуþщих восüìи øаãах поо÷ереä-

ноãо анаëиза äвух ìатриö первые ÷етыре из пере-
÷исëенных выøе эëеìентов присваиваþтся перво-
ìу ìарøруту, а остаëüные — второìу ìарøруту,
в резуëüтате ÷еãо форìируþтся äве ìатриöы:

ìатриöа М1, 14

ìатриöа М2, 14

Неназванныìи äëя анаëиза остаëисü эëеìенты
этих ìатриö, в тоì ÷исëе на посëеäних трех øаãах
рас÷ета автоìати÷ески выбираþтся эëеìент (0, 1)
äëя первоãо ìарøрута и эëеìент (10, 11) äëя вто-
роãо ìарøрута. Сфорìированный пëан äвуìерной
ìарøрутизаöии ãотов и показан на рис. 7.
На рис. 7 также показано окон÷атеëüное распо-

ëожение öентров притяжения 12 и 13 принятой в
äанной работе треуãоëüной ìоäеëи аппроксиìа-
öии траекторий поëета, показанных øтриховыìи
ëинияìи:

x12 = 13,7; z12 = –1,07; x13 = 14,6; z13 = 1,07.

Рис. 5. Пример траектории полета, полученной при одномерной
маршрутизации

Рис. 6. Траектория двух маршрутов полета на первом этапе
расчетов при р = 1, 2

Рис. 7. Траектории двух маршрутов полета на втором этапе
расчета при р = 0, 1, 2

1 2 11
0 6 6 Х 10,7
9 16 16,2 6 ;
10 16,2 16 6 –1,2

1 2 11
0 6 6 Х 10,7
9 16 16,2 6
10 16,2 16 6 1,2 .
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Единый перечень действий
алгоритма двумерной маршрутизации

Пере÷исëиì основные äействия аëãоритìа на
äвух этапах рас÷ета, выäеëив новые из них поä÷ер-
киваниеì.
На первом этапе:
1. Из исхоäной ìатриöы М0 расстояний ìежäу

пунктаìи с установëенныìи в нужных ìестах запре-
щенныìи эëеìентаìи сфорìироватü äве ìатриöы
М10 и М20, в кажäой из которых в äопоëнитеëüноì
правоì стоëбöе указатü оäинаковые по веëи÷ине
на÷аëüные коорäинаты öентров притяжения —
в ìатриöе М10 коорäинаты:

xn + 2(0) = 0,5r(0, n + 1), zn + 2(0) = 0;

в ìатриöе М20 коорäинаты:

xn + 3(0) = 0,5r(0, n + 1), zn + 3(0) = 0.

2. Выпоëнитü поо÷ереäно анаëиз оäной из ìат-
риö известныì в ìетоäе ветвей и ãраниö способоì:
выявитü эëеìенты ìиниìаëüной äëины в каж-
äой строке и в кажäоì стоëбöе;
выбратü из них тот эëеìент (i, j), искëþ÷ение ко-
тороãо из ìарøрута привеäет к наибоëüøеìу
øтрафу.
3. В отëи÷ие от известноãо ìетоäа реøитü воп-

рос — в какой из äвух ìарøрутов нужно вкëþ÷итü
эëеìент (i, j), не взирая на то, какая ìатриöа ана-
ëизироваëасü. Испоëüзоватü äëя этоãо первый кри-
терий бëизости äуãи (i, j) к öентраì притяжения
(n + 2) и (n + 3) äвух ìарøрутов путеì вы÷исëения
расстояний m1 и m2 по форìуëаì (2). Даëее при-
ìенитü äвухаëüтернативное правиëо:
есëи m1 – m2 m 0 — вкëþ÷итü (i, j) в первый ìарø-

рут (р = 1),
есëи m1 – m2 > 0 — вкëþ÷итü (i, j) во второй ìарø-

рут (р = 2).
4. В ìатриöе тоãо ìарøрута, куäа попаë эëеìент

(i, j), вы÷еркнутü строку i, стоëбеö j и эëеìент (j, i).
В äруãой ìатриöе вы÷еркнутü äве строки i и j и äва
стоëбöа i и j, за искëþ÷ениеì сëу÷аев, указанных
в п. 5.

5. Есëи ìиниìаëüныìи оказаëисü эëеìенты (0, j)
иëи эëеìент (i, n + 1), т.е. в них у÷аствуþт общие
на÷аëо иëи конеö ìарøрутов, то в первый раз со-
ответствуþщие строки и стоëбöы в äруãой ìатриöе
не искëþ÷аþтся, а эти äействия разреøаþтся, есëи
эëеìенты попаäаþт в ÷исëо ìиниìаëüных äважäы.

6. Посëе вкëþ÷ения новоãо эëеìента в выбран-
нуþ ìатриöу в ее правоì стоëбöе указатü новые
коорäинаты z и x соответствуþщеãо öентра притя-
жения, вы÷исëенные по форìуëаì (1).

7. В резуëüтате пере÷исëенных äействий разìер-
ностü обеих ìатриö уìенüøается, и проöесс рас÷ета
повторяется при перехоäе в п. 2 äо тех пор, пока пос-
ëе (n + 1) øаãов ìатриöы не превратятся в оäин эëе-
ìент, а коорäинаты öентров притяжения не буäут
уäаëены äруã от äруãа на некоторое расстояние, äо-
стато÷ное äëя второãо этапа вы÷исëений.

На втором этапе:
1. Вновü повторитü форìирование исхоäных

ìатриö М10 и М20, указав, оäнако, в äопоëнитеëü-
ноì правоì стоëбöе кажäой из них неоäинаковые
коорäинаты öентров притяжения, поëу÷енные на
первоì этапе рас÷ета.

2. Выпоëнитü поо÷ереäно анаëиз оäной из ìатриö
известныì способоì так же, как и на первоì этапе.

3. В отëи÷ие от первоãо этапа реøитü заäа÷у
трехаëüтернативноãо выбора (р = 0, 1, 2), испоëü-
зуя второй äопоëнитеëüный критерий бëизости
эëеìента (i, j) к саìиì траекторияì ìарøрутов,
описываеìыì треуãоëüной ìоäеëüþ, при вы÷исëе-
нии ìиниìаëüных расстояний Δ1 и Δ2 по форìуëаì
(3)—(4). Даëее испоëüзоватü трехаëüтернативное
правиëо (5):
есëи signΔ1 = signΔ2 и |Δ1| m |Δ2| — вкëþ÷итü (i, j)

в первый ìарøрут (р = 1);
есëи signΔ1 = signΔ2 и |Δ1| > |Δ2| — вкëþ÷итü (i, j)

во второй ìарøрут (р = 2);
есëи signΔ1 ≠ signΔ2; |Δ1 + Δ2| > δ и Δ1 m Δ2 —

вкëþ÷итü (i, j) в первый ìарøрут (р = 1);
есëи signΔ1 ≠ signΔ2; |Δ1 + Δ2| > δ и Δ1 > Δ2 —

вкëþ÷итü (i, j) во второй ìарøрут (р = 2);
есëи signΔ1 ≠ signΔ2; |Δ1 + Δ2| < δ — искëþ÷итü

попаäание (i, j) в оба ìарøрута (р = 0).
4. Есëи р = 1, 2, äействия по искëþ÷ениþ строк

и стоëбöов из äвух ìатриö анаëоãи÷ны п. 4 первоãо
этапа рас÷етов.

5. Есëи р = 0, то в äвух ìатриöах необхоäиìо
искëþ÷итü эëеìент (i, j) и (j, i), и проанаëизиро-
ванной ìатриöе снова преäоставëяется право вы-
братü äруãой эëеìент ìиниìаëüной äëины.

6. По вкëþ÷ениþ новоãо эëеìента в оäин из
ìарøрутов в правоì стоëбöе соответствуþщей ìат-
риöы указатü новые коорäинаты öентра притяже-
ния (анаëоãи÷но п. 6 первоãо этапа рас÷ета).

7. В резуëüтате пере÷исëенных äействий про-
öесс рас÷ета повторяется при перехоäе в п. 2 äо тех
пор, пока не буäут найäены оба окон÷атеëüных
ìарøрута.

Обобщение предложенного подхода на случаи 
многомерной маршрутизации полета группы ЛА

Преäëоженный пере÷енü äействий äвухэтапноãо
рас÷ета ìожет бытü распространен äëя заäа÷и ко-
орäинированноãо выбора боëüøеãо, ÷еì äва, ÷исëа N
ìарøрутов поëета. Тоãäа из исхоäной ìатриöы рас-
стояний тиражируется N ìатриö Мp0 (р = 1, ..., N),
которые анаëизируþтся поо÷ереäно.
Тоãäа на первоì этапе рас÷ета на кажäоì еãо

øаãе выбирается оäин эëеìент (i, j) ìиниìаëüной
äëины, который затеì присваивается оäноìу из
ìарøрутов по первоìу критериþ бëизости, в сиëу
÷еãо вы÷исëяþтся новые коорäинаты еãо öентра
притяжения, а в остаëüных ìатриöах строки i, j и
стоëбöы i, j искëþ÷аþтся. По ìере неизбежноãо
уìенüøения разìерности анаëизируеìых ìатриö
öентры притяжения траекторий поëета станут неоäи-
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наковыìи, ÷то äостато÷но äëя проäоëжения реøе-
ния заäа÷и.

Выводы

1. Преäëожен способ реøения заäа÷и äвуìер-
ной ìарøрутизаöии, преäусìатриваþщий форìи-
рование из исхоäной ìатриöы расстояний ìежäу
пунктаìи äвух ìатриö äëя кажäоãо разоìкнутоãо
ìарøрута, которые анаëизируþтся поо÷ереäно при
коорäинированноì выборе эëеìента ìиниìаëü-
ной äëины в кажäой из них.
При этоì оäновреìенно из äруãой ìатриöы

искëþ÷аþтся äве соответствуþщие строки и äва
стоëбöа, ÷тобы избежатü повторноãо обсëужива-
ния пунктов.

2. Наряäу с выбороì нужноãо эëеìента в реøе-
ние ввеäена новая операöия выбора тоãо ìарøру-
та, который äоëжен этот эëеìент присоеäинитü, с
испоëüзованиеì при этоì äвух критериев бëизости
эëеìента к кажäоìу из ìарøрутов:
бëизостü к öентру притяжения треуãоëüной ìо-
äеëи аппроксиìаöии траектории поëета;
бëизостü к саìой траектории при оöенке ìини-
ìаëüноãо расстояния äо неãо.
3. Рас÷ет состоит из äвух этапов — первый этап

не у÷итывает возìожнуþ бëизостü äвух траекторий
и нежеëатеëüное вкëþ÷ение в пëан коротких
переìы÷ек ìежäу ниìи. Цеëüþ этоãо этапа явëя-
ется развеäение öентров притяжения ìарøрутов в
разные стороны.
Цеëüþ второãо этапа явëяется оöенка поëоже-

ния выбранноãо эëеìента ìатриöы относитеëüно
аппроксиìированных траекторий и, в отëи÷ие от
известноãо поäхоäа, отказ в ряäе сëу÷аев от еãо
вкëþ÷ения в ëþбой из ìарøрутов во избежание их
ëиøних пересе÷ений.

4. Преäëожено обобщение рассìотренноãо поä-
хоäа на ìноãоìернуþ ìарøрутизаöиþ и на сëу÷ай
пëанирования заìкнутых ìарøрутов, ÷то по-
звоëиëо оöенитü выиãрыø во вреìени выпоëнения
поëета äëя разоìкнутых ìарøрутов в 2,5...3 раза,
äëя заìкнутых ìарøрутов — в 1,5...2 раза.

5. Как и ìетоä ветвей и ãраниö, преäëоженный
способ рас÷ета явëяется весüìа труäоеìкиì. По-

этоìу äëя еãо реаëизаöии на борту ЛА в реаëüноì
вреìени необхоäиìо испоëüзоватü нейросетевые
техноëоãии на этапе их обу÷ения.
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Below is a solution for a direct-sales representative in case of a two-dimensional routing of a flight, which differs by for-
mation of two initial matrixes of the distances between the points of two unlinked routes, which are analyzed in turn with a
coordinated selection of the element of the minimal length in each of them. In comparison with the known branch and bound
method, there is no need in an additional choice for an alternative, which is essentially new in the solved task — to which
of the two routes the element should belong to. For this purpose it is necessary to know, to what route it is closer to, and for
evaluation of this proximity two criteria are used: — at the first stage of calculation on each step it is the calculation of the
minimal distance from an element to the center of gravity of each of the routes by using the triangular model of approximation
of the flight trajectory. This allows us to part gradually step by step the centers of gravity at a certain distance, sufficient to
continue the calculations; — at the second stage of calculation, the minimal distances from the element to the approximated
trajectories of each route are calculated, which allows us to refuse in case of their equality in general accession of the element
to any route and by that to avoid an unnecessary inclusion of the crossing points between them. Examples of the calculations
proving the efficiency of the offered approach and indicating reduction of the performance of the flight of points more than twice
are presented.
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