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Введение

Реøение заäа÷ управëения разëи÷ныìи äинаìи-
÷ескиìи объектаìи преäпоëаãает испоëüзование
ìатеìати÷еской ìоäеëи иссëеäуеìоãо проöесса.
Изìенение параìетров äинаìи÷еской систеìы в
проöессе функöионирования, а также изìенение
параìетров и/иëи структуры ìатеìати÷еской ìо-
äеëи привоäит к изìенениþ статисти÷еских и äи-
наìи÷еских свойств иссëеäуеìой систеìы.
В теории управëения äëя опреäеëения свойств

систеì испоëüзуþтся такие понятия, как устой÷и-
востü, набëþäаеìостü, управëяеìостü, иäентифи-
öируеìостü. Известны разнообразные критерии
оöенки этих свойств [1—3]. Оäнако в практи÷еских
приëожениях ÷асто неäостато÷но поëу÷итü принöи-
пиаëüный ответ на вопрос: устой÷ива, набëþäаеìа,
управëяеìа, иäентифиöируеìа систеìа иëи нет?
Жеëатеëüно оöенитü ка÷ества иссëеäуеìой äинаìи-
÷еской систеìы: ìаксиìуì оøибки, быстроäейст-
вие, разëи÷ные интеãраëüные оöенки, запас устой-
÷ивости, ÷увствитеëüностü, степени набëþäаеìости,
управëяеìости и иäентифиöируеìости [4—7].
Запас устой÷ивости опреäеëяется путеì реøения

äифференöиаëüноãо уравнения заìкнутой систеìы,
поäверженной вëияниþ внеøних возìущений.
Друãой поäхоä преäпоëаãает иссëеäование зна÷е-
ний запасов устой÷ивости по аìпëитуäе и по фазе,
которые опреäеëяþтся по ãоäоãрафу коìпëексной
÷астотной характеристики разоìкнутоãо контура и

ëоãарифìи÷ескиì аìпëитуäно- и фазово-÷астот-
ныì характеристикаì [1].
Весüìа распространенныì показатеëеì ка÷ества

систеìы с обратной связüþ явëяется функöия ÷ув-
ствитеëüности (ФЧ). Поä ÷увствитеëüностüþ по-
ниìаþт зависиìостü характеристик иссëеäуеìой
систеìы от изìенения ее параìетров. ФЧ — это
÷астные произвоäные от коорäинат систеìы иëи
показатеëей ка÷ества проöессов по вариаöияì па-
раìетров [6—8]. Чеì боëüøе ÷увствитеëüностü, теì
сиëüнее вëияет иссëеäуеìый параìетр на выхоä-
ной сиãнаë систеìы.
М. Л. Быховский разработаë структурный ìетоä

построения ìоäеëей äëя вы÷исëения ФЧ [8]. В прак-
ти÷еских приëожениях теория ÷увствитеëüности,
основанная на понятии ФЧ, наøëа разëи÷ные
приëожения, наприìер, в заäа÷ах синтеза систеì
управëения [9]; äëя соверøенствования ìоäеëей
с приìенениеì ФЧ и схеìы заìещения систеìы
переäа÷и и распреäеëения эëектроэнерãии [10];
в ìетоäе опреäеëения äаëüности öеëи пассивныìи
коìпëексаìи [11].
Критерии оöенки ка÷ества систеìы с поìощüþ

запаса устой÷ивости и ФЧ хороøо теорети÷ески
отработаны и иìеþт øирокое практи÷еское при-
ìенение. Данные ка÷ественные характеристики
ìоäеëей систеìы иìеþт явно выраженнуþ связü:
ìерой ÷увствитеëüности систеìы к параìетри÷е-
скиì возìущенияì сëужат запасы устой÷ивости по
аìпëитуäе и фазе.
Друãие ка÷ественные характеристики ìоäеëей

äинаìи÷еских систеì — показатеëи степени набëþ-
äаеìости, управëяеìости и иäентифиöируеìости —
разработаны не так поäробно, как запас устой÷и-
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вости и ÷увствитеëüностü, преäставëены отäеëüны-
ìи критерияìи, и созäание общей теории явëяется
перспективной заäа÷ей.
Известные критерии [1—4] опреäеëения степе-

ни набëþäаеìости и степени управëяеìости по-
звоëяþт опреäеëитü ëиøü то, какие из коìпонент
оäноãо вектора состояния набëþäаþтся иëи управ-
ëяþтся ëу÷øе. Эти критерии äаþт тоëüко относи-
теëüнуþ оöенку ка÷ественных характеристик коì-
понент конкретноãо вектора состояния иссëеäуе-
ìой систеìы и не позвоëяþт провоäитü сравнение
коìпонент векторов состояния разëи÷ных систеì.
Поэтоìу они неуäобны äëя испоëüзования при
сравнении ка÷ества набëþäения, управëения и иäен-
тификаöии в общеì сëу÷ае. Обы÷но в практи÷е-
ских приëожениях необхоäиìо знатü, возìожно ëи
эффективное набëþäение и управëение кажäой
конкретной коìпонентой вектора состояния. Дëя
этоãо ввеäено понятие ìеры иëи степени набëþ-
äаеìости (управëяеìости) [12] кажäой конкретной
переìенной состояния. При провеäении параìет-
ри÷еской иäентификаöии также öеëесообразно
знатü ка÷ественные характеристики этоãо проöес-
са, которые опреäеëяþтся степенüþ иäентифиöиру-
еìости кажäоãо иссëеäуеìоãо параìетра ìатриöы
ìоäеëи.
Вопрос о степени набëþäаеìости ("не тоëüко

набëþäаеìы, а как набëþäаеìы") впервые рассìот-
рен Р. Г. Брауноì в 1966 ã. [13]. Посëе этоãо быëо
преäëожено нескоëüко критериев степени набëþ-
äаеìости. Сна÷аëа Х. Л. Абëиноì опреäеëен кри-
терий степени набëþäаеìости с поìощüþ взаиì-
ноãо отноøения зна÷ений оøибок оöенивания пе-
реìенных вектора состояния и оøибок набëþäения
(изìерения) [14]. Затеì Ф. М. Хаìоì и Р. Г. Брауноì
äоказано, ÷то собственные ÷исëа и собственные
векторы ковариаöионной ìатриöы оøибок оöени-
вания ìоãут преäоставитü поëезнуþ инфорìаöиþ
о набëþäаеìости систеìы [15]. С то÷ки зрения
то÷ности оöенивания степенü набëþäаеìости ìо-
жет опреäеëятüся соотноøениеì äисперсии произ-
воëüной коìпоненты вектора состояния и äиспер-
сии непосреäственно изìеряеìоãо вектора состоя-
ния [16, 17].
В настоящей статüе авторы сäеëаëи важный øаã

к обобщениþ резуëüтатов в этой обëасти. Материаë
соäержит резуëüтаты, касаþщиеся ëинейных äина-
ìи÷еских систеì. Известные резуëüтаты в иссëеäуе-
ìой обëасти äëя неëинейных систеì носят фраãìен-
тарный характер и по этой при÷ине не рассìотрены.
Оäнако сëеäует отìетитü такие ìноãообещаþщие
направëения иссëеäований и поëу÷енные резуëü-
таты, как приìенение совреìенной äифференöи-
аëüной ãеоìетрии äëя перефорìуëирования в ãео-
ìетри÷еских терìинах понятий набëþäаеìости и
управëяеìости äëя неëинейных систеì, которые
провоäятся А. Г. Куøнероì.

Критерии наблюдаемости, управляемости 
и идентифицируемости

Набëþäаеìостü, управëяеìостü и иäентифиöи-
руеìостü иãраþт важнуþ роëü при синтезе систеì
управëения äинаìи÷ескиìи объектаìи, оöенива-
нии состояния и иäентификаöии их параìетров.
Понятия набëþäаеìости и управëяеìости äу-

аëüны, т.е. есëи систеìа поëностüþ набëþäаеìа, то
построенная äëя этой систеìы сопряженная сис-
теìа буäет поëностüþ управëяеìа. Справеäëиво и
обратное утвержäение. Сëеäоватеëüно, äëя опреäе-
ëения набëþäаеìости ìожно построитü сопряжен-
нуþ систеìу, которуþ затеì иссëеäоватü с по-
ìощüþ какоãо-ëибо критерия управëяеìости, ÷то
существенно расøиряет ìетоäоëоãи÷еский аппа-
рат äëя иссëеäования этих характеристик.
Заìетиì, ÷то критерий поëной управëяеìости

не связан как-ëибо с устой÷ивостüþ систеìы. По-
этоìу неустой÷ивая систеìа ìожет бытü поëно-
стüþ управëяеìой и наоборот. Поëная управëя-
еìостü озна÷ает стабиëизируеìостü систеìы, т.е.
возìожностü путеì присоеäинения реãуëятора со-
зäатü заìкнутуþ систеìу с жеëаеìыì распреäеëе-
ниеì собственных зна÷ений.
Оäниì из попуëярных критериев явëяется кри-

терий Каëìана [1—3], который отëи÷ается просто-
той и øироко испоëüзуется в практи÷еских приëо-
жениях.
Пустü объект описывается уравненияìи виäа

(1)

ãäе х — n-вектор состояния; u — m-вектор управ-
ëения; z — l-вектор изìерений; A — (nЅn)-ìатриöа
систеìы; B — (nЅm)-ìатриöа управëения; C —
(lЅn)-ìатриöа изìерений.
Систеìа (1) называется полностью наблюдаемой

на интерваëе вреìени [0, t1], есëи вектор состоя-
ния x(t0) ìожно опреäеëитü по известноìу вектору
изìерений z(t). Проверку набëþäаеìости ìожно
осуществитü, воспоëüзовавøисü критериеì поë-
ной набëþäаеìости Каëìана. Систеìа (1) явëяется
поëностüþ набëþäаеìой, есëи ранã ìатриöы на-
бëþäаеìости S равен поряäку систеìы n, т.е. есëи
изìерения z(t) соäержат äостато÷нуþ инфорìа-
öиþ äëя опреäеëения x(t0). Матриöа набëþäаеìос-
ти S иìеет виä

S = [Cт|AтCт|(Aт)2Ст|...(Aт)n – 1Cт]. (2)

В сëу÷ае есëи ранã ìатриöы набëþäаеìости
ìенüøе поряäка систеìы, то по изìеренияì z(t)
ìожно оöенитü ëиøü ÷астü вектора состояния х(t).
Друãой критерий преäусìатривает канони÷е-

ское преобразование, в резуëüтате котороãо поëу-
÷ается систеìа уравнений с некратныìи собствен-
ныìи зна÷енияìи, связü ìежäу которыìи по пе-
реìенныì состоянияì отсутствует [4]. В этоì
сëу÷ае критерий поëной управëяеìости систеìы
закëþ÷ается в отсутствии нуëевых эëеìентов в ка-

(t) = Ax(t) + Bu(t),
z(t) = Cx(t),
x·
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нони÷еской ìатриöе систеìы В* = [ ] [4]. Есëи
в ìатриöе В* все эëеìенты i-й строки равны нуëþ,
то ëþбыì выбороì управëения uj неëüзя изìенитü
переìеннуþ xi, т.е. систеìа не явëяется поëностüþ
управëяеìой. Напротив, есëи в ìатриöе В* нет
строк с нуëевыìи эëеìентаìи, то ìожно ëþбуþ
переìеннуþ состояния  перевести от зна÷ения

(t0) к ëþбоìу жеëаеìоìу зна÷ениþ (t1), т.е.
систеìа поëностüþ управëяеìа. Это ìожно виäетü
из реøения систеìы:

(t1) = (t0) + uj(τ)dτ. (3)

Есëи строки ìатриöы В* ëинейно зависиìы äруã
äруãа, то систеìа тоже не поëностüþ управëяеìа.
Известны разëи÷ные критерии опреäеëения

степени иäентифиöируеìости иëи усëовия опреäе-
ëиìости [5—7].
Критерий, преäëоженный Н. А. Баëониныì [5],

позвоëяет опреäеëитü принöипиаëüнуþ возìож-
ностü осуществëения проöеäуры иäентификаöии.
Моäеëü ëинейной оäнороäной систеìы иìеет виä

(t) = Ax(t), (4)

ãäе вектор состояния x ∈ Rn, x0 = x(0).
Линейная оäнороäная систеìа называется пол-

ностью идентифицируемой по вектору состояния,
есëи при заäанноì векторе на÷аëüных усëовий x0
ìатриöа параìетров А ìожет бытü оäнозна÷но вос-
становëена за коне÷ный отрезок вреìени иäенти-
фикаöии по оäной вреìенной посëеäоватеëüности
x = x(t).
Ина÷е, пара (A, x0) полностью идентифицируема

или идентифицируема вполне, коãäа ìножество пар
(A, x0), объеäиненных общностüþ интеãраëüной
кривой x = x(t), x0 = x(0), вырожäается в то÷ку А.
В противноì сëу÷ае пара неиäентифиöируеìа.
Необхоäиìое и äостато÷ное усëовие поëной

иäентифиöируеìости пары (А, x0) иìеет сëеäуþ-
щий виä:

ранã[W0] = ранã[x0, Ax0, A
2x0, ..., A

n – 1x0] = n, (5)

ãäе W0 — ìатриöа иäентифиöируеìости.
Данный критерий преäпоëаãает опреäеëение

фунäаìентаëüной возìожности иäентификаöии
параìетров äинаìи÷еской систеìы.
Известен критерий, преäëоженный А. В. Баëак-

риøнаноì [6], основанный на конкретноì крите-
рии иäентифиöируеìости.
Анаëизируется ëинейная ìоäеëü сиãнаëа с из-

вестной и набëþäаеìой äисперсией. Иссëеäован
проöесс оöенивания ìатриöы B по набëþäаеìыì
посëеäоватеëüно äанныì, а не по всей выборке,
при известноì векторе управëения u и преäпо-
ëожении, ÷то ìатриöа A устой÷ива.
Дëя поëу÷ения оöенки безусëовноãо ìаксиìуìа

правäопоäобия нужно испоëüзоватü все иìеþщиеся
äанные, и, кроìе тоãо, äопоëнитеëüная труäностü

состоит в необхоäиìости оöенивания на÷аëüноãо
состояния. При построении оöенки, которая явëя-
ется посëеäоватеëüной, иëи "текущей", и не испоëü-
зует какуþ-ëибо оöенку состояния, необхоäиìо
преäпоëожитü, ÷то выпоëнено "усëовие опреäеëи-
ìости", которое накëаäывает оãрани÷ение на вхоä-
нуþ посëеäоватеëüностü, т.е. при выпоëнении ус-
ëовия опреäеëиìости (и устой÷ивости ìатриöы А)
ковариаöионная ìатриöа поãреøности

E[(B – )(B – )*] → 0 при n → ∞. (6)

Вы÷исëение критерия иäентифиöируеìости по
äанной ìетоäике преäпоëаãает сëожные ìатеìати-
÷еские вы÷исëения, поэтоìу в практи÷ескоì пëане
приìенятü еãо затруäнитеëüно.
Друãой известный критерий иäентифиöируеìо-

сти преäëожен С. А. Айвазяноì [7]. Иссëеäуется
систеìа оäновреìенных уравнений в структурной
форìе, опреäеëяþщих связü ìежäу экзоãенныìи и
энäоãенныìи переìенныìи.
Рассìотриì некоторые наибоëее важные типы

оãрани÷ений и привеäеì критерии иäентифиöиру-
еìости. Преäпоëаãается, ÷то априорные оãрани÷е-
ния явëяþтся ëинейныìи оäнороäныìи функöияìи,
кажäая из которых зависит тоëüко от коэффиöи-
ентов ìатриöы Q, которые ìоãут бытü оäнозна÷но
восстановëены по ìатриöе привеäенной форìы
П = –D–1Г, ãäе D — ìатриöа, состоящая из коэф-
фиöиентов при энäоãенных переìенных; Г — ìат-
риöа, состоящая из коэффиöиентов преäопреäе-
ëенных переìенных.
Пустü Ik — (kЅk)-еäини÷ная ìатриöа. Ввеäеì

обозна÷ение W = .

Соотноøение DП + Г = 0 ìежäу структурной и
привеäенной форìаìи ìожет бытü записано в виäе

QW = 0, (7)

ãäе Q — ìатриöа поряäка gЅ(g + k); W — ìатриöа
поряäка (g + k)Ѕk, иìеþщая ранã k.
Пустü α1F = 0, ãäе F — ìатриöа из g + k строк,

иìеþщая стоëüко стоëбöов, скоëüко оãрани÷ений;
α1 — первая строка ìатриöы Q. Наприìер, пустü
априори известно, ÷то коэффиöиент систеìы
оäновреìенных уравнений в структурной форìе
β12 = 0. Тоãäа оäин из стоëбöов ìатриöы F иìеет
виä (0, 1, 0, ..., 0)т.
Эëеìенты вектора α1 явëяþтся реøениеì сис-

теìы уравнений

α1[WF] = 0. (8)

В сиëу правиëа норìаëизаöии äëя иäентифиöи-
руеìости первоãо уравнения (8) необхоäиìо и äо-
стато÷но, ÷тобы пространство реøений систеìы
быëо оäноìерныì, т.е.

rg[WF] = g + k – 1. (9)
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Пустü η — ÷исëо оãрани÷ений. Тоãäа ìатриöа
[WF] соäержит k + η стоëбöов и äëя выпоëнения
(9) необхоäиìо, ÷тобы η l g – 1, т.е. äëя иäенти-
фиöируеìости какоãо-ëибо из уравнений необхо-
äиìо, ÷тобы ÷исëо оãрани÷ений быëо не ìенüøе
÷исëа уравнений ìоäеëи, уìенüøенноãо на еäиниöу.
Есëи иìеþтся тоëüко искëþ÷аþщие оãрани÷е-

ния, т.е. априорная инфорìаöия о равенстве нуëþ
некоторых коэффиöиентов, то необхоäиìое усëо-
вие иäентифиöируеìости опреäеëенноãо уравне-
ния закëþ÷ается в сëеäуþщеì: ÷исëо искëþ÷ен-
ных из уравнения экзоãенных переìенных äоëжно
бытü не ìенüøе ÷исëа у÷аствуþщих в неì энäоãен-
ных переìенных, уìенüøенноãо на еäиниöу.
Сфорìуëированные необхоäиìые усëовия (так

называеìые правиëа поряäка) в сиëу своей простоты
явëяþтся весüìа поëезныìи при реøении пробëе-
ìы иäентифиöируеìости, поскоëüку при постро-
ении ìоäеëи они позвоëяþт сразу выявитü неиäен-
тифиöируеìые уравнения. Оäнако эти усëовия
ìоãут оказатüся äаëекиìи от äостато÷ных. Необ-
хоäиìое и äостато÷ное усëовие (9) не поäхоäит äëя
проверки иäентифиöируеìости ìоäеëи, поскоëüку
требует построения ìатриöы П. На основе соотно-
øения (9) сфорìуëирован критерий иäентифиöи-
руеìости.
Первое уравнение систеìы иäентифиöируеìо

тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа rg[QF] = g – 1. Это ут-
вержäение ìожно поëу÷итü из соображений,
связанных с инвариантностüþ коэффиöиентов при
уìножении структурной форìы на äопустиìые
ìатриöы. Этот ìетоä обы÷но приìеняется тоëüко
äëя теорети÷еских абстрактных заäа÷.
На практике ÷асто приìеняется критерий иäен-

тифиöируеìости в аëãебраи÷еской форìе, поëу-
÷енный на основе ìетоäа ìатри÷ных äеëитеëей нуëя
[18, 19].
Преäставëенные критерии иäентифиöируеìости

не позвоëяþт провоäитü сравнение ка÷ества иäен-
тификаöии параìетров разëи÷ных ìоäеëей и не
всеãäа уäобны в приìенении на практике.
Такиì образоì, все упоìянутые критерии опре-

äеëения степеней набëþäаеìости, управëяеìости
и иäентифиöируеìости неуäобны äëя испоëüзова-
ния при сравнении ка÷ественных характеристик в
общеì сëу÷ае.

Критерии степени наблюдаемости,
управляемости и идентифицируемости

Критерии степени наблюдаемости. В работе [12]
преäставëен критерий степени набëþäаеìости, ко-
торый позвоëяет выäеëитü сëабонабëþäаеìые коì-
поненты вектора состояния и сфорìироватü эф-
фективно оöениваеìый вектор состояния. Друãой
известный критерий, позвоëяþщий опреäеëитü ка-
÷ество оöенивания переìенных состояния, преä-
поëаãает провеäение преäваритеëüных преобразо-
ваний, вкëþ÷аþщих три этапа [15]: вы÷исëение
ковариаöионной ìатриöы оøибок оöенивания;

норìаëизаöиþ ковариаöионной ìатриöы оøибок
оöенивания; вы÷исëение собственных ÷исеë нор-
ìаëизованной ковариаöионной ìатриöы оøибок
оöенивания. Критерий степени набëþäаеìости
форìуëируется сëеäуþщиì образоì: ÷еì ìенüøе
собственное ÷исëо, теì ëу÷øе набëþäаеìа коìпо-
нента вектора состояния. Преäставëенный крите-
рий ÷резвы÷айно неуäобен в практи÷ескоì приìе-
нении, так как требует провеäения боëüøоãо объ-
еìа преäваритеëüных вы÷исëений.
В разëи÷ных практи÷еских приëожениях наøеë

øирокое приìенение критерий степени набëþäа-
еìости [16, 17], позвоëяþщий опреäеëятü степенü
набëþäаеìости в виäе скаëярной веëи÷ины. Рас-
сìотриì этот критерий поäробнее.
Пустü объект описывается уравнениеì виäа [20]

xk = Фxk – 1 + Gwk – 1, (10)

ãäе xk – 1 — n-вектор состояния; wk – 1 — l-вектор
вхоäноãо øуìа, который явëяется äискретныì ана-
ëоãоì беëоãо ãауссовоãо øуìа с нуëевыì ìатеìа-
ти÷ескиì ожиäаниеì; Ф — (nЅn)-ìатриöа систе-
ìы; G — (nЅl)-ìатриöа вхоäноãо øуìа.
Частü вектора состояния изìеряется:

zk = Hxk + vk, (11)

ãäе zk — m-вектор изìерений; Н — (mЅn)-ìатриöа
изìерений; vk — m-вектор изìеритеëüноãо øуìа,
который явëяется äискретныì анаëоãоì беëоãо ãа-
уссовоãо øуìа с нуëевыì ìатеìати÷ескиì ожиäа-
ниеì, при÷еì v и w некорреëированы ìежäу собой,
т.е. E[vj ] = 0.
Испоëüзуеì скаëярный поäхоä [16]: не теряя

общности постановки заäа÷и, преäпоëожиì, ÷то
изìеряется оäна коìпонента вектора состояния,
т.е. H = [1, 0, ..., 0]. Разобüеì кажäый øаã изìере-
ний на n поäтактов и выразиì эти изìерения ÷ерез
вектор состояния на первоì поäтакте изìерений:

(12)

иëи в ìатри÷ной форìе:

z* = Sx1 + v*, (13)

ãäе z* = , S = ,

v* = .

wk
т

z1 = Hx1 + v1,
z2 = HФx1 + Нw1 + v2,

... ... ...
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Выразиì из уравнения объекта вектор состоя-
ния в первоì поäтакте изìерения:

x1 = S–1z* – S–1v*. (14)

Ввеäеì обозна÷ение y = S–1z* и запиøеì урав-
нения в скаëярноì виäе:

yi = ai1z1 + ai2z2 + ... + ainzn. (15)

Зäесü уi — эëеìент вектора у, ai — это i-я строка
ìатриöы S–1.
Дëя остаëüных коìпонент вектора состояния

уравнения изìерений форìуëируþтся в соответст-
вии с уравнениеì (15).
Ввеäеì понятие привеäенноãо изìеритеëüноãо

øуìа [17]. Дëя произвоëüной коìпоненты вектора
состояния привеäенный изìеритеëüный øуì в со-
ответствии с уравнениеì (15) иìеет виä

v*i = ai1v1 + ai2v2 + ... + ainvn. (16)

Дисперсия привеäенноãо к i-й коìпоненте изìе-
ритеëüноãо øуìа опреäеëяется коэффиöиентаìи
ai1, ai2, ..., ain, т.е.

r *i = E[(v*i)2] = [  +  + ... + ]r, (17)

ãäе r = E[v2] — äисперсия исхоäноãо изìеритеëü-
ноãо øуìа v.
Численный критерий степени наблюдаемости.

Суäитü о степени набëþäаеìости ìожно по äвуì
характеристикаì — то÷ности оöенивания и вреìе-
ни схоäиìости. Критерий степени набëþäаеìости
иìеет виä [16, 17]

λi = . (18)

Зäесü E[(xi)2] — äисперсия произвоëüной i-й коì-
поненты вектора состояния; E[(yi)2] — äисперсия
непосреäственно изìеряеìоãо вектора состояния.
Данный критерий приìеняëся äëя выбора наи-

ëу÷øей структуры навиãаöионноãо коìпëекса ЛА
[21] в заäа÷е синтеза аäаптивноãо реãуëятора инер-
öиаëüной навиãаöионной систеìы [22].
Критерии степени управляемости. Критерий

управëяеìости Каëìана позвоëяет опреäеëитü, уп-
равëяеì ëи весü вектор состояния систеìы. Крите-
рий, преäëоженный в работе [23], позвоëяет опре-
äеëитü, какие коìпоненты вектора состояния уп-
равëяеìы, и выäеëитü коìпоненты, которыìи
ìожно управëятü наиëу÷øиì образоì. Искëþ÷ив
из вектора состояния неуправëяеìые коìпоненты,
ìожно äости÷ü поëной управëяеìости иссëеäуе-
ìой систеìы.

Рассìатривается в äанноì сëу÷ае сопряженная
систеìа (19), и к ней приìеняется критерий поë-
ной управëяеìости:

(19)

Дëя тоãо ÷тобы воспоëüзоватüся этиì критериеì,
необхоäиìо перейти от ìатри÷ноãо уравнения сис-
теìы к рассìотрениþ систеìы скаëярных уравне-
ний. Затеì нужно перевести скаëярные уравнения
из пространства ориãинаëов в пространство изобра-
жений по Лапëасу и разреøитü поëу÷еннуþ систе-
ìу уравнений относитеëüно кажäой переìенной.
Анаëизу поäверãаþтся найäенные по правиëу Кра-
ìера опреäеëитеëи. Систеìа виäа поëностüþ уп-
равëяеìа, есëи найäенные опреäеëитеëи ëинейно
независиìы, и ни оäин из них не равен нуëþ.
Рассìотриì критерий управëяеìости виäа

C1Δ1 + C2Δ2 + ... + CnΔn ≠ 0, (20)

ãäе Δi — правые ÷асти äифференöиаëüноãо уравне-
ния рассìатриваеìой систеìы, т.е. реøения этой
систеìы относитеëüно кажäой переìенной сос-
тояния; Ci — постоянные коэффиöиенты, которые
выбираþтся произвоëüныì образоì, но хотя бы
оäин из них не äоëжен бытü равныì нуëþ.
Данный критерий позвоëяет поëу÷итü непо-

среäственнуþ связü ìежäу коìпонентаìи вектора
состояния и коìпонентаìи вектора управëения.
Эта связü позвоëяет выноситü сужäение о степени
управëяеìости по той иëи иной переìенной со-
стояния. В сëу÷ае оäинаковой структуры выраже-
ний Δ по коэффиöиентаì этих выражений ìожно
суäитü о степени управëяеìости.
Степенü управëяеìости ìожно опреäеëитü, ис-

сëеäовав систеìу канони÷ескоãо виäа, т.е. систеìу
уравнений, в которой отсутствует связü по пере-
ìенныì состояния.
Запиøеì уравнение иссëеäуеìой систеìы в ка-

нони÷еской форìе [4]:

(t) = Ak (t) + Ck (t), (21)

зäесü Аk = –V–1АтV, Ck = –V–1Cт, V = [u1, ..., un]
т —

ìатриöа канони÷ескоãо преобразования, ui — соб-
ственные векторы иссëеäуеìой систеìы.
Систеìа явëяется поëностüþ управëяеìой, есëи

ìатриöа Ck канони÷еской систеìы (21) не соäержит
строк, все эëеìенты которых равны нуëþ. Сëеäует
отìетитü, ÷то äанный критерий ìожно приìенятü
ëиøü в сëу÷ае отсутствия кратных собственных
зна÷ений систеìы. Степенü управëяеìости ха-
рактеризуþт ìоäуëи эëеìентов строк ìатриöы Ck.
Преäставëенный критерий позвоëяет провоäитü
сравнитеëüный анаëиз управëяеìости и опреäеëятü,
ëу÷øе иëи хуже управëяеìы коìпоненты вектора
состояния по сравнениþ äруã с äруãоì. Лу÷øе уп-
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равëяеìы те коìпоненты вектора состояния,
у которых ìоäуëи эëеìентов строк ìатриöы боëüøе
ìоäуëей соответствуþщих эëеìентов у äруãих строк.
Друãиì поäхоäоì äëя опреäеëения степени уп-

равëяеìости äинаìи÷еских систеì явëяется их ис-
сëеäование на äинаìи÷еских стенäах и построение
äиаãраìì, опреäеëяþщих связü эффективности
управëения в разëи÷ных режиìах [24, 25]. Неäос-
таткоì такоãо поäхоäа явëяется необхоäиìостü
провеäения äëитеëüных экспериìентов на äороãо-
стоящеì оборуäовании, субъективная оöенка экс-
пертоì свойств иссëеäуеìой систеìы. Наибоëее
яркиì приìероì реаëизаöии такоãо поäхоäа явëя-
ется иссëеäование управëяеìости ëетатеëüноãо
аппарата (ЛА) на äинаìи÷ескоì стенäе [24].
Численный критерий степени управляемости

конкретных переìенных состояния äинаìи÷ескоãо
объекта позвоëяет поëу÷итü ÷исëеннуþ оöенку
степеней управëяеìости коìпонент вектора со-
стояния.
Рассìотриì уравнение в канони÷еской форìе

виäа (21). Опреäеëиì канони÷ескуþ ìатриöу уп-
равëяеìости и иссëеäуеì суììы эëеìентов кажäой
ее строки. Обозна÷иì hi суììы ìоäуëей эëеìентов
кажäой строки этой ìатриöы, которые позвоëяþт
суäитü о степени управëяеìости коìпонент векто-
ра состояния ìоäеëи ЛА.
Максиìаëüной степенüþ управëяеìости обëа-

äает коìпонента вектора состояния с наибоëüøей
суììой ìоäуëей эëеìентов соответствуþщей строки
канони÷еской ìатриöы управëения hmах. Степени
управëяеìости äруãих коìпонент вектора состоя-
ния опреäеëяþтся путеì сравнения суìì ìоäуëей
эëеìентов строк канони÷еской ìатриöы, соответ-
ствуþщих иссëеäуеìыì коìпонентаì вектора со-
стояния с ìаксиìаëüныì зна÷ениеì суììы ìоäу-
ëей эëеìентов канони÷еской ìатриöы. Сравнитü
степени управëяеìости ìожно, воспоëüзовавøисü
критериеì сëеäуþщеãо виäа [26]:

γ = , (22)

ãäе hi — ìоäуëü суììы эëеìентов, которые нахо-
äятся в i-й строке ìатриöы В*; hmах — ìаксиìаëü-
ное зна÷ение hi.
Преäëоженный критерий степени управëяеìо-

сти позвоëяет опреäеëитü степенü управëяеìости
кажäой конкретной коìпоненты вектора состоя-
ния в ÷исëенноì виäе γ.
В соответствии с преäставëенныì ÷исëенныì

критериеì степени управëяеìости коìпонент век-
тора состояния ìерой управëяеìости явëяется
конкретное ÷исëо. Этот критерий уäобен при ав-
тоìатизированноì проектировании систеì управ-
ëения, так как позвоëяет вкëþ÷атü в вектор управ-
ëения и вектор состояния тоëüко эффективно уп-
равëяеìые коìпоненты. Приìероì испоëüзования
критерия явëяется реøение заäа÷и выявëения у÷а-

стков наибоëее эффективноãо управëения поëетоì
баëëисти÷еской ракеты [24].
Численный критерий степени идентифицируе-

мости. Ставится заäа÷а оöенивания неизвестных
постоянных параìетров ìатриöы объекта Ф, кото-
рая вхоäит в уравнение объекта (10). Уравнение из-
ìерений иìеет виä (11).
Вектор состояния xn + 1 ìожно выразитü ÷ерез

еãо зна÷ение в первый ìоìент вреìени сëеäуþ-
щиì образоì:

xn + 1 = Фnx1 + Фn – 1w1 + ... + wn. (23)

Поäставив выражение äëя xn + 1 в уравнение из-
ìерений zn + 1, поëу÷иì

zn + 1 = HФnx1 + HФn – 1w1 + ... + Hwn + vn + 1.(24)

Поäставиì в это уравнение выражение x1, тоãäа

zn + 1 = HФn  –

– HФn  +

+ HФn – 1w1 + HФn – 2w2 + ... + Hwn + vn + 1.(25)

Ввеäеì обозна÷ения:

[d1 d2 ... dn] = HФn , (26)

 = b1w1 + b2w2 + ... +

+ bnwn – d1v1 – d2v2 – ... – dnvn + vn + 1 =

= HФn . (27)

hi

hmax
---------

Н
НФ

НФ2

…

НФn 1–

1–
z1

z2

z3

…
zn

Н
НФ

НФ2

…

НФn 1–

1– v1

Hw1

НФw1 Hw2 v3+ +

… …

НФn 2– w1 … vn+ +

Н
НФ

НФ2

…

НФn 1–

1–

v1
0

Н
НФ

НФ2

…

НФn 1–

1– v1

Hw1

НФw1 Hw2 v3+ +

… …

НФn 2– w1 … vn+ +



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 11, 2016 729

Такиì образоì, постановка заäа÷и своäится к
опреäеëениþ неизвестных эëеìентов вектора-стоëб-
öа [d1 d2 ... dn] по вновü сфорìированныì изìере-
нияì. Дëя n + 2, n + 3, ..., 2n ìоìентов вреìени по
анаëоãии ìожно записатü уравнения äëя вновü
сфорìированных изìерений:

 =  + , (28)

откуäа ìожет бытü выражен вектор-стоëбеö, со-
стоящий из неизвестных параìетров d1, d2, ..., dn:

 = . (29)

Уравнение äëя вектора неизвестных параìетров
в скаëярной форìе буäет иìетü сëеäуþщий виä:

(30)

Зäесü

 = ,

 = .

То÷ностü опреäеëения параìетров зависит от ин-
тенсивности привеäенноãо изìеритеëüноãо øуìа.
Привеäенный изìеритеëüный øуì ìожет äости-
ãатü зна÷итеëüных зна÷ений, ÷то привоäит к неäо-
стоверноìу опреäеëениþ параìетров d. Поэтоìу
äëя опреäеëения неизвестных параìетров öеëесо-
образно испоëüзоватü аëãоритìы сãëаживания из-
ìеритеëüных øуìов и аëãоритìы оöенивания.
В ка÷естве аëãоритìов оöенивания ìожно испоëü-
зоватü аäаптивные ìоäификаöии фиëüтра Каëìана
[4, 26]. В этоì аäаптивноì аëãоритìе провоäится
оöенка äисперсии изìеритеëüноãо øуìа с поìо-
щüþ выражения виäа

 =  –

– { k – E [( )2]}. (31)

В практи÷еских приëожениях ÷асто необхоäиìо
знатü степенü иäентифиöируеìости параìетров,
т.е. ка÷ественные характеристики иäентифиöируе-
ìых параìетров: возìожнуþ то÷ностü иäентифи-
каöии параìетров и вреìя, за которое ìожно осу-
ществитü иäентификаöиþ параìетра с заäанной
то÷ностüþ.
Суäитü о ìере иäентифиöируеìости ìожно по

äвуì характеристикаì: то÷ности иäентификаöии и
вреìени схоäиìости. Критерий, по котороìу
опреäеëяется степенü иäентифиöируеìости, иìеет
виä [27]

χi = , (32)

ãäе E[(di)2] — äисперсия произвоëüной i-й коìпо-
ненты вектора параìетров d i; E [(zi)2] — äисперсия
непосреäственно изìеряеìой коìпоненты вектора
параìетров; r = E [v2] — äисперсия исхоäноãо изìе-
ритеëüноãо øуìа;

 =  –

– { k – M[( )2]} — äисперсия привеäенноãо

изìеритеëüноãо øуìа.
В критерии степени иäентифиöируеìости (32)

ìерой ка÷ества иäентификаöии явëяется скаëяр. Эта
особенностü позвоëяет провоäитü сравнение сте-
пеней иäентифиöируеìости коìпонент векторов
параìетров ìатриö разëи÷ных объектов.
Такиì образоì, форìаëизованная зависиìостü

(32) испоëüзуется äëя опреäеëения степени иäен-
тифиöируеìости параìетров ìатриöы Ф. Диспер-
сия исхоäноãо изìеритеëüноãо øуìа опреäеëяется
из практи÷еских соображений в соответствии с ре-
жиìоì работы изìеритеëüной систеìы иëи при-
ниìается зна÷ение из паспорта изìеритеëüноãо
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прибора. Опреäеëенные сëожности возникаþт при
вы÷исëении привеäенноãо изìеритеëüноãо øуìа.
Оäнако при испоëüзовании при иäентификаöии
параìетров ìатриöы ìоäеëи иссëеäуеìой систеìы
скаëярноãо аäаптивноãо аëãоритìа оöенивания äис-
персия привеäенноãо изìеритеëüноãо øуìа вы-
÷исëяется на кажäоì øаãе функöионирования аë-
ãоритìа.
Ка÷ество иäентификаöии иëи эффективностü

иäентификаöии опреäеëяется ìаксиìаëüно äости-
жиìой то÷ностüþ иäентификаöии и необхоäиìыì
вреìенеì äостижения заäанной то÷ности иäенти-
фикаöии.

Заключение

Иссëеäованные ÷исëенные критерии степени на-
бëþäаеìости, управëяеìости и иäентифиöируеìо-
сти иìеþт ясный физи÷еский сìысë, отëи÷аþтся
простотой, универсаëüностüþ, позвоëяþт опреäе-
ëятü ка÷ество набëþäения и управëения коìпо-
нент вектора состояния, а также иäентификаöии
параìетров в виäе скаëяра, ÷то ÷резвы÷айно уäобно
при испоëüзовании в практи÷еских приëожениях.
Можно констатироватü, ÷то свойство äуаëüности

в иссëеäованных критериях степени набëþäаеìости
и управëяеìости явно не проявëяется. Интуитивно
ясно, ÷то иìеется связü ìежäу степенüþ управëя-
еìости и запасоì устой÷ивости, степенüþ набëþ-
äаеìости и степенüþ иäентифиöируеìости, но äëя
поëу÷ения форìаëизованных зависиìостей в яв-
ноì виäе требуþтся äопоëнитеëüные иссëеäова-
ния. Систеìатизаöия резуëüтатов поäобных иссëе-
äований существенно äопоëнит теориþ ка÷ест-
венноãо анаëиза систеì.
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The article is devoted to approaches to determination of the degree of observability, controllability and identifiability of
the parameters in the linear dynamical systems. Well-known criteria for determination of the observability, controllability and
identifiability of the dynamical objects were presented. Those criteria only allow us to determine, which component of the state
vector is observable or controllable better. They can only give a relative assessment of the quality of the observability and control-
lability of a specific component of the state vector of the system, whereas, it is impossible to compare the quantitative characteristics
of the state variables and parameters in various systems. Numerical criteria for calculation of the degree of observability and
controllability of the state variables, as well as the degree of identifiability of the model parameters of the dynamical objects
were researched using the scalar methods. The proposed numerical criteria have a clear physical meaning, and are charac-
terized by simplicity and versatility. They allow us to determine the quality of the observability, controllability and identifiability
in a scalar form, which can be very convenient for practical applications.
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